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AVANT-PROPOS 


Ce dernier tome du Cours de « Physique théorique » est consacré 
à la cinétique physique entendue au sens large comme la théorie 
microscopique des processus se déroulant dans des systèmes hors 
d'équilibre statistique. 

A la différence des propriétés des systèmes en équilibre statisti- 
que, les propriétés cinétiques des systèmes hors d'équilibre sont liées 
plus étroitement au caractère des interactions microscopiques dans 
tels ou tels objets physiques. Il en résulte une très grande variété 
de ces propriétés et une complexité beaucoup plus grande de théo- 
rie de ces systèmes. Cela signifie que le choix des matières à inclu- 
re dans le cours général de physique théorique devient moins uni- 
voque. 

Le contenu du livre est présenté par la table des matières. Nous 
ne ferons à ce propos que quelques remarques. 

Une place importante est accordée dans ce livre à la théorie des 
gaz qui constituent en principe l’objet le plus simple de la théorie 
cinétique. Plusieurs chapitres sont consacrés à la théorie du plasma, 
non seulement du fait de l'importance physique de cette branche 
de la cinétique, mais aussi parce que de nombreux problèmes de la 
cinétique du plasma peuvent être résolus jusqu’à la fin et fournis- 
sent une illustration instructive de l'application des méthodes géné- 
rales de la théorie cinétique. 

Les propriétés cinétiques des corps solides sont particulièrement 
variées. En sélectionnant les matières à inclure dans des chapitres 
correspondants, nous avons été obligés naturellement de restreindre 
notre exposé aux questions les plus générales illustrant les princi- 
paux phénomènes de cinétique physique et les méthodes de leur 
étude. Soulignons à ce propos une fois de plus que le présent livre 
est une partie du cours de physique théorique et n’a aucunement la 
prétention d’être un cours de théorie du corps solide. 

Le contenu de ce livre a deux défauts évidents: sont absentes 
les questions relatives à la cinétique des processus magnétiques et 
Ja théorie des phénomènes cinétiques liés à la traversée de la subs- 
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lance par les particules rapides. Nous nous permettrons de nourrir 
l'espoir que notre livre, bien qu'il ne contienne pas tout ce qu’il 
faudrait, sera profitable aux lecteurs par les matières qui y sont trai- 
tées. 

Ce livre achève la réalisation du programme tracé par Lev Da- 
vidovitch Landau il y a plus de cinquante ans. Tout le cours se 
compose des tomes suivants: 

Tome 1. Mécanique. 

Tome II. Théorie des champs. 

Tome III. Mécanique quantique (théorie non relativiste). 

Tome IV. Electrodynamique quantique. 

Tome V. Physique statistique, partie 1. 

Tome VI. Mécanique des fluides. 

Tome VII. Théorie de l'élasticité. 

Tome VIII. Electrodynamique des milieux continus. 

Tome IX. Physique statistique, partie 2. 

Tome X. Cinétique physique. 


Rappelons que la position du tome IX dans cette série s'explique 
par le fait qu’on y bénéficie largement des résultats obtenus dans 
la mécanique des fluides et dans l’électrodynamique macroscopique. 

Nous tenons à remercier A. F. Andréev, R. N. Gourja, V. L. Gou- 
révitch, Y. M. Kagan, M.I. Kaganov et I. M. Lifchitz qui ont pris 
part à la discussion des questions examinées dans ce livre. 

Nous sommes reconnaissants à L. P. Gorkov et A. A. Roukhadzé 
qui ont bien voulu relire le texte du manuscrit et ont prodigué 
leurs remarques et suggestions. 


Novembre 1978 E. Lifchitz, L. Pitayevski 


QUELQUES SYMBOLES ET NOTATIONS 


La fonction de répartition des particules f (chapitres 1 à VI); 
suivant les impulsions elle est partout rapportée à d'p. 

Les fonctions de répartition, les nombres d'occupation des états 
quantiques des électrons et des phonons » (p) et NV (k) (chapitres 
VII, IX à XI); suivant les impulsions elles sont partout rapportées 
à d'p/(2rh). 

Intégrale des collisions St, intégrale des collisions linéarisée 1. 

Grandeurs thermodynamiques: température 7, pression P, 
potentiel chimique u, densité de nombre de particules NW, nombre 
total de particules .#*, volume total 7. 

Intensité de champ électrique E, induction magnétique B. 
Charge électrique élémentaire e (charge de l’électron —e). 

Notations utilisées dans les évaluations: longueurs caractéristi- 
ques du problème ZL; dimensions atomiques, constante du réseau d; 
libre parcours moyen /; vitesse du son u. 

Une moyenne est indiquée par des chevrons (...) ou par un 
trait surmontant la lettre correspondante. 

Les indices vectoriels tridimensionnels sont notés par les lettres 
grecques a, f,. 

Dans les chapitres III à VI: 

Masses de l’électron et de l'ion m et M. 

Charges de l’électron et de l'ion —e et ze. 

Vitesses thermiques des électrons et des ions 


= (Telm}, vn = (TM). 
Fréquence de plasma 
= (41 Ne/m)"®, 
= (4nNize/M)". 
Distance (longueur) de Debye 
a, = (TlanNe}l®, = (ue ie)" °, 
a" = de + «°. 


S QUEI.QUES SYMBOLES ET NOTATIONS 


Fréquence de Larmor 
ope = eBlmc, op; = zeB/Mtc. 


Les références aux numéros des paragraphes et des formules dans 
les autres tomes de ce Cours sont indiquées par des chiffres romains: 
I — « Mécanique», 1988; II — « Théorie des champs», 1989; 
III — « Mécanique quantique », 1988; IV — « Electrodynamique 
quantique », 1989; V — « Physique statistique », partie 1, 1984: 
VI — «Mécanique des fluides», 1989; VII — «Théorie de 
l'élasticité », 1990; VIII — « Electrodynamique des milieux 
continus », 1990; IX — « Physique statistique », partie 2, 1990. 


CHAPITRE PREMIER 


THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ 


$ 1. Fonction de répartition 


Le présent chapitre est consacré à l'exposé de la théorie cinétique 
des gaz ordinaires constitués par des atomes ou des molécules électri- 
quement neutres. Cette théorie a pour objet l'étude des états - hors 
d'équilibre d’un gaz parfait et des processus qui s'y déroulent. Rap- 
pelons que par gaz parfait on entend un gaz si fortement raréfié 
que chacune de ses molécules se déplace librement presque tout le 
temps et n’interagit avec d'autres molécules que lors des collisions 
directes avec elles. En d’autres termes, cela signifie que la distance 
moyenne entre les molécules r = N-14 (N étant le nombre de molé- 
cules par unité de volume) est supposée grande par rapport à leurs 
dimensions propres ou, plus exactement, par rapport au rayon d'ac- 
tion d des forces intermoléculaires ; la petite quantité Nd® — (d/r)s 
est parfois appelée « paramètre de teneur en gaz ». 

Une description statistique d’un gaz se fait à l’aide de la fonction 
de répartition f (t, q, p) des molécules de gaz dans leur espace des 
phases. D'une façon générale, la fonction de répartition est une fonc- 
tion des coordonnées généralisées de la molécule choisies d’une 
manière quelconque (dont l’ensemble est noté g) et des impulsions 
généralisées qui leur correspondent (leur ensemble est noté par p) 
et, à l’état non stationnaire, encore du temps £. Notons dt — dq dp 
l'élément de volume de l’espace des phases de la molécule ; dq et dp 
désignent par convention les produits des différentielles de toutes 
les coordonnées et de toutes les impulsions respectivement. Le pro- 
duit f dx exprime le nombre moyen des molécules contenues dans 
l'élément de volume dt donné, c’est-à-dire des molécules dont les 
valeurs de g et de p sont comprises dans les intervalles dg et dp 
donnés. Quant au sens de la notion de moyenne, utilisée dans cette 
définition, nous reviendrons là-dessus par la suite. 

Bien que la fonction f soit supposée partout définie comme la 
densité de répartition précisément dans l'espace des phases, il est 
judicieux de l’exprimer en théorie cinétique au moyen de variables. 
convenablement choisies qui peuvent ne pas être des coordonnées. 
et des impulsions généralisées canoniquement conjuguées. Convenons 
tout d’abord de ce choix. 
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Le mouvement de translation d’une molécule est toujours un mou- 
vement classique. Il est décrit par les coordonnées r = (x, y, =) 
de son centre d'inertie et par l’impulsion p (ou la vitesse v — p/m) 
de son mouvement comme un tout. Dans le gaz monoatomique, les 
particules (atomes) ne peuvent être animés que de mouvement de 
translation. Dans les gaz polyatomiques, les molécules ont encore des 
degrés de liberté de rotation et de vibration. 

Le mouvement de rotation d’une molécule dans le gaz est aussi 
pratiquement toujours classique). Il est décrit avant tout par la 
donnée du vecteur moment de rotation M de la molécule. Pour une 
molécule diatomique cela est suffisant. Une telle molécule repré- 
sente un rotateur tournant dans un plan perpendiculaire au vecteur 
M. Quant à l’angle q de rotation de l’axe de la molécule dans ce 
plan, on peut considérer dans les problèmes réels de la physique 
que la fonction de répartition est indépendante de cet angle, c’est-à- 
dire que toutes les orientations de la molécule dans le plan mention- 
né sont équiprobables. Ceci est lié à la rapidité de variation de l’an- 
gle p lors de la rotation de la molécule et peut être expliqué comme 
suit. 

La vitesse de variation de l’angle (la vitesse angulaire de rota- 


tion de la molécule) est égale à p= Q = MIT. La valeur moyenne 
de cette vitesse Q = v/d, où d sont les dimensions moléculaires et 
v est la valeur moyenne des vitesses linéaires. Mais les différentes 
molécules ont des différentes valeurs de Q réparties suivant une 
certaine loi autour de Q. C’est pourquoi les molécules qui avaient 
à l'instant initial les mêmes , prennent vite des valeurs différentes 
de œ; il se produit une séparation rapide suivant les angles. Suppo- 
sons qu’à l'instant initial t — 0 la répartition des molécules sui- 
vant les angles @ — q, et suivant les vitesses Q est donnée par une 
certaine fonction f (9, 9). Séparons de cette fonction la valeur 
moyenne indépendante de œ 
2x 
— 7 1 
1= O4 (qe D FQ= | F (Por À) der 


0 


si bien que f” (@, ©) est une fonction alternée périodique, de période 
2x, de l’argument ®,, dont la valeur moyenne est nulle. Lors de 
l’évolution ultérieure par suite de la rotation libre des molécules 
(g = St + pe), la fonction de répartition varie suivant la loi 


fe, Q, t)=f(Q)+ f(p—St Q). 


1) Rappelons que la rotation est classique si #°/21 € T (où Z est le moment 
d'inertie de la molécule et 7, la température du gaz). Dans les gaz ordinaires, 
cette condition est toujours satisfaite, exception faite. peut-être, pour l'hy- 
drogène et le deutérium à basse température. 
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La fonction f’ devient avec le temps une fonction de plus en plus 
rapidement oscillante de Q : la période d'’oscillations caractéristique 


AQ = 2x/t, si bien qu'elle devient petite devant Q même pendant 
le temps de libre parcours (entre deux collisions) des molécules. Mais 
toutes les grandeurs physiques observables comportent une certaine 
valeur moyenne de la fonction de répartition sur les vitesses Q; 
quant à la contribution apportée par la fonction rapidement oscil- 
lante f’ à de telles moyennes, elle est négligeable. C’est ce qui permet 
de remplacer la fonction de répartition f (, Q) par la fonction f (Q) 
moyennée sur les angles. 

Les considérations qui viennent d’être exposées ont évidemment 
un caractère général et s'appliquent à toutes les grandeurs rapide- 
ment variables (phases) qui prennent leurs valeurs dans des inter- 
valles finis. 

En revenant aux degrés de liberté de rotation des molécules, 
notons que dans les gaz polyatomiques la fonction de répartition 
peut dépendre encore des angles qui déterminent l'orientation fixée 
des axes de la molécule par rapport au vecteur M. Par exemple, dans 
les molécules du type toupie symétrique, c’est l’angle que le vecteur 
M fait avec l'axe de la toupie (angle de précession). On peut considé- 
rer comme précédemment que la fonction de répartition est indé- 
pendante des angles rapidement variables de la rotation de la toupie 
autour de son propre axe et de la rotation de précession de cet axe 
autour de M). 

Le mouvement de vibration des atomes à l'intérieur de la molé- 
cule est pratiquement toujours quantifié, de sorte que l’état vibra- 
tionnel de la molécule est déterminé par des nombres quantiques 
correspondants. Toutefois, dans les conditions ordinaires (aux 
températures pas trop élevées), les vibrations ne sont pas du tout 
excitées et la molécule se trouve à son niveau vibrationnel fonda- 
mental (niveau zéro). 

Dans la suite de ce chapitre nous noterons par le symbole 
l’ensemble de toutes les variables dont dépend la fonction de répar- 
tition, excepté les coordonnées de la molécule considérée comme un 
tout (et le temps t). Séparons le facteur dV — dx dy dz de l'élément 
de volume de phase dt et notons par le symbole dl sa partie restante 
transformée aux variables utilisées (et intégrée sur des angles dont 
la fonction f est indépendante). Les grandeurs l jouissent d’une 


1) Lors de la rotation d'une molécule du type toupie sphérique (molécule 
CH, par exemple) deux angles restent constants, à savoir ceux qui déterminent 
l'orientation de la molécule par rapport à la direction de M (qui coïncide avec la 
direction et le sens de la vitesse angulaire @). Lors de la rotation d’une molé- 
cule du type toupie asymétrique c'est la combinaison des angles exprimée par 
la constance de l'énergie de rotation Erot = M2 + MAl2r, + AIE/2I 3. Où 
Ms, Mn, M; sont les projections du vecteur constant M sur les axes princi- 
paux d'inertie tournants de la molécule, qui reste constante. 
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propriété commune importante: ce sont des intégrales du mouve- 
ment de chaque molécule qui restent constantes durant le temps 
de son mouvement libre (en l’absence de champ extérieur) entre deux 
collisions consécutives ; suite à chaque collision ces grandeurs subis- 
sent généralement des variations. Au contraire, les coordonnées 
zx, y, z de la molécule considérée dans sa totalité varient bien entendu 
au cours de son mouvement libre. 

Pour un gaz monoatomique, les grandeurs F° sont les trois com- 
posantes de l'impulsion p — mv de l’atome, de sorte que dT -- dp. 
Pour une molécule diatomique, les grandeurs F comprennent en 
plus de l'impulsion p encore le moment de rotation M, si bien que 
l'élément dT peut être représenté sous la forme 


dT =- 2nd°pM dMdou, (4,1) 


où don est l'élément d’angles solides pour la direction du vecteur 
M 1). Pour une molécule du type toupie symétrique on trouve parmi 
les grandeurs l encore l’angle 8 formé entre le vecteur M et l’axe 
de la toupie; l'élément dT a pour expression 


dT = 4r*dpM° dMdond cos 8 


(un des facteurs 21 est dû à l'intégration sur l'angle de rotation de la 
toupie autour de son axe, et l’autre facteur 2n apparaît par suite 
de l'intégration sur l'angle de rotation de précession). 
L'intégrale 
(re, r, T)dl =N(t, r) 


désigne la densité de répartition spatiale des particules de gaz; 
N dV est le nombre moyen des molécules contenues dans l'élément 
de volume dV. I] convient de faire à ce propos les remarques sui- 
vantes. 

Quand il s’agit d’un élément de volume infinitésimal dV, on 
entend, à proprement parler, un volume qui est petit physiquement 
et non pas mathématiquement, c'est-à-dire une partie de l’espace 
dont les dimensions sont très petites devant les dimensions caracté- 
ristiques L du problème, mais en même temps elles sont grandes par 
rapport aux dimensions de la molécule. Autrement dit, cela signi- 
fie que l'affirmation qu’une molécule se trouve dans un élément de 


1) L'expression (1,1) peut également être obtenue en écrivant l'élément dl 

d'abord sous la forme 
dl == dpô (Mn) M do, — d'pô (M cos 0) M° dM doyd cos 0 dy, 

où do, := d cos 0 d est l'élément d’angles solides pour les directions de l'axe 
de la molécule (0 étant l'angle entre cet axe et le vecteur M). La fonction delta 
exprime le fait que le vecteur M ne possède que deux composantes indépendantes 
(conformément au nombre de degrés de liberté de rotation d’une molécule diato- 
mique) : le moment M est perpendiculaire à l'axe de la molécule. En intégrant 
cette expression sur d cos 6 d, on obtient (1,1). 
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volume donné dV détermine la position de la molécule au mieux à 
des distances de l’ordre de ses dimensions près. Cette circonstance est 
bien importante. Si les coordonnées des particules de gaz étaient 
déterminées exactement, le résultat de la collision, par exemple, 
de deux atomes de gaz monoatomique se déplaçant sur des trajectoires 
classiques déterminées serait lui aussi bien déterminé. Par contre, 
s'il s’agit (comme toujours en théorie cinétique des gaz) de la colli- 
sion des atomes se produisant dans un élément de volume donné, 
petit du point de vue physique, le résultat de la collision sera indé- 
terminé du fait que la disposition relative des atomes est indétermi- 
née, de sorte qu'on ne peut parler que de la probabilité d’une issue 
ou d'une autre. 

Nous pouvons préciser maintenant qu'en parlant de la densité 
moyenne de nombre de particules, nous avons en vue la moyenne 
sur des volumes des éléments physiquement infinitésimaux ainsi 
définis et corrélativement dans des temps de l’ordre de grandeur 
du temps de parcours des particules à travers de tels éléments. 

Les dimensions des éléments de volume pour lesquels la fonction 
de répartition est déterminée étant grandes par rapport aux dimen- 
sions moléculaires d, les distances L sur lesquelles cette fonction 
subit des variations substantielles doivent être elles aussi grandes 
par rapport à d. Quant à la relation entre les dimensions des élé- 
ments de volume physiquement infinitésimaux et la distance inter- 
moléculaire moyenne r, elle peut, généralement parlant, être quel- 
conque. Il existe pourtant une différence de caractère de la densité 
de N déterminée par la fonction de répartition selon la valeur de 
cette relation. Si les dimensions des éléments dV ne sont pas grandes 
par rapport à r, la densité de N n'est pas une grandeur macroscopi- 
que: les fluctuations du nombre de particules contenues dans dV 
sont comparables à sa valeur moyenne. La densité de N ne devient 
une grandeur macroscopique que si elle est déterminée par rapport 
à des volumes dV contenant un grand nombre de particules; les 
fluctuations du nombre de particules dans ces volumes sont alors 
relativement petites. Il est pourtant clair qu'une telle définition 
n'est possible que si les dimensions caractéristiques du problème 


L>yr. 


$ 2. Principe de l'équilibre en détail 


Considérons les collisions de deux molécules dont l'une possède 
les valeurs de l comprises dans un intervalle donné df et l’autre, 
dans un intervalle df, ; à la suite de la collision ces molécules prennent 
les valeurs de T comprises dans les intervalles dl” et dl ; pour abré- 
ger, nous parlerons tout simplement des collisions des molécules 
T et l, avec transition F, F, — [”, ['. Le nombre total de telles 
collisions rapporté à l'unité de temps et l’unité de volume du gaz 
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peut s’écrire sous forme de produit du nombre de molécules conte- 
nues dans l’unité de volume (ce nombre est égal à f(t, r, l) dT) 
par la probabilité pour chacune d'elles de subir une collision du 
type considéré. Cette probabilité est en tout cas proportionnelle au 
nombre de molécules F, par unité de volume (égal à f (t, r, F,) dl) 
et aux intervalles dl”, dl", de valeurs des grandeurs l des deux molé- 
cules après la collision. Ainsi, le nombre de collisions avec transition 
F, T, — [", 1° se produisant en 1 s dans 1 cm peut être représenté 
sous la forme 


w (T”, Li; F, I) fdldldl'al! (2,1) 


(ici et plus loin les indices dont sont assorties les fonctions f corres- 
pondent aux indices de leurs arguments l:f,=f(t, r, li), f = 
= f (t, r, T),etc.); le coefficient w est une certaine fonction de 
tous les arguments l énumérés !). Le quotient de w d['df, par la 
valeur absolue de la vitesse relative v — v, des molécules s’entre- 
choquant a les dimensions d’une surface et représente la section ef- 
ficace de collision: 


do = 2e ire Fo qore dr. (2.2) 


La fonction w ne peut en principe être déterminée qu'en résol- 
vant le problème mécanique relatif à la collision de particules 
qui interagissent les unes avec les autres suivant une loi donnée. 
Mais certaines propriétés de cette fonction peuvent être mises en 
évidence même à partir des considérations générales ?). 

On sait que la probabilité de collision présente une propriété 
importante résultant de la symétrie des lois de la mécanique (clas- 
sique ou quantique) par rapport à l’inversion du signe du temps 
(voir III, $ 144). Désignons par FT les valeurs des grandeurs obte- 
nues à partir de l par renversement du temps. Cette opération chan- 
ge le signe de toutes les impulsions et de tous les moments; c'est 
pourquoi si l = (p, M), alors IT — (—p,—M). Comme le renverse- 
ment du temps interchange les états « avant » et « après » la colli- 
sion, on à 


w (LI P,D)=w(l, IT; PT, D). (2,3) 


Notons qu'à l’état d'équilibre statistique cette relation assure 
l'observation du principe de l'équilibre en détail qui postule qu’à 


1) Les caractéristiques des états initial (i) et final (f) s'écrivent dans la 
fonction w de droite à gauche, w (f; i), comme on convient de le faire en mé- 
canique quantique. 

#) Soulignons tout de suite que bien que le mouvement libre des molécules 
soit supposé classique, cela n'exclut nullement que la section efficace de leur 
choc doit être déterminée quantiquement (comme cela se fait ordinairement). 
La méthode d'obtention de l'équation cinétique exposée ici ne dépend pas de la 
nature (classique ou quantique) de la fonction w. 
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l’état d'équilibre le nombre de collisions avec la transition F, F,—+ 
— F”, I est égal au nombre de collisions avec la transition IT, 
F;T —+ IT, TT. En effet, si l’on représente ces nombres sous la for- 
me (2,1), on obtient 
w (T°, T3; F, DL) fofodldl,dl'dli = w (NT, ET; TT, PT) x 
X fohadTTaTTar Tr Tr, 
où f, est la fonction de répartition d'équilibre (fonction de réparti- 
tion de Boltzmann). Le produit des éléments de volume de phase 
dTdl,dT'dT; reste inchangé lors du renversement du temps; les 
différentielles peuvent donc être omises dans les deux membres de 
l'égalité écrite. Puis, lorsque #{ est remplacé par —t, l'énergie ne 
change pas: e& (©) = e (TT), où € (T°) est l’énergie de la molécule 
en tant que fonction des grandeurs l. Puisque la fonction de répar- 
tition d’équilibre (dans un gaz considéré comme immobile dans son 
ensemble) dépend uniquement de l'énergie, 


f(T)=const-e-em/T (2,4) 


(où 7 est la température du gaz), on a aussi fo (T) — f, (TT). Enfin, 
en vertu de la loi de conservation de l’énergie lors de la collision de 
deux molécules & + e& = &” + e;. Ceci étant, on a 


fofor = fifa (2,5) 


et l'égalité écrite plus haut se ramène à (2,3). 

Cette affirmation reste bien entendu également valable pour un 
gaz en mouvement à une vitesse macroscopique V. La fonction de 
répartition d'équilibre s'exprime dans ce cas par 


fo(T)=const-exp (—<0w) ; (2,6} 


et l'égalité (2,5) continue à être observée en vertu de la conservation 
de l'impulsion lors des collisions: p + p, = p° + p; ‘). 

On notera que l'égalité (2,5) n’est liée qu’à la forme de la répar- 
tition (2,4) ou (2,6) en tant que fonction des grandeurs l'; quant aux 
paramètres T et V, ils peuvent varier suivant le volume du gaz. 

Le principe de l’équilibre en détail peut s’énoncer aussi sous une 
forme légèrement différente. Pour cela, effectuons en plus du renver- 
sement du temps encore l'inversion, c’est-à-dire le changement de 
signe de toutes les coordonnées. Si les molécules ne présentent pas 
une symétrie suffisante, elles « passeront » par inversion en des molé- 
cules stéréo-isomères avec lesquelles elles ne peuvent pas être ame- 
nées en coïncidence par aucune rotation de la molécule dans son 


1) La formule (2,6) s'obtient à partir de (2,4) en transformant l'énergie de 
la molécule du référentiel À,, où le gaz est au repos, au référentiel A, où le gaz 
se déplace à la vitesse V: 60 (F) = e (T) — pV + mV?/2 (cf. I, (3,5)). 
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ensemble ‘). Autrement dit, dans de tels cas la transformation de 
l'inversion signifierait en fait le remplacement du gaz par un autre 
corps (stéréo-isomère) et aucune conclusion nouvelle sur les proprié- 
tés de ce gaz ne saurait être faite. Mais si la symétrie des molécules 
n'admet pas de stéréo-isomérie, le gaz reste le même dans l’inversion 
et les grandeurs qui décrivent les propriétés d'un gaz macroscopique- 
ment homogène doivent rester inchangées. 

Désignons par FTP l’ensemble des grandeurs obtenues à partir de 
T par le renversement du temps et l’inversion simultanés. L inver- 
sion change de signe tous les vecteurs ordinaires (polaires), y compris 
l'impulsion p, et laisse inchangés les vecteurs axiaux, y compris le 
vecteur moment M. C'est pourquoi, si T = (p, M), on a FTP — 
{p.—M). A côté de l'égalité (2,3) on aura aussi l'égalité ©) 


w(l", Lis TV, Diæuw(Ife, DT, DR, D). (2,7) 


Les transitions auxquelles se rapportent les fonctions w dans les 
deux membres de l'égalité (2,3) sont dites inversées dans le temps 
l'une par rapport à l’autre. Elles ne sont pas des transitions directe 
et inverse au sens littéral parce qu’elles diffèrent par les valeurs de 
F (T et IT). Mais pour un gaz monoatomique, le principe de l’équi- 
libre en détail peut être énoncé aussi en termes de transitions dire- 
ctes et inverses. Comme les grandeurs l ne sont représentées ici que 
par trois composantes de l'impulsion de l'atome, L — TTP —p 
et l’égalité (2,7) prend la forme suivante: 


w (p, P;; P, Pi) = © (p, Pi; P°, P;). (2,8) 


Nous avons ici affaire à l’« équilibre en détail » au sens littéral 
de ce mot : chaque processus de collision microscopique est contreba- 
lancé par un processus inverse. 

La fonction w satisfait encore à une relation générale qui n'a 
aucun rapport à la symétrie par rapport au renversement du temps. 
L'établissement de cette relation devient plus suggestif si on l’ef- 
fectue en termes de mécanique quantique en considérant les transi- 
tions entre des états formant une série discrète; il s’agit des 
états d'une paire de molécules se déplaçant dans un volu- 
me fini donné. On sait que les amplitudes de probabilités de 


A 
divers processus de collision forment une matrice unitaire $ (dite 


1) Rappelons que la stéréo-isomérie existe chez les molécules qui ne pré- 
sentent ni un centre de symétrie, ni des plans de symétrie. 

2?) Si parmi les grandeurs lil existe aussi des variables déterminant l’orien- 
tation rotationnelle de la molécule, elles doivent être transformées elles 
aussi lors de la transition vers TT ou TP. C'est ainsi que l'angle de précession 
d'une toupie symétrique est donné par le produit Mn, où n est la direction de 
l’axe de la molécule: cette grandeur change de signe tant dans le renversement 
du temps que dans l’inversion. 
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matrice de diffusion ou matrice S). La condition d’unitarité stipule: 


$*S — 1, ou, sous forme explicite, avec les indices matriciels (qui 
numérotent les divers états) 


À SinS nn = D: SS un = Bin. 
n n 
Notamment, pour i—#k, on a 
à ISnil?= 1. 
n 


Le carré | S,; |? détermine la probabilité de la collision avec la 
transition i—+ n1), et l'égalité écrite exprime tout simplement la 
condition de normalisation des probabilités : la somme des probabi- 
lités de toutes les transitions possibles à partir d’un état initial donné 
est égale à l’unité. Mais la condition d'’unitarité peut s'écrire 


aussi sous la forme SS$*— 1 avec un autre ordre des facteurs 
S et S*. Alors on obtient 5 SinSin — Gin et pour i = k 
n 


E ISinl2=1, 
n 


c'est-à-dire que la somme des probabilités de toutes les transitions 
possibles vers un état final donné est égale elle aussi à l'unité. En 
faisant disparaître dans les deux sommes le terme avec n = à (la 
transition sans changement d'état), on obtient 


2 ISur=2 [Sin l?- 


C'est l'égalité cherchée. En termes de fonctions w, elle s'écrit sous 
la forme 


w(L”, L& T, l)dl'ar= | w(r, Fi; I’, L')dl' dl. (2,9) 
1 1 1 1 1 


$ 3. Equation cinétique de Boltzmann 


Passons maintenant à l'établissement de l'équation fondamenta- 
le de la théorie cinétique des gaz, de l'équation déterminant la fonc- 
tion de répartition f (, r, l). 

Si les collisions des molécules pouvaient être totalement négli- 
gées, chaque molécule de gaz représenterait un sous-système fermé 


1) Lorsque les temps sont longs, le carré | S,; |? est proportionnel à t et 
donne, après la division par £, la probabilité de transition, rapportée à l'unité 
de temps (cf. IV, $ 65). Si les fonctions d'onde des particules initiales ct fina- 
les sont normalisées « à une particule dans le volume unité », cette « probabili- 
té » aura les mêmes dimensions (cm®/s) que celles de la grandeur w dl dl, dé- 
finie suivant (2,1). 


2—01298 
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et pour la fonction de répartition des molécules serait valable le 
théorème de Liouville en vertu duquel 

df 

= (3,1) 
(voir V,$ 3). La dérivée totale signifie ici la dérivation le long de la 
trajectoire de phase de la molécule déterminée par ses équations du 
mouvement. Rappelons que le théorème de Liouville est valable 
précisément pour une fonction de répartition définie comme la 
densité dans l’espace des phases (c’est-à-dire dans l’espace des va- 
riables qui sont des coordonnées et des impulsions généralisées cano- 
niquement conjuguées). Cette circonstance n'empêche certes pas que 
la fonction f elle-même puisse ensuite être exprimée au moyen de 
n'importe quelles autres variables. 

En l'absence de champ extérieur, les grandeurs l d’une molécule 

en mouvement libre restent constantes; c’est seulement ses coordon- 
nées r qui varient; dans ce cas 


df _ of 
ar = a + VV}. (3,2) 


Si le gaz est placé dans un champ extérieur U (r), par exemple, qu 
agit sur les coordonnées du centre d'inertie de la molécule (disons, 
dans un champ de gravitation), on a 


af "01. Le 
ee VV + FE (3,3) 
où F — —VU est la force exercée sur la molécule de la part du champ. 


La prise en considération des collisions trouble l'égalité (3,1); 
la fonction de répartition cesse d’être constante le long des trajec- 
toires de phase. Au lieu de (3,1) il faut écrire 


d 
où le symbole St f désigne la vitesse de variation de la fonction de 
répartition par suite des collisions: dV d''.St f est la variation du 
nombre de molécules dans le volume de phase dV dT résultant des 
collisions, rapportée à l’unité de temps. Ecrite sous la forme 


She —vvf+stf, 


l'équation (3,4) (avec df/dt donnée par (3,2)) détermine la variation 
totale de la fonction de répartition dans un point donné de l’espace 
des phases; le terme dV dl (vyf) traduit la diminution (en 1 s) 
du nombre de molécules dans l’élément donné de l’espace des phases 
due à leur mouvement libre. 

La grandeur St f est appelée intégrale des collisions et les équa- 
tions de la forme (3,4) portent le nom d'équations cinétiques. Bien 
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entendu, une équation cinétique ne prend un sens réel qu'après 
la détermination de la forme de l'intégrale des collisions. C'est à 
cette question que nous passons maintenant. 

Lorsque deux molécules entrent en collision, les valeurs de leurs 
grandeurs l subissent des variations. Aussi, toute collision subie 
par une molécule la fait sortir de l'intervalle donné dT'; on dit 
que de telles collisions sont des actes du « départ». Le nombre 
total des collisions avec les transitions F, l, —> [”, ; avec toutes 
les valeurs possibles de F,, F”, let avec l donné, se produisant en 
unité de temps dans le volume dV est égal à l'intégrale 


av ar | w(T", Ti T, L)ffhdl, dl' ar. 


I1 se produit pourtant aussi des collisions (actes d’« arrivée ») à 
la suite desquelles des molécules possédant initialement des valeurs 
des grandeurs F comprises en dehors de l'intervalle donné df, tom- 
bent dans cet intervalle. Ce sont des collisions avec les transitions 
[',[— 7, D, toujours avec toutes les valeurs possibles de T,, 
F’, I° pour un l donné. Le nombre total de telles collisions (par 
unité de temps dans le volume dV) est égal à 


dv ar \ w(r, T;; L’, l)f'f;dT,dl' ar. 
En soustrayant le nombre d’actes de départ du nombre d'actes d'ar- 
rivée, on conclut que par suite de toutes les collisions le nombre de 
molécules augmente en 1 s de 
dv ar \ (w'f'f;—wff;) dl, d[’ dr! 
où l'on a noté pour abréger 
wæ=w(l,r;lP,lD),w =w(l,T,;l1,7r). (3,5) 


On obtient ainsi l’expression suivante pour l’intégrale des colli- 
sions 


Stf= | (w'ff—wif) ar, dr" arr. (3,6) 


Au second terme de l'expression à intégrer l'intégration sur dl'al" 
ne se rapporte qu'à la fonction w; les facteurs f, f, ne dépendent 
pas de ces variables. Aussi cette partie de l’intégrale peut-elle être 
transformée à l’aide de la relation d’unitarité (2,9). Finalement 
l'intégrale des collisions prend la forme 


Stf= | w'(ff—ff)ar, ar" dr, (3,7) 
où les deux termes figurent avec le même coefficient w’ 1). 


1) La possibilité de transformer l'intégrale des collisions à l’aide de la re- 
lation (2,9) a été indiquée par £. C. G. Stückelberg (1952). 


2% 
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La forme de l'intégrale des collisions une fois établie, on peut 
écrire l'équation cinétique 


+vvie (uw (Ff—ih)ar, ar" ar. (3,8) 


Cette équation intégro-différentielle est aussi appelée équation de 
Boltzmann. Elle a été établie pour la première fois par l’auteur de 
la théorie cinétique des gaz Ludwig Boltzmann en 1872. 

La répartition statistique d'équilibre doit satisfaire identique- 
ment à l'équation cinétique. Cette condition est réellement accom- 
plie. La répartition d'équilibre est stationnaire et (en l'absence de 
champ extérieur) homogène; c’est pourquoi le premier membre de 
l'équation (3,8) s’annule identiquement. L'intégrale des collisions 
est elle aussi nulle : l'expression sous le signe d'intégration s'annule 
en vertu de l'égalité (2,5). L'équation cinétique est certes vérifiée 
aussi par une répartition d'équilibre pour un gaz dans un champ 
extérieur. Il suffit de se rappeler que le premier membre de l’équa- 
tion cinétique est la dérivée totale df/dt qui s’annule identiquement 
pour toute fonction f dépendant uniquement des intégrales du mou- 
vement ; or la répartition d'équilibre ne s'exprime qu’au moyen de 
l'intégrale du mouvement, de l'énergie totale de la molécule € (T). 

Lors de la déduction de l'équation cinétique les collisions des 
molécules ont été considérées en fait comme des actes instantanés 
se produisant en un seul point de l’espace. [1 est donc clair que l’équa- 
tion cinétique permet en principe de ne suivre les variations de la 
fonction de répartition que pendant des intervalles de temps qui 
sont grands par rapport à la durée des collisions et à des distances qui 
sont grandes devant les dimensions de la région de collision. Ces 
dernières sont de l’ordre du rayon d'action d des forces moléculaires 
(pour les molécules neutres ce rayon coïncide avec leurs dimensions) ; 
quant à la durée de collision, elle est de l’ordre de la quantité d/v. 
Ce sont ces valeurs qui déterminent la limite inférieure des distan- 
ces et des durées dont la considération est admise par les équations 
cinétiques (nous reviendrons encore au $ 16 sur l’origine de ces limi- 
tations). Mais en fait une description si détaillée du comportement 
du système n'est pas nécessaire (et d’ailleurs possible); elle de- 
manderait en particulier la donnée des conditions initiales (de la 
distribution spatiale des molécules du gaz) avec la même précision, 
ce qui est pratiquement irréalisable. Dans les questions physiques 
réelles il existe des paramètres caractéristiques de longueur L et de 
temps T imposés au système dans l’énoncé du problème (les longueurs 
caractéristiques des gradients des grandeurs macroscopiques du gaz, les 
longueurs d'onde et les périodes des ondes sonores qui s’y propagent, 
etc.). Dans de tels problèmes il suffit de suivre le comportement 
du système à des distances et pendant des temps dont les valeurs 
sont petites devant celles de L et de T. En d’autres termes, seuls les 
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éléments de volume et de temps physiquement infiniment petits 
doivent être petits par comparaison à L et T. Les hypothèses initia- 
les du problème sont données en valeurs moyennées sur de tels élé- 
ments. 

Pour le gaz monoatomique, les grandeurs l se réduisent à trois 
composantes de l’impulsion p de l’atome et, suivant (2,8), la fonc- 
tion w’ peut être remplacée dans l'intégrale des collisions par la 
fonction w = w (p', p;; p, P1). Puis, en exprimant cette fonction 
moyennant la section efficace différentielle de collision do suivant 
la relation wd%p'®p; = vre dO (où Ur — | V — V1; voir (2,2)), 
on obtient 


Stf= | wa (ffi— ff) do dpi. (3,9) 


La fonction w et avec elle la section efficace do définie par (2,2) 
font intervenir des facteurs contenant la fonction delta qui expri- 
ment les lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie en vertu 
desquelles les variables p,, p', p; (p étant donnée) ne sont pas en 
fait indépendantes. Mais après avoir exprimé l'intégrale des colli- 
sions sous la forme (3,9), on peut considérer que ces fonctions & se 
trouvent déjà éliminées par des intégrations correspondantes; do 
sera alors une section efficace de diffusion ordinaire qui ne dépend 
(pour vr donnée) que de l’angle de diffusion. 

Pour une étude qualitative des phénomènes cinétiques dans le 
gaz on se sert d'une évaluation grossière de l'intégrale des collisions 
à l’aide de la notion de libre parcours moyen L qui est une certaine 
distance moyenne parcourue par la molécule entre deux collisions 
successives 1). Cette quantité n’a certes qu’un caractère qualitatif; 
sa définition elle-même dépend du phénomène cinétique dans le 
gaz qu'on considère. 

Le libre parcours moyen peut être exprimé en fonction de la sec- 
tion efficace de collision © et de la densité de nombre N de molé- 
cules dans le gaz. Supposons qu’en se déplaçant la molécule a parcou- 
ru une distance de 1 cm; sur ce parcours elle est entrée en collision 
avec des molécules contenues dans le volume © (le volume d’un cy- 
lindre dont l’aire de la section droite est © et la longueur est égale 
à 1 cm); le nombre de molécules contenues dans ce volume est égal 
à oN. Il est donc clair que 


L = A/No. (3,10) 


La section efficace de collision o = d° où d sont les dimensions 
moléculaires. En écrivant de même N = r-3, où r est la distance 


1) Cette notion a été introduite pour la première fois par R. Clausius (1858). 
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moyenne entre les molécules, on trouve 
-/r)\2 r \3 
r() =2(5). (8,11) 


Puisque dans le gaz r > d, le libre parcours moyen L > r. 


Le rapport t — l/v est appelé temps de libre parcours moyen. 
Pour une évaluation grossière de l'intégrale des collisions on peut 
poser 


Sp he + (fn. (3,12) 


En écrivant au numérateur la différence f — f, nous avons par là 
même tenu compte du fait que pour une fonction de répartition d’équi- 
libre l'intégrale des collisions s’annule. Le signe « — » de l’expres- 
sion (3,12) exprime le fait que les collisions constituent le mécanisme 
d'établissement de l'équilibre statistique, c’est-à-dire qu'elles ten- 
dent à diminuer l’écart qu’une fonction de répartition présente par 
rapport à la fonction de répartition d'équilibre. En ce sens la gran- 
deur + joue le rôle du temps de relaxation pour l'établissement de 
l'équilibre dans chaque élément de volume du gaz. 


$ 4. Théorème H 


Un gaz abandonné à lui-même tend, comme tout système macros- 
copique fermé, à passer à l’état d'équilibre. Cela signifie que l’évo- 
lution d’une fonction de répartition hors d'équilibre suivant l’équa- 
tion cinétique doit être accompagnée d’une croissance de l’entropie 
du gaz. Montrons qu'il en est réellement ainsi. 

On sait que l’entropie d’un gaz parfait à l’état macroscopique 
hors d’équilibre décrit par une fonction de répartition f est égale à 


S= {| fin <av ar (41) 


(voir V, $ 40). La dérivation de cette expression par rapport au 
temps donne 


F=|H(riné)avar-- (in avar. (4,2) 


Vu que l'équilibre statistique dans le gaz s’établit par collisions 
des molécules, la croissance de l’entropie doit être liée précisément 
à la partie collisionnelle de la variation de la fonction derépartition. 
Pour ce qui est de la variation de cette fonction liée au mouvement 
libre des molécules, elle ne peut pas faire varier l’entropie du gaz. 
En effet, cette partie de la variation de la fonction de répartition 
est donnée (pour un gaz dans un champ extérieur U (r)) par les deux 
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premiers termes au second membre de l'équation 
= —YVi- TL +Ses. 
Leur contribution à la dérivée dS/dt est 
—{umf[-vS£-r laver 
= \ [v ++ FT (fint) avar. 


Mais l'intégrale sur dV du terme contenant la dérivée 6/ôr se trans- 
forme en vertu du théorème de Gauss en intégrale de surface; lors 
de l'intégration sur tout le volume du gaz elle s’annule parce qu’en 
dehors du volume occupé par le gaz f — 0. D’une manière analogue, 
le terme contenant la dérivée 4d/0p se transforme, lors de l'intégra- 
tion sur d‘p, en intégrale sur une surface infiniment éloignée dans 
l'espace des impulsions et s'annule elle aussi. 

Ainsi, pour la variation de l’entropie il reste 


=". \ In f-St f dl dv. (4,3) 


Cette intégrale peut être transformée à l’aide d’un procédé que 
nous énoncerons (ayant en vue ses applications ultérieures) sous la 
forme générale pour l'intégrale 


oastrar, 


où æ (T) est toute fonction des grandeurs l. En représentant l'in- : 
tégrale des collisions sous la forme (3,6), on obtient 


\ (D) Stf ar = | qu(T, Ti LT) far — 
— | quw([, T; r, ,) ff: d‘T, 


où on a noté pour abréger d‘l = dT df',dl'dl,. Vu que l'intégration 
s'effectue ici sur toutes les variables F, l,, [”, l;, on peut, sans 
modifier l'intégrale, effectuer tout changement de désignation des 
variables. En permutant les notations F, F, et l”, l; et inversement 
dans la seconde intégrale, on obtient 


\ p(T)st jar = | (p—g)w(r, Ty L”, Dff er. 
En permutant maintenant F, l’<-F,, l, en prenant une demi-somme 


des intégrales ainsi obtenues et en tenant compte de la symétrie 
évidente de la fonction w par rapport à deux particules en collision, 
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on obtient la formule de transformation 
1 [2 , (#14 1 
lemsisar= | (o+u-v-mufnar. (44 


Notamment l'intégrale \St f dl — 0; en représentant ici St f 
sous la forme (3,7), on obtient 


| stsar= (uw (ff fr) Tr =0. (4,5) 


Appliquée à l'intégrale (4,3), la formule (4,4) donne 


= \ w'f'f; in I ar av = À \ w'ff,z In x él 4V, 


où on a noté x = f'f;/ff,. En retranchant de cette expression la 
moitié de l'intégrale (4,5) égale à zéro, récrivons-la sous la forme 


+ \ w'ff(zinz—zx+ 1) diT dv. (4,6) 
La fonction entre parenthèses sous le signe d'intégration est non 
négative pour tous les x >> 0: elle est nulle pour x = 1 et croît de 
part et d'autre de ce point. Par définition, les facteurs w’, f, fi 
intervenant sous le signe d'intégration sont eux aussi positifs. Ainsi 
nous sommes conduits au résultat cherché 
d LÀ 
#0 (4,7) 
qui exprime la loi de croissance de l’entropie (le signe d'égalité se 
rapporte à l’état d'équilibre) !). 

On notera qu’en vertu de la non-négativité de l'expression sous 
le signe d'intégration dans (4,6) (et par là même dans (4,3)) non seu- 
lement toute l'intégrale (4,3) sur dl'dV est positive mais aussi l’in- 
tégrale sur dT seulement. En d’autres termes, les collisions ont pour 
effet la croissance de l’entropie dans chaque élément de volume du 
gaz. Cela ne signifie certes pas que l’entropie croît en général dans 
chaque élément de volume parce qu’elle peut être transportée d’une 
région dans l’autre grâce au mouvement libre des molécules. 


$ 5. Passage aux équations macroscopiques 


L’équation cinétique de Boltzmann donne une description mi- 
croscopique de l’évolution de l’état d’un gaz. Montrons comment on 
passe de l'équation cinétique aux équations ordinaires de la méca- 


1) La démonstration de la loi de croissance de l'entropie à l'aide de l'équa- 
tion cinétique a été donnée par Boltzmann et a constitué la première justification 
microscopique de cette loi. Appliquée aux gaz, cette loi est souvent appelée 
ne H (d’après le symbole H utilisé par Boltzmann pour la désignation de 

’entropie). 
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nique des fluides qui fournissent une description macroscopique, 
moins détaillée, de cette évolution. Une telle description est appli- 
cable dans les conditions où les propriétés macroscopiques du gaz 
(ses température, densité, vitesse, etc.) varient d'une manière suf- 
fisamment lente le long de son volume: les distances L sur lesquelles 
ces propriétés subissent une variation substantielle doivent être- 
grandes par rapport au libre parcours moyen ! des molécules. 
Nous avons déjà indiqué que l'intégrale 


N (+, n= | ft, r, T)dr (5,1). 


traduit la densité de répartition des molécules de gaz dans l’espace; 
le produit p — mN est respectivement la masse volumique du gaz. 
Nous désignerons la vitesse du mouvement macroscopique du gaz 
par V (à la différence des vitesses microscopiques des molécules, 
notées par v); elle est définie comme une moyenne 


1 E + 
V=v=— \ vi dr. (5,2): 


Les collisions ne font varier ni le nombre de particules qui s'en- 
trechoquent, ni les valeurs totales de leur énergie et de leur impul- 
sion. Il est donc clair que la partie collisionnelle de la variation de 
la fonction de répartition ne peut pas conduire non plus à la varia- 
tion des grandeurs macroscopiques dans chaque élément de volume 
du gaz: de ses densité, énergie interne et vitesse macroscopique V. 
En effet, les parties collisionnelles de la variation du nombre total, 
de l'énergie totale et de l’impulsion totale des molécules contenues. 
dans l’unité de volume de gaz sont données par les intégrales égales. 
à zéro 


[istrar=0, (estfiar=0, (pstjdr=0i (5,3) 


Il est aisé de s'assurer de ces égalités en appliquant aux intégrales. 
la transformation (4,4) avec @ = 1, e ou p respectivement (la pre- 
mière intégrale s’annule identiquement tandis que la deuxième et 
la troisième le font en vertu de la conservation de l'énergie et de- 
l'impulsion lors des collisions). 

Ecrivons maintenant l'équation cinétique 


+ Caf)=Sti (5,4) 


et intégrons-la sur dl' après avoir multiplié au préalable par m, 
ps ou e. Dans tous les trois cas, le second membre de l'équation 
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s'annule et on obtient les équations suivantes 


2 + divpV=0, (5,5) 
- an 
27 Va + ge = 0, (5,6) 
2 Ne + diva =0. (5,7) 


La première est une équation de continuité ordinaire de la mécani- 
-que des fluides exprimant la conservation de la masse du gaz. La 
deuxième équation exprime la conservation de l’impulsion ; le ten- 
-seur IL £ est défini par 


ls = \ mvavef dT (5,8) 


-et représente un tenseur de densité de flux d’impulsion: sa compo- 
:sante IT, $ est une composante & de l'impulsion transportée par les 
molécules en 1 s par unité de surface perpendiculaire à l’axe xs. 
Enfin, l'équation (5,7) exprime la conservation de l'énergie; fe 
“vecteur q est défini par 


q= \ evf ar (5,9) 


-et représente la densité de flux d'énergie dans le gaz. 

Pour pouvoir ramener les équations (5,6) et (5,7) à la forme que 
présentent les équations ordinaires de la mécanique des fluides, il 
‘faut encore exprimer IL.£8 et q en fonction des grandeurs macroscopi- 
ques. Nous avons déjà mentionné qu’une description macroscopique 
du gaz suppose que les gradients de ses caractéristiques macroscopi- 
ques soient suffisamment petits. Dans ces conditions on peut consi- 
dérer en première approximation que l'équilibre thermique arrive 
à s'établir dans chaque région distincte du gaz, alors que le gaz con- 
sidéré dans son ensemble est hors d'équilibre. Autrement dit, la 
fonction de répartition f est supposée dans chaque élément de volu- 
me comme celle d'équilibre local coïncidant avec la fonction d’équi- 
libre f, ayant les mêmes densité, température et vitesse macroscopi- 
que que celles caractérisant l'élément donné. Une telle approxima- 
tion signifie que tous les processus dissipatifs dans le gaz — la 
viscosité et la conductibilité thermique — sont négligés. Il est 
naturel que les équations (5,6) et (5,7) se réduisent dans ce cas aux 
équations de la mécanique du liquide parfait. Montrons qu'il est 
facile d'en faire la preuve. 

La répartition d'équilibre dans une tranche de gaz se déplaçant 
<omme un tout avec la vitesse V ne diffère de la répartition d'équi- 
libre dans un gaz immobile que par la transformation de Galilée; 
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en passant au référentiel X’ qui se déplace avec le gaz, on obtient la 
répartition de Boltzmann ordinaire. Les vitesses v’ des molécules 
dans ce référentiel sont liées à leurs vitesses dans le référentiel de 
départ X par la relation v = v’ + V. Ecrivons 


Des = MN (vavg ) = MN (Va + ve)(Vs + 0) = 
= MN (VoVg + (vavs)); 


les termes Vs et Vu, s’annulent lors du calcul de la moyenne sur 
les directions de v’ puisque toutes les directions de la vitesse de la 
molécule dans le référentiel X° sont équiprobables. Pour cette même 
raison 


(av$) = + (0°?) Bu: (5,10) 


tandis que la moyenne du carré de la vitesse thermique (v'?) = 
—= 3T/m, où T est la température du gaz. Enfin, en remarquant que 
NT est la pression P du gaz, on obtient 


Ile = PVaVs+ ÔcsP (5,11) 


c’est-à-dire l'expression connue pour le tenseur de flux d’impulsion 
dans un liquide parfait ; l'équation (5,6) avec ce tenseur est équiva- 
lente à l'équation d'Euler hydrodynamique (voir VI, $ 7). 

Pour transformer l'intégrale (5,9), remarquons que l'énergie & 
de la molécule dans le référentiel Æ est liée à son énergie e’ dans le 
référentiel K° par la relation 


ee +mVv’ ++ mVe. 


En portant cette expression et v — v’ + V dans q = Nev, on 
obtient 


amv sn mar]ev (M4 P4 ne) 


(en prenant la moyenne du produit v” (Vv°), on a utilisé la relation 
(5,10)). Mais NE est l'énergie interne thermodynamique du gaz 
rapportée à l'unité de volume; quant à la somme Ne + P, elle 
exprime la fonction thermique W de la même quantité de gaz. Ainsi 


a=v(E+w). ES 


ce qui est en accord avec l'expression connue pour le flux d'énergie 
dans la mécanique du liquide parfait (voir VI, $ 6). 

Enfin, arrêtons-nous à la loi de conservation du moment cinéti- 
que dans l'équation cinétique. La loi rigoureuse de conservation ne 
doit être observée que pour le moment total du gaz qui vaut la somme 


28 THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ ICH. I 


du moment orbital des molécules en mouvement de translation et de 
leurs moments de rotation propres M; la densité de moment total 
est donnée par la somme de deux intégrales 


('imisar+( Mar. (5,13) 


Mais l’ordre de grandeur de ces deux termes est différent. Le moment 
orbital du mouvement relatif de deux molécules se trouvant à une 
distance moyenne r l’une de l’autre est de l’ordre de grandeur de la 
quantité mur; quant au moment propre de la molécule, il est M — 
= mvd, c'est-à-dire petit devant le moment orbital (puisque tou- 
jours d<€ r). 

Il est donc naturel que l’équation cinétique de Boltzmann corres- 
pondant à la première approximation non nulle par rapport à la 
petite quantité d/r ne peut pas tenir compte des petites variations 
du moment orbital liées à l’échange entre les deux parties constitu- 
tives du moment total (5,13). Il s'ensuit que l’équation de Boltz- 
mann conserve le moment orbital total du gaz: de l'égalité 


p St dl = 0, qui exprime la conservation de l'impulsion, il 
résulte automatiquement que 


(pistsar=fr(pstsar ]=0. (5,14) 


Cette propriété est évidente: étant donné que dans l’équation de 
Boltzmann les collisions sont considérées comme se produisant en un 
point, la conservation de la somme des impulsions des molécules 
s’entrechoquant dans le gaz implique la conservation de la somme des 
moments orbitaux de ces molécules. Pour obtenir une équation qui 
décrit la variation du moment orbital, il faudrait tenir compte des 


termes d'ordre suivant en d/r liés au fait qu’à l’instant de collision 
les molécules se situent à une distance finie l’une de l’autre. 

Toutefois, le processus lui-même d’échange de moment entre les 
degrés de liberté de translation et de rotation peut en même temps 
être décrit dans le cadre de l'équation de Boltzmann par une relation 
de la forme 


= \ MStfdT, (5,15) 


où M est la densité de moment de rotation intrinsèque des molécules. 
Comme la somme des moments intrinsèques des molécules entrant 
en collision ne doit obligatoirement se conserver, l'intégrale au 
second membre de (5,15) est en général non nulle et détermine la 
vitesse de variation de la grandeur M. Si on a réalisé dans le gaz une 
densité de moment non nulle, par un procédé artificiel, sa relaxation 
ultérieure sera déterminée par l'équation (5,15). 
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$ 6. Equation cinétique 
pour un gaz faiblement inhomogène 


Pour pouvoir envisager les processus dissipatifs (la conductibili- 
té thermique et la viscosité) dans un gaz faiblement inhomogène, 
il faut utiliser l’approximation d'ordre suivant (après celui considéré 
au paragraphe précédent). Au lieu de considérer que dans chaque 
tranche de gaz la fonction de répartition coïncide avec la fonction 
d'équilibre local f,, tenons maintenant compte de la petite diffé- 
rence qui existe entre f et f,, c'est-à-dire écrivons f sous la forme 


f= io 8f, 8f= x (T)=+ jt, (6,1) 


où 6f est une petite correction (ôf & fo). Il y a intérêt à représenter 
cette dernière sous la forme écrite ici en mettant en facteur — ôfo/ôe; 
pour larépartition de Boltzmann cette dérivée ne diffère de la fonc- 
tion f, elle-même que par le facteur 1/7. La correction ôf doit en 
principe être déterminée par la résolution de l'équation cinétique 
linéarisée par rapport à elle !). 

En plus de l'équation cinétique elle-même, la fonction % doit 
satisfaire encore à des conditions supplémentaires bien déterminées. 
Le fait est que f, est une fonction de répartition d'équilibre répondant 
aux valeurs données dans un élément de volume considéré de la den- 
sité de nombre de particules, de l'énergie et de l'impulsion du gaz, 
c’est-à-dire aux valeurs données des intégrales 


(ar, leñar, | pHar. (6,2 


La fonction de répartition hors d'équilibre (6,1) doit conduire aux 
mêmes valeurs de ces grandeurs, c’est-à-dire que les intégrales avec f 
et f, doivent être identiques. Cela signifie, en d’autres termes, que 
la fonction % doit satisfaire aux conditions 


\ fox dr =0, \ foXe dl —0, \ ftp dl =0. (6,3) 


Soulignons que dans un gaz hors d'équilibre la notion même de 
température ne devient déterminée que si l’on attribue des valeurs 
déterminées aux intégrales (6,2). Cette notion n'a un caractère 
inconditionnel que pour un gaz tout entier à l’état d'équilibre total; 
quant à la détermination de la température dans un gaz hors d'équi- 
libre, elle exige une condition supplémentaire qui est représentée 
précisément par la donnée des valeurs indiquées. 

Commençons par transformer l'intégrale des collisions intervenant 
dans l'équation cinétique (3,8). Si l'on introduit dans cette intégrale 
des fonctions sous la forme (6,1), les termes qui ne contiennent pas 


1) Une telle méthode de résolution de l'équation cinétique appartient à 
D. Enskog (1917). 
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la petite correction x se réduisent entre eux parce que la fonction de 
répartition annule l'intégrale des collisions. Les termes du premier 
ordre donnent 


st I(X), (6,4} 
où I (4) désigne l'opérateur intégral linéaire 
I(X)= \ af (+ Xi —X—X,) dT, dT’ dr’. (6,5} 


On a utilisé ici l'égalité fofor = ff; le facteur f, peut sortir de 
l'intégrale puisque l'intégration sur dT ne s'effectue pas. 

On notera que l'intégrale (6,5) s’annule identiquement pour les 
fonctions 


x = const, x = const-e, 4 — pôvV (6,6} 


(où ôV est un vecteur constant); l'annulation pour la deuxième et 
la troisième de ces fonctions est liée à la conservation de l'énergie 
et de l'impulsion dans chaque collision. Etant indépendantes du 
temps et des coordonnées, les fonctions (6,6) satisfont donc à l’équa- 
tion cinétique toute entière. 

Ces solutions ont une origine simple. L'équation cinétique est 
identiquement vérifiée par la fonction de répartition d'équilibre avec 
toute valeur (constante) de la densité de particules et de la tempéra- 
ture. Elle est donc automatiquement vérifiée aussi par la petite 
correction 


of= dh &N — RL ôN 


qui apparaît lorsque la densité subit une variation de ôW; il en 
résulte la première des solutions (6,6). D'une manière analogue, 
l'équation cinétique est satisfaite par la correction 


ôf=e 67 


qui apparaît par suite de la variation de la température T d’une 
petite quantité constante ÔT. Quant à la dérivée 9f,/6T, elle est 
constituée par un terme de la forme const-f, (dû à la dérivation du 
facteur de normalisation dans f,) et un terme proportionnel à efo; 
il en résulte la deuxième des solutions (6,6). Pour ce qui est de la 
troisième de ces solutions, elle apparaît comme l'expression du prin- 
cipe de la relativité de Galilée : la fonction de répartition d'équilibre 
doit satisfaire à l'équation cinétique aussi après le passage à tout 
autre référentiel d’inertie. Lorsqu'on passe à un référentiel se dépla- 
çant par rapport au référentiel initial avec une petite vitesse cons- 
tante ÔV, les vitesses v des molécules dans l'argument de la fonc- 
tion f, sont remplacées par v + ôV, de sorte que la fonction de ré- 
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partition acquiert un accroissement 
= Jo sy = — 
ôf = + ôV = T pôV, 


à quoi correspond la troisième des solutions (6,6). Les solutions: 
« parasites » (6,6) sont exclues par les trois conditions (6,3) imposées. 

La transformation du premier membre de l’équation cinétique- 
sera effectuée directement sous une forme générale qui concerne- 
aussi bien le problème de la conductibilité thermique que le problè- 
me de la viscosité. Autrement dit, on admet l’existence des gradients 
de toutes les caractéristiques macroscopiques du gaz y compris de 
sa vitesse macroscopique V. 

Dans un gaz au repos (V — 0), la fonction de répartition d’équi- 
libre est la répartition de Boltzmann que nous écrirons sous la forme 


f=exp(# D), (6,7 


où L est le potentiel chimique du gaz. Quant à la répartition dans un 
gaz en mouvement, elle ne diffère de la répartition (6,7) que par la 
transformation galiléenne de la vitesse (comme il a été indiqué 
au $ 5). Pour pouvoir écrire cette fonction sous la forme explicite, 
séparons de l'énergie totale e (T°) de la molécule l'énergie cinétique 
de son mouvement de translation 


2 
e(T)= TS + Ent, (6,8) 


où l'énergie interne Ent contient l'énergie de rotation de la molé- 
cule et l'énergie vibrationnelle. En remplaçant v par v — V,on 
obtient la répartition de Boltzmann dans un gaz en mouvement: 

et ) (6,9) 


fo= exp (H 2). 


SAP ( OT 


Dans un gaz faiblement inhomogène, la fonction f, dépend des 
coordonnées et du temps et cette dépendance s'exprime par l’inter- 
médiaire des caractéristiques macroscopiques variant le long du gaz 
(et avec le temps), à savoir de la vitesse V, de la température T et de 
la pression P (et, avec elles, de u). Les gradients de ces grandeurs 
étant supposés petits, il suffit de poser (dans l'approximation con- 
sidérée) f, au lieu de f au premier membre de l'équation cinétique. 

Les calculs peuvent être quelque peu simplifiés si l’on tient comp- 
te de l’indépendance évidente des coefficients cinétiques, qui nous 
intéressent en dernier ressort, envers la vitesse V. Aussi est-il suf- 
fisant de ne considérer qu’un seul point quelconque dans le gaz et de 
choisir comme tel un point où la vitesse V (mais non, certes, ses déri- 
vées) est nulle. 
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En dérivant l'expression (6,9) par rapport au temps et en posant 
ensuite V — 0, on obtient 


Def (2), —EED T4 (2), me à 


ar 2T 2P Jr ar TN: 
Suivant les formules bien connues de la thermodynamique on a 
ou — om \ 1 
(3r),= di (Sr): p=w—Ts, 


où w, s et 1/N sont respectivement la fonction thermique, l'entropie 
et le volume rapportés à une particule de gaz. Aussi, 


. 


T ôfo _ e(T)—w ôT , 1 6P av . 

HO D Nate ou (6519) 
On trouve de même 

NVh= De. vVT + + vVP + mue vpV apr (6,11) 


où, pour abréger, on a noté 


1 [Va , V8 | 
+ | Fe hs Pau = div V; (6,12) 


et on a effectué au dernier terme de (6,11) un remplacement identi- 
que 


Vos = 


V8 
Val re = Va vpV'as- 

Le premier membre de l'équation cinétique s'obtient en addition- 
nant les expressions (6,10) et (6,11). Dans ce cas toutes les dérivées 
par rapport au temps des grandeurs macroscopiques peuvent être 
exprimées au moyen de leurs gradients spatiaux suivant les équations 
hydrodynamiques du milieu parfait (c'est-à-dire non visqueux et 
non conducteur de chaleur); la prise en considération des termes 
dissipatifs aurait conduit ici à des quantités d'ordre supérieur de 
petitesse. Au point où V — 0 l'équation d’'Euler donne 

ôoY 1 


1 
ar — SVP — 7x VP. (6,13) 


Au même point, on tire de l'équation de continuité AN/oôt — 
—N div V ou 

14 ON 1 oP 1 à : 

No po To dVV (6,14) 
(on a utilisé l'équation d'état d’un gaz parfait N — P/T). Enfin, 
l'équation de conservation de l’entropie, ôs/ôt + VVs — 0 donne 
8s/ôt = 0 ou 


Ta pa 0 (6,15) 


$ 6] ÉQUATION POUR UN GAZ FAIBLEMENT INHOMOGENE 33 


où on a utilisé les formules thermodynamiques 


+) nus (+) ah 
( ÔT Jp TT * PT P 
(c, étant la chaleur spécifique rapportée elle aussi à une molécule); 


la deuxième de ces formules se rapporte au gaz parfait. Des égalités 
(6,14) et (6,15) on trouve 


door, LP 4 pau 
Ta — 7 div V, PA — ra div Y (6,16) 
(on a tenu compte de ce que pour un gaz parfait c) — © = 1). 
Un simple calcul conduit maintenant au résultat suivant 


ôfo ! = 
7 TYVh= 


e(T)—w 


w—Tc,—e(r) 
T 


nn 
T Ce 


VVT = mot Van + div V}. (6,17) 
Soulignons que jusqu'ici aucune supposition spécifique n’a été faite 
sur le caractère de la dépendance des grandeurs thermodynamiques 
vis-à-vis de la température ; on n’a utilisé que l’équation d'état géné- 
rale du gaz parfait. Mais pour un gaz à rotation classique des molé- 
cules et à oscillations non excitées, la chaleur spécifique ne dépend 
pas de la température et la fonction thermique a pour expression !) 


w = CPT. (6,18) 


Alors le dernier terme de (6,17) est simplifié; en égalant (6,17) et 
(6,4). on obtient finalement l'équation cinétique sous la forme sui- 
vante: d 


e(T)—c,T 
——5—<— vVVT + [mrars — Ôcp 


e 


D |ru=r(D. (6,19) 
Au cours de deux paragraphes qui suivent cette équation sera discu- 
tée plus en détail relativement aux problèmes de la conductibilité 
thermique et de la viscosité. 

Rappelons que de la loi de croissance de l'entropie il s'ensuit 
déjà que le gradient de pression ne conduit pas (en l’absence de gra- 
dients de température et de vitesse) à l'apparition de processus dissi- 
patifs (cf. VI, $ 49). Dans l'équation cinétique ceci est automati- 
quement satisfait et se manifeste par la disparition du gradient de 
pression au premier membre de l'équation (6,19). 


1) On suppose que l'énergie € ([') de la molécule est comptée à partir de 
sa valeur minimale; aussi la constante additive indépendante de la tempéra- 
ture est-elle également omise dans l'expression de la fonction thermique w. 


3—-01298 
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$ 7. Conductibilité thermique du gaz 


Pour calculer le coefficient de conductibilité thermique du gaz 

il faut résoudre l'équation cinétique avec le gradient de tempéra- 

ture. En ne gardant au premier membre de (6,19) que le premier ter- 
me, on à 

e(T)—cpT 


F vVT=I(L). (7,1) 
Une solution de cette équation est à chercher sous la forme 
4 = gVT, (7,2) 


où le vecteur g n’est fonction que des grandeurs l. En effet, si l’on 
porte cette solution dans (7,1), on obtient le facteur VT aux deux 
membres de l'égalité. Comme l'équation doit être vérifiée quelles 
que soient les valeurs du vecteur VT, les coefficients de VT aux deux 
membres de l'égalité doivent être égaux, ce qui permet d’écrire 
pour g l'équation suivante: 


e(T)—cpT 
» T 


qui ne contient plus VT (et donc ne dépend pas sous forme explicite 
des coordonnées). 

La fonction % doit encore satisfaire aux conditions (6,3). Avec 
la fonction + sous la forme (7,2) les deux premières de ces conditions 
sont automatiquement satisfaites: cela résulte visiblement de ce 
que l'équation (7,3) ne contient aucun paramètre vectoriel le 
long duquel puissent être dirigés les vecteurs constants: les in- 


tégrales Î fogar et | foegdT. Quant à la troisième condition, elle 


impose à la solution de l’équation (7,3) une condition supplémen- 
taire 


=T(g), (7,3) 


2 


\ fovg dr = 0. (7.4) 


Si l'équation cinétique est résolue et la fonction 4 est connue. le 
coefficient de conductibilité thermique peut être déterminé en cal- 
culant le flux d'énergie ou, plus exactement, sa partie dissipative 
non liée à la transmission d’énergie par une simple convection (nous 
désignerons cette partie de flux d'énergie par q’). Mais lorsque dans 
le gaz il n’y a pas de mouvement macroscopique, q’ coïncide avec 
le flux total d'énergie q donné par l'intégrale (5,9). Pour f — fo, 
cette intégrale disparaît identiquement par suite de l'intégration 
sur les directions de v. Aussi, lorsqu'on introduit ÿ donnée par (6,1), 
ne reste-t-il que 


qd=+ \ vite dl =+ \ fev (gVT) dr, 
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ou, en composantes, 
ôT 1 s = 
La — Hahn TT \ foE tags AT. (7,5) 
Puisqu’à l’état d'équilibre le gaz est isotrope, il ne peut comporter 
aucune direction privilégiée, de sorte que le tenseur x,8 peut être 
exprimé au moyen du seul tenseur unité ô,$, c’est-à-dire se réduit 
à un scalaire: 
Has = Xdatr X = Xaa/3- 
Ainsi, le flux d'énergie est ; 


q = —XVT, (7,6) 
où le coefficient de conductibilité thermique scalaire a pour expression 


X= | fevgdr. (7,7) 


La positivité de cette grandeur (le flux q doit être dirigé dans le sens 
opposé au gradient de température) est automatiquement assurée 
par l'équation cinétique (voir $ 9). 

Dans les gaz monoatomiques, la vitesse v est le seul vecteur dont 


dépend la fonction g; il est donc clair que cette fonction est de la 
forme 


g= + (v). (7,8) 


Dans les gaz polyatomiques, la fonction g dépend déjà de deux 
vecteurs : de la vitesse v et du moment M. Si la symétrie des molé- 
cules n’admet pas l'existence de stéréo-isomérie, l'intégrale des 
collisions et, avec elle, l’équation (7,3) sont invariantes par inver- 
sion ; la solution x de cette équation doit elle aussi présenter une 
telle invariance. En d’autres termes, x; = gVT est un scalaire vrai 
et comme le gradient VT est un vecteur vrai, il en est de mêmede 
la fonction g. C'est ainsi par exemple que pour un gaz diatomique 
dans lequel toutes les grandeurs l sont représentées par les vecteurs 
v et M, la fonction g (T') est de la forme 


g = va + M (vM) g: + [vM] 8, (7,9) 


OÙ gi, £», £3 Sont des fonctions scalaires des arguments scalaires 
v°, M°, (vM}'; c'est la forme la plus générale d’un vecteur vrai qui 
puisse être construit avec le vecteur vrai v et le pseudo-vecteur M1). 

Si la substance considérée est un stéréo-isomère, l’invariance par 
inversion n'existe pas: comme il a déjà été dit au $ 2, dans ce cas 
l'inversion « transforme » le gaz en fait en une autre substance. 


1) Les solutions de l'équation de Boltzmann pour un gaz à molécules tour- 


nantes ont été examinées pour la première fois par Y. A. Kagan et A. M. Afa- 
nassiev (1961). 


3* 
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Par conséquent, la fonction 4 peut contenir aussi des termes pseudo- 
scalaires, et donc la fonction g est constituée par des termes pseudo- 
vectoriels (par exemple de la forme g,M). 

La condition d'applicabilité de la méthode de résolution de 
l'équation cinétique (basée sur la supposition que f est proche de 
fo) que nous venons d’exposer peut être établie en évaluant l’inté- 
grale des collisions d’après (3,12). L'énergie moyenne de la molécule 
e — T, de sorte que l'évaluation des deux membres de l'équation 
(7,3) donne v — g/t = gv/l, d'où g =1. La condition %/T = 
— gl VT [/T 1 (équivalente à l'exigence de 6f € fo) signifie donc 
que les distances L sur lesquelles la température subit une variation 
appréciable (| VT | — T/L) doivent être grandes devant L. Autre- 
ment dit, la fonction de la forme (6,1) représente les premiers termes 
du développement de la solution de l'équation cinétique en puissan- 
ces du petit rapport l/L. 

L'évaluation de l'intégrale (7,7) avec g — L conduit à la formule 


x = cNb, (7,10) 


où c est la chaleur spécifique du gaz rapportée à une molécule. C'est 
une formule élémentaire connue en théorie cinétique des gaz (cf. 
note 2 au bas de la page 55). En y posant ! = 1/No,c = 1 et v — 


eV Tim, on a 
NE | EU (7,11) 


g: m 


Dans cette évaluation la section efficace © se rapporte à la vitesse 
thermique moyenne de la molécule et en ce sens est une fonction de 
la température. Dans le cas général, lorsque la vitesse augmente, la 
section efficace diminue; par conséquent, la section efficace © sera 
une fonction décroissante de la température. Si les températures ne 
sont pas trop basses, les molécules de gaz se comportent, d’un point 
de vue qualitatif, comme des particules solides élastiques qui n’in- 
teragissent les unes avec les autres que lors des collisions directes. 
A un tel caractère de l'interaction correspond une section efficace 
faiblement dépendante de la vitesse (et donc de la température). 
Dans ces conditions la valeur de x est sensiblement proportionnelle 
à VT. | 

Pour une température donnée, le coefficient de conductibilité 
thermique ne dépend pas, comme le montre (7,11), de la densité 
du gaz ou, ce qui revient au même, de sa pression. Soulignons que 
cette propriété importante n'est pas liée aux hypothèses adoptées 
pour l'évaluation de l'intégrale des collisions et que dans le cadre 
de l'équation cinétique de Boltzmann elle est exacte. Elle apparaît 
comme une conséquence de ce que cette équation ne tient compte que 
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des collisions à deux molécules (c’est précisément pour cette raison 
que le libre parcours moyen se trouve inversement proportionnel à 
la densité du gaz). 


$ 8. Viscosité du gaz 


Le calcul de la viscosité du gaz à l’aide de l’équation cinétique 
est analogue à celui de la conductibilité thermique. La seule diffé- 
rence tient à ce que l'écart par rapport à l’état d'équilibre est dû 
non pas au gradient de température mais à l’inhomogénéité du cou- 
rant de gaz suivant la vitesse V du mouvement macroscopique. On 
suppose comme précédemment que les dimensions caractéristiques 
du problème ZL > L. 

Il existe, on le sait, deux genres de viscosité dont on convient de 
désigner les coefficients par n et £. Ces derniers sont définis comme 
des coefficients intervenant dans le tenseur de contraintes visqueu- 
ses 048 faisant partie du tenseur de densité de flux d’impulsion 


Le = Pêss + PVaVe = Cap (8. 1) 
des = 2n (Vas— + San div V)+ Has div V, (8,2) 


où V,g est définie suivant (6,12) (voir VI, $ 15). Dans un liquide 
incompressible il ne se manifeste que la viscosité n. Quant à la 
« deuxième » viscosité, ©, elle se manifeste lors des mouvements 
pour lesquels div V 0. Il est judicieux de calculer les deux coeffi- 
cients séparément. 

En omettant dans l'équation cinétique générale (6,19) le terme 
contenant le gradient de température, écrivons cette équation sous 
la forme 

mvabs (Van Gandi V) + (5 I) divV=1(2, (83) 
où les termes responsables de la première et de la deuxième viscosi- 
tés sont séparés au premier membre. Pour calculer la première vis- 
cosité il faut poser div V = 0. Récrivons identiquement l'équation 
ainsi obtenue: 


( 5; 
m (rats = Sant?) V as =71(X), (8,4) 


où les deux facteurs tensoriels au premier membre ont une trace 
nulle. 
Cherchons une solution de cette équation sous la forme 


4 EañVafs (8,5) 


OÙ £as (T) est un tenseur symétrique; comme la trace Vs = 0, 
on peut obtenir que g., — 0 en ajoutant à g,$ un terme 6,4 sans 
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changer la fonction 4. On a pour g,g l'équation 


1 2 
m (rats + Sart?) = I (£es)- (8,6) 


Les conditions supplémentaires (6,3) sont satisfaites automatique- 
ment. 

Le flux d’impulsion se calcule d’après la fonction de répartition 
comme l'intégrale (5,8). La partie de ce tenseur qui nous intéresse — 
le tenseur de contraintes visqueuses — est donnée par l'intégrale 


Cab = — + \ Valhfok À = Noñyo ver (8,7) 


Mañrô — + \ folalvs£ye AT. (8,8) 


Les quantités n8, forment un tenseur du quatrième ordre, 
symétrique par rapport aux paires d'indices @&, B et y, Ô et s’annulant 
par simplification suivant la paire y, ô. Etant donné l’isotropie du 
gaz, ce tenseur ne peut s'exprimer que par le tenseur unité ôcg. 
L'expression satisfaisant à ces conditions est la suivante: 


2 
Naivo = 1 [8aê80 + ÉcsÔp; — 3 Gasôve | . 


Alors op = 2nV4g, si bien que n est le coefficient scalaire cherché 
de viscosité. Il se détermine en simplifiant le tenseur suivant les 
paires d'indices «&, y et f, ô: 


n= — 07) Valp£añfo AT. (8,9) 


Dans le gaz monoatomique g,$ est uniquement fonction du vec- 
teur v. La forme générale d’un tel tenseur symétrique, de trace nulle, 
est 


Eañ— Lab + Gant? ) g (v) (8,10) 


avec une seule fonction scalaire g (v). Dans les gaz polyatomiques, 
le tenseur gs est formé par un plus grand nombre de variables, 
y compris deux vecteurs v et M. En l'absence de stéréo-isomérie 
Leg ne peut contenir que des termes tensoriels vrais; le gaz de subs- 
tance stéréo-isomère admet aussi la présence de termes pseudo- 
tensoriels. | 

Une évaluation du coefficient de viscosité, analogue à l’évalua- 
tion (7,10) pour le coefficient de conductibilité thermique, conduit 
à une formule élémentaire connue en théorie cinétique des gaz: 


n — mwNl (8,11) 
(voir note 2 au bas de la page 55). Il se trouve que dans ce cas la diffu- 
sivité thermique et la viscosité cinématique sont d’un même ordre 
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de grandeur: 


xINe, = n/Nm = vi. (8,12) 
En posant dans (8,11) ! — 1/No et à — (T/m)'/®, on obtient: 
n — V'mTio. (8,13) 


Tout ce qui a été dit au $ 7 pour la variation de x en fonction de la 
pression et de la température s'applique au coefficient de viscosité n. 

Pour calculer le deuxième coefficient de viscosité, il faut consi- 
dérer que le deuxième terme au premier membre de l'équation ciné- 
tique est différent de zéro: 


(2) div V=7 9). (8,14) 
Cherchons une solution de la forme 
= gdiv V (8,15) 
et trouvons pour la fonction g l'équation 
D er (8. (8,16) 


En calculant le tenseur de contraintes et en le comparant à 


l'expression £ô,£ div V, on obtient le coefficient de viscosité sous 
la forme 


D \ v'gfo dr. (817) 


Dans les gaz monoatomiques æ (1) — mv°/2, c, — 3/2 et le pre- 
mier membre de l'équation (8,16) s’annule. Il résulte alors de l’équa- 
tion Z (g) — 0 que g — 0 et donc & — 0. On est conduit ainsi à un 
résultat bien intéressant : dans les gaz monoatomiques la deuxième 
viscosité est nulle !). 


Problème 


Montrer que la deuxième viscosité du gaz de particules ultrarelativistes 
est nulle (/. M. Khalatnikov, nn 

Solution. Dans le référentiel X, où le gaz se déplace avec une vitesse 
{non relativiste) V, l'énergie e d'une particule relativiste est liée à son énergie 
e’ dans le référentiel X’, où le gaz est au repos, par la formule & — e — pV,p 
étant l'impulsion de la particule dans le référentiel X (c'est la formule de trans- 


1) Soulignons qu'il s’agit ici des gaz pe enIeRt à l’approximation du 
« paramètre de teneur en gaz » Vd® à laquelle correspond l'équation de Boltz- 
mann (approximation dans laquelle la viscosité n se trouve indépendante de la 
densité). À des approximations supérieures (les termes suivants du « développe- 
ment viriel », voir $ 18) on voit apparaître une viscosité & différente de zéro. 
La dépendance quadratique de l'énergie de la particule envers son impulsion 
a elle aussi de l'importance; dans un gaz « monoatomique » relativiste, la deu- 
xième viscosité n’est plus nulle (pourtant elle s'annule de nouveau dans l’autre 
cas limite, à savoir dans le cas ultrarelativiste; voir le problème). 
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formation de Lorentz dans laquelle sont omis des termes supérieurs aux termes 
du premier ordre en Me La fonction de répartition dans le référentiel K : f, (e — 
— pYV), où f, (e’) est la répartition de Boltzmann. 

En nous intéressant uniquement à la viscosité, nous pouvons considérer 
dès le début que les gradients de toutes les grandeurs macroscopiques sont nuls 
excepté celui de vitesse V ; alors aussi 9V/ôt = 0, de sorte que le dernier terme de 
(6,10) disparaît 1). Dans (6,11) les deux premiers termes sont eux aussi nuls et 
le troisième terme est remplacé par 


Vs : 
de =LaPBV ap 


VV (PV) = va 


(les directions de v et de p coïncident si bien que pars — pgte). L'équation de 
continuité et celle de conservation de l’entropie sous la AE utilisée au $ 6 
restent valables aussi pour le mouvement (à petites vitesses V) d’un gaz rela- 
tiviste. C’est pourquoi les formules (6,16) restent elles aussi valables. Finalement 
l'équation cinétique prend la forme 


(cars — 609 —) Vas=1 (D. 


Dans le problème relatif à la deuxième viscosité il faut poser V,4 = 
=1/68 div V et alors 


(——) divV=/ (x. 


Cr 
Dans un gaz ultrarelativiste v Æ c, e = cpet la chaleur spécifique c, = 3 (voir V, 


$ 44, problème), de sorte que le premier membre de l'équation s’annule et avec 
ui 4. 


$ 9. Symétrie des coefficients cinétiques 


Le coefficient de conductibilité thermique et le coefficient de 
viscosité rentrent dans la catégorie de grandeurs qui déterminent 
les processus de relaxation des systèmes faiblement hors d'équilibre. 
Ces grandeurs — les coefficients cinéliques — obéissent au principe 
de symétrie (principe d'Onsager) qui peut être établi sous la forme 
générale sans considérer des mécanismes de relaxation concrets. 
Mais lors d’un calcul concret des coefficients cinétiques à l'aide 
des équations cinétiques, le principe de symétrie n'impose aucune 
condition supplémentaire à la solution des équations. Lors d'un 
tel calcul les exigences découlant de ce principe sont, bien entendu, 
automatiquement satisfaites. Il est utile de montrer comment cela 
se fait. : 

Rappelons que la formulation générale du principe d'Onsager 
(voir V, $ 120) fait intervenir un ensemble de grandeurs x, caracté- 
risant le non-équilibre du système et un ensemble de grandeurs 
« thermodynamiquement conjuguées » de z,: X, — — 08/07, (où 
S est l’entropie du système). Le processus de relaxation d’un système 


1) Rappelons, pour dissiper tout malentendu, que dans un gaz relativiste 
le gradient de pression apporte sa contribution au flux d'énergie conducteur de 
chaleur (voir VI, 8 136). 
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faiblement hors d'équilibre est décrit par des équations qui déter- 
minent les vitesses de variation des grandeurs zx, sous forme de fonc- 
tions linéaires des grandeurs X, : 


Ta = <> YabX pb» (9,1) 


où y, sont les coefficients cinétiques. Suivant le principe d'Onsager, 
si x, et x, se comportent de la même façon dans le renversement du 
temps, alors 


Vab — Yba- (9,2 


Dans ce cas la vitesse de variation de l’entropie est donnée par la 
forme quadratique 


= — SX Tr > Ya X a Xp (9.3) 


a Qe 
La première de ces expressions peut être souvent utilisée pour éta- 


blir commodément la correspondance entre les grandeurs za et X.. 
Dans le cas de la conductibilité thermique, on peut considérer 


comme « vitesses » x, les composantes g, du vecteur flux thermique 
dissipatif (en chaque point donné du milieu); l'indice a coïncide 
dans ce cas avec l'indice vectoriel &. Les grandeurs X, correspondan- 
tes seront alors représentées par les dérivées T-° 9T/0x, (cf. IX. 
$ 88). Le rôle des équations (9,1) est joué par les égalités qe = 
= —x,p0T/0xs, de sorte que les coefficients cinétiques y, sont 
constitués par les grandeurs T*x,8. Suivant le principe d'Onsager il 
doit y avoir égalité 445 = Xpa- 

D'une manière analogue, dans le cas de la viscosité, on considère 


comme grandeurs x, les composantes du tenseur de flux visqueux 
d’impulsion o%#, et les grandeurs X, correspondantes sont 
— V,g/T (à l'indice a correspond dans ce cas la paire d'indices tenso- 
riels af). Le rôle de l'équation (9,1) est joué par les relations 0,8 = 
= NagñyoV,e et les coefficients cinétiques sont les quantités Tn,8.,s. 
Suivant le principe d'Onsager il doit y avoir égalité nos,s = 
= ah: 
Dans les problèmes sur la conductibilité thermique et la viscosité 
des gaz que nous avons considérés aux paragraphes précédents, la sy- 
métrie sus-indiquée des tenseurs xag et Nagyo apparaissait déjà auto- 
matiquement comme une conséquence de l'isotropie du milieu sans 
rapport avec la résolution de l'équation cinétique. Montrons pour- 
tant que cette symétrie apparaîtrait aussi par suite de la résolution 
de l’équation cinétique indépendamment de l’isotropie du gaz. 
Le schéma de la résolution du problème de la conductibilité 
thermique et du problème de la viscosité dans un gaz faiblement 
inhomogène consistait à chercher la correction à introduire dans la 
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fonction de répartition d'équilibre sous la forme 
=> £a (©) Xa (9,4) 


et on obtenait pour les fonctions g, des équations de la forme 
La = T (&o). (9,5) 
Les grandeurs L, sont les composantes du vecteur 
Tle(l)—c,Tlu 


dans le cas de la conductibilité thermique, ou du tenseur 


—T[mravs— 1e dus | 


Cv 


dans le cas de la viscosité (cf. (6,19)). Les solutions des équations 
(9,5) doivent satisfaire aux conditions supplémentaires 


l'agar=0, (fogedr=0, (fogepar =0. 


En tenant compte de ces conditions, on peut écrire les coefficients 
cinétiques y., sous forme d’intégrales 


Tayao = —\ fLago dr. (9,6) 


La démonstration de la symétrie yes — yea se ramène ainsi à la dé- 
monstration de l'égalité des intégrales 


| fLoge dl = | fLoge dr. (9,7) 


Elle est basée sur la propriété d’« autoconjugaison » de l’opéra- 
teur linéarisé Z, qu’on peut obtenir en procédant comme suit. 
Considérons l'intégrale 


[eZ (HAT = | fofo" 4 (+444) ET, 


où + (T) et @ (T) sont deux fonctions quelconques des variables T. 
Comme l'intégration est effectuée sur toutes les variables F, F,, 
['. T;, on peut procéder à toute permutation de leurs désignations 
(comme cela a déjà été fait au $ 4) sans changer l'intégrale. Permu- 
tons les désignations F, ” ++ l,, l, et ensuite, dans chacune des deux 
formes de l'intégrale ainsi obtenues, effectuons encore la substitu- 
tion mutuelle F, F, ++ [”, |. En faisant la somme de toutes les qua- 
tre expressions, on obtient 


| se7 par = 
= À jojote (+ en) wo + PIC + D) (+ HAT (9.8 
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(les désignations w et w’ sont tirées de (3,5)). Considérons mainte- 
nant une même intégrale dans laquelle les fonctions ÿ (T) et p (T) 
sont remplacées respectivement par œ (FT) et ÿ (FT) (sans changer 
les variables intervenant dans w et w’ !). En effectuant dans cette 
intégrale le changement des notations ÊT, FT ,...—7, [,,... 
et en utilisant le principe de l'équilibre en détail (2,3), on obtient 


À STI (m7) dr = 
=+ À fofo (+) 0 (+ + pi) (p+ PDT (9,9) 


(on a aussi tenu compte de ce que fo (PT) = fo (T)). En développant 
les crochets dans (9,8) et (9,9) et en les comparant terme à terme, 
on s'assure que les deux intégrales sont égales. Lors de cette compa- 
raison il faut encore tenir compte de la relation d’unitarité (2.9) 
en vertu de laquelle on a par exemple 


À fofo (+4) (+8) 7 = À fofo Ch + 4) Cp +) di 


(la relation (2,9) est appliquée ici à l'intégration sur les variables 
[’, F, dont ne dépendent dans l'expression sous le signe d’intégra- 
tion que w et w'). 

Ainsi on est conduit à l'égalité 


| 20) ar = | f477 (par. (9,10) 


Notons que si le principe de l'équilibre en détail est valable sous sa 
forme la plus simple (2,8), w = w’, la relation (9,10) se réduit à 
l’autoconjugaison littérale de l'opérateur 7: 


| rorcar= | fotr(e)ar, (9,11) 


où dans les deux intégrales figurent les fonctions œ et 1 des mêmes 
variables T (ce qui résulte immédiatement de l'expression (9,8) 
pour & = w'). 

En revenant aux coefficients cinétiques, effectuons dans la 
première intégrale (9,7) le changement de variable l — TT et te- 
nons compte de ce que 


La (NT) = +La (Tr) (9,12) 


(le signe supérieur se rapporte au cas de la viscosité et le signe infé- 
rieur, au cas de la conductibilité thermique). Utilisons maintenant 
les relations (9,5) et (9,10). L'intégration dans (9, 10) peut s'effectuer 
sur [T au lieu de F, la valeur de l'intégrale n’en changera certes pas. 
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On a 
'igeLe dr = + | fogf1 (ge) ar = 
= + | Herr (e)art = + | ferL, (Dar. 


Maintenant, pour obtenir le résultat cherché (9,7), il suffit d’effec- 
tuer la substitution FT — l au second membre de l'égalité et de 
tenir compte de (9,12). 

Les coefficients cinétiques doivent encore satisfaire aux condi- 
tions qui découlent de la loi de croissance de l’entropie ; notamment, 
les coefficients « diagonaux » y,, doivent être positifs. Etant donné 
que l'équation cinétique assure la croissance de l'entropie, il est 
naturel que lors du calcul des coefficients cinétiques à l’aide de cette 
équation ces conditions sont automatiquement satisfaites. 

La croissance de l’entropie s'exprime par l'inégalité 


— | Inf-Stfdr >0 
(voir $ 4). En y portant 
f=h(1++), Sti=#70, 
on a 
—{ In fo St j dr —+ | foin (1+) rar >0. 


La première intégrale s’annule identiquement et dans la seconde 
on peut écrire In (1 + 4/T) & %/T, vu la petitesse de 7, et obtenir 


= \ fotI (4) dr > 0. (2,13) 


C’est cette inégalité qui assure les propriétés requises des coefficients 
cinétiques. En particulier, pour 4 — g, elle exprime la positivité 
de Yoa- 


$ 10. Résolution approchée de l’équation cinétique 


Etant donné la complexité de la loi d’interaction des molécules 
(surtout polyatomiques), qui détermine la fonction w dans l’inté- 
grale des collisions, l'équation de Boltzmann ne peut pas s’écrire 
sous la forme exacte même pour des gaz concrets. Même lorsqu'on 
adopte des hypothèses simples sur le caractère de l'interaction molé- 
culaire, la structure mathématique complexe de l’équation cinétique 
rend à proprement parler impossible la détermination de sa solution 
sous une forme analytique exacte; cette remarque s'applique aussi à 
une équation linéarisée. C’est pourquoi en théorie cinétique des gaz 
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on attache une grande importance à des méthodes suffisamment 
efficaces de résolution approchée de l’équation de Boltzmann. Nous 
exposons ci-dessous l'idée d'une telle méthode relativement au 
gaz monoatomique (S. Chapman, 1916). 

Commençons par examiner le problème de la conductibilité 
thermique. Pour le gaz monoatomique la chaleur spécifique c, = 
— 5/2 et l'équation linéarisée (7,3) prend la forme 


—v (5-2) =7(9 (10,1) 


(où f = m/2T); l'opérateur intégral linéaire Z (g) est défini par la 
formule 


T(8)= | À vrafoi (8 + 8 — 8 — 81) Sp, do (10,2 


(qui correspond à l'intégrale des collisions (3,9)), et la fonction de 
répartition d'équilibre !) s'écrit 


Lt)= ÈS e-pe. (10,3) 


Une méthode efficace de résolution approchée de l'équation (10,1) 
est basée sur le développement des fonctions cherchées suivant le 
système complet de fonctions orthogonales entre elles, pour lesquelles 
il est le plus commode de prendre des polynômes dits de Sonine 
(D. Burnett, 1935). Ces fonctions sont définies par la formule *) 

S: @=+e ar eat, (40,4) 
où r est un nombre quelconque et s, un entier positif ou nul. En par- 
ticulier, 

Sr = 1, S'(t)=r+1—7x. (10,5) 


La propriété d'orthogonalité de ces polynômes pour un indice r 
donné et des indices différents s s'exprime par 


| e-xa"5; (2) 57 (7) dr = PORN 5. (10,6) 
0 


1) La fonction de ré D D est partout su posée définie par rapport à 
l'espace des impulsions. Cela n'empêche pas qu'e CRU être exprimée, par 
raison de commodité, au moyen de la vitesse v — p/m 

:) Elles ne diffèrent des er généralisés de ‘Laguerre 


UT 77 
S? (z)= = s)! L?rs (2) 


que par la normalisation et l'indexage. 
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Cherchons une solution de l'équation (10,1) sous forme de déve- 
loppement 


g()=E v 7 4,5% (Bu). (10,7) 
s=! 


En omettant dans le développement le terme avec s — 0, nous 
satisfaisons automatiquement par là même à la condition (7,4) 
(l'intégrale s’annule en vertu de l’orthogonalité des polynômes avec 
s — 0 et sx 0). L'expression entre parenthèses au premier membre 
de (10,1) est le polynôme S',2 (Bv°), de sorte que l'équation prend 
la forme 


—vS ha (Bu) = À D Ar (Si). (10.8) 
s=1 
En la multipliant à gauche et à droite par vfo (v) She (Bv*°) et en 
l’intégrant sur dfp, on obtient un système d'équations algébriques 
D'a4= 6 1=1, 2, (10,9) 
s=! 
avec 
Bus = — FE | fovS4e (vS3,2) Bp= (vSbe, VSÿy2}; (10,10) 
où on a noté 
(F, G}= | jo(0) fo (vs) 15 —vil A (F) 4 (G) pp, do, 
A(F)=F(V)+F(v)—F(V)—F (vi). 


L'équation (10,9) avec Z — 0 est absente puisque a,, — 0 en vertu 
de la conservation de l’impulsion : À (vS%,2) = A(v) = 0. Le coeffi- 
cient de conductibilité thermique se calcule en portant (10,7) dans 
l'intégrale (7,7). Compte tenu de la condition (7,4), cette intégrale 
(avec e — mv*/2) peut être mise sous la forme 


1 
X= —+ \ foS 3,2 (Bu?) vg dp 
et finalement on trouve 


(10,11) 


“= A. (10.12) 


C'est dans la simplicité du second membre des équations (10,9) 
et de l'expression (10,12) que réside l'avantage du développement 
en polynômes de Sonine. 

La marche des calculs pour le problème de la viscosité est tout à 
fait analogue. Cherchons une solution de l’équation (8,6) sous la 
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forme 


2 1 » « e 2 
LaB = — _ (tars 7 03e Ban Si B,Siy2 (Bv°). (10,13) 
s=0 


Si l’on porte cette solution dans (8,6) et qu’on multiplie ensuite cette 
équation par 


fo(o) Shyz (Bu?) (vavn—+ v'608) 


et intègre sur d‘p, on obtient un système d’équations 
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buB= 5810 L=0, 1, 2, ..., (10,14) 


a 
IL 
e 


avec 


ds = À {(oavs + ôas) S$y2, (vas (2) Sin} . (10,15) 


Pour le coefficient de viscosité on tire de (8,9) 
n=+ MB. (10,16) 


Une solution approchée du système infini d'équations (10,9) 
ou (10,14) s'obtient en ne gardant dans les développements (10,7) 
ou (10,13) que quelques premiers termes, c'est-à-dire en coupant 
artificiellement le système. La convergence du processus d’approxi- 
mation, lorsque le nombre de termes augmente, est extrêmement 
rapide: la conservation d’un seul terme donne déjà la valeur de 
x ou de 1 à 1 ou 2% près 1). 

Montrons que la résolution approchée de l’équation cinétique 
linéarisée pour les gaz monoatomiques, effectuée par la méthode 
que nous venons de décrire, conduit à des valeurs des coefficients 
cinétiques a priori inférieures aux valeurs qui seraient données par 
une résolution exacte de cette équation. 

Ecrivons l'équation cinétique en utilisant la notation symbolique 


I (g)=L (10,17) 


(ou les fonctions g et L sont des vecteurs dans le problème sur la 
conductibilité thermique et des tenseurs du deuxième ordre dans le 
problème sur la viscosité). Par la fonction g le coefficient cinétique 
correspondant se détermine comme une grandeur proportionnelle 
à l'intégrale 


— | 81 (8) &p (10,18) 


1) Dans les problèmes sur la diffusion et surtout la thermodiffusion la 
convergence est un peu moins rapide. 
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(voir $ 9). Quant à la fonction approchée g, elle satisfait non pas 
à l'équation (10,17) elle-même, mais seulement à la relation inté- 
grale 


À sel (8) p= | fLe d'p (40,19) 


(comme cela découle de toute évidence du mode de définition des 
coefficients dans les différents développements de g). 

L'assertion faite plus haut découle directement du « principe 
variationnel » en vertu duquel la solution de l'équation (10,17) 
réalise le maximum de fonctionnelle de (10,18) dans la classe de fonc- 
tions satisfaisant à la condition (10,19). Il est facile de s’assurer 
de la justesse de ce principe si l’on considère l'intégrale 


— | (4) 1(8— 0 PP, 


où g est une solution de l'équation (10,17) et p, toute fonction d'essai 
qui ne satisfait qu'à la condition (10,19). Suivant la propriété géné- 
rale (9,13) de l'opérateur 7, cette intégrale est positive. En y déve- 
loppant les parenthèses, on peut écrire 


— À Hotel (a) +67 (0e (881 (6) Pr. 


Comme le principe de l'équilibre en détail pour un gaz monoatomique 
est valable sous la forme (2,8), l'opérateur 7 possède la propriété 
d’autoconjugaison (9,11) !). C’est pourquoi les intégrales des deux 
derniers termes entre accolades sont égales l’une à l’autre. En intro- 
duisant ensuite 7 (gd =L,ona 


— À jtel (8) +81 (6) —2e1 (e)} = 


= — \ fo {81 (8) + 7 (®)— 2L} dip > 0. 


Enfin, en transformant l'intégrale du dernier terme à l’aide de la 
condition (10,19), on trouve 


— À her (op > — | for (pr. 


ce qu'il fallait démontrer. 

Mentionnons un cas qui présente de l'intérêt au point de vue 
formel bien qu’il n’ait aucun sens physique direct. C’est un gaz dont 
les particules constitutives interagissent les unes avec les autres 
suivant la loi U — œ/r *?). Ce cas se caractérise par le fait que la 


1) Soulignons que sous la forme énoncée le principe variationnel est lié à 
cette circonstance et qu’il cesse d'être valable lorsque le principe de l'équilibre 
en detail n'est observé que sous sa forme la plus générale (2.3). 

2) Les propriétés cinétiques d’un tel modèle du gaz ont été examinées pour 
la première fois par Mazwell (1866). 
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section efficace de collisions de telles particules (déterminée dans 
le cadre de la mécanique classique) est inversement proportionnelle 
à leur vitesse relative v.., de sorte que le produit v,. do figurant 
dans l'intégrale des collisions dépend uniquement de l'angle de 
diffusion 8 et non pas de v,4. Il est aisé de s'assurer de cette proprié- 
té même à partir des considérations de dimension. En effet, la sec- 
tion efficace dépend au total de trois paramètres: la constante a, 
la masse des particules m et la vitesse v... On ne peut former aucune 
combinaison sans dimension avec ces grandeurs et seulement une 
combinaison ayant les dimensions d'une surface w;h (œ/m)l/*°; 
c'est à cette dernière que doit être proportionnelle la section efficace. 
Cette propriété de la section efficace conduit à une simplification 
importante de la structure de l'intégrale des collisions, si bien 
qu'il devient possible de trouver des solutions exactes des équations 
cinétiques linéarisées des problèmes sur la conductibilité thermique 
et sur la viscosité. Il se trouve que ces solutions sont données tout 


simplement par les premiers termes des développements (10,7) 
et (10,13) !). 


Problèmes?) 


1. Calculer la conductibilité thermique d’un gaz monoatomique en ne gar- 
dant dans le développement (10,7) que le premier terme. 

Solution. Lorsqu'on tient compte d’un seul terme du développement, 
les équations (10,9) se réduisent à l'égalité 4, — 15/4a,,. Pour pouvoir cal- 
culer l'intégrale (10,10) avec 1 = s = 1, introduisons au lieu de v, v,, v’, vi la 
vitesse du centre d'inertie et les vitesses relatives des deux atomes: 


. 1 1 1 C2 , , 
== (V+v= + vi), Vrel = V— Vu Vrel = V'— Vis 


vi+v?=2V?+ + Dé d'p d'p,=m$ dVdivre. 
Un calcul simple donne 
A (VS$/2) = À (Buiv) =8 [(Vve1) Vre1 —(VVret) Vrell. 


En élevant cette expression au carré et en la moyennant sur les directions de 
V, on obtient 
S ; 28° : 
2 [ute —(VreiVre1)?] vi Le V? sin 6. 


Après l'intégration sur 4x1 V® dV et sur les directions de ve (cette dernière se 
réduit à la multiplication par 41) on obtient finalement 


I © 
ï 1/2 Bo? : do 
au Ÿ (2) Vexn (2) ou sint0 2 dur d05 (0 
0 0 


1) Pour un exposé détaillé de la théorie de ce cas, voir $$ 38 à 40 de l'arti- 
cle de L. Waldmann dans Handbuch der Physik, Bd. XII, 1958. 

2) Les formules (1) à (6) ont été obtenues pour la première fois par Chap- 
man et Enskog. 


4—01298 
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et pour le coefficient de conductibilité thermique 
x = 75/16a1. (2) 


2. Même problème pour la viscosité d'un gaz monoatomique. 
Solution. En procédant de la même façon qu'au problème {, on a 


B, = 5/beo 1 — 5m/4b5- 


Dans l'intégrale (10,15) pour ! = s = 0 on trouve 
1 _1 F5 
A (vers —+ v6a8) 5 (vrel avrel 8— re] «Vrel #)- 


Le carré de cette expression est 


+ v$e, Sin? 6. 
Après l'intégration sur d‘V et sur les directions de v.e1 on trouve que bo = an, 
de sorte que 


n = 4mx/15. (3) 


Pour un gaz monoatomique la chaleur spécifique c, — 5/2. Aussi le rapport de 
la viscosité cinématique v = n/Nm à la diffusivité thermique x = x/Nc, (le 
nombre dit de Prandtl) est-il égal dans l’approximation considérée à 


vlx = 2/3 (4) 


indépendamment de la loi d'interaction des atomes 1). 

3. Trouver à la même approximation la conductibilité thermique et la 
viscosité d’un gaz monoatomique en considérant les atomes comme des billes 
solides élastiques de diamètre d. : 

Solution. La diffusion d'une bille par une bille est équivalente à la 
diffusion d'une particule ponctuelle par une sphère impénétrable de rayon d; 
c'est pourquoi la section efficace est do = (d/2)? do. Le calcul de l'intégrale (1) 
donne les résultats suivants ?): 


75 T __ 0,66 T 
TZ TT VS m° (5) 
5 VnT 
= ———— y mT=0,18 . 
1 46 vra à d? (6) 


1) Pour un gaz dont les particules constitutives interagissent les unes avec 
les autres suivant la loi U = a/r4, les formules (1) à (4) sont exactes et donnent 
les valeurs suivantes 


x = 3,047 (ma)-1!3, n = 0,817 (m/a)t/2. 


2) Pour caractériser la rapidité de la convergence des approximations suc- 
cessives, indiquons que lorsqu'on tieat compte du deuxième et du troisième 
termes dans les développements (10,7) et (10,13), les expressions (5) et (6) sont 
multipliées respectivement par (1 <+ 0,015 <- 0,001) et (1 + 0,023 + 0,002). 
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$ 11. Diffusion d’un gaz léger dans un gaz lourd 


Nous étudierons le phénomène de diffusion dans un mélange de 
deux gaz pour certains cas particuliers qui admettent une étude théo- 
rique assez poussée. 

Nous désignerons par W, et N. les densités de nombre de parti- 
cules de deux constituants et définirons la concentration du mélange 
comme c = N,/N où N = N;, + N:. La densité totale de nombre 
de particules est liée à la pression et à la température par la relation 
N = PIT. La pression du gaz est constante suivant son volume; 
quant à la concentration et la température, nous supposerons qu’elles 
varient le long de l’axe des x (en admettant la variation de la tem- 
pérature, nous prenons par là même en considération aussi la ther- 
modiffusion). 

Considérons la diffusion dans un mélange de deux gaz dont l'un 
(gaz « lourd ») est constitué par des molécules de masse plus grande 
que celle des particules de l’autre (gaz « léger »). Le gaz léger sera 
supposé monoatomique. L'énergie thermique moyenne du mouve- 
ment de translation de toutes les particules étant la même (à une 
température donnée), la vitesse moyenne des molécules lourdes est 
petite devant celle des particules légères, si bien que les particules 
lourdes peuvent être considérées de façon approchée comme immobi- 
les. Lorsqu'une particule légère choque une particule lourde, on 
peut considérer que cette dernière reste immobile; quant à la vitesse 
de la particule légère, elle peut changer la direction tout en conser- 
vant inchangée sa valeur absolue. 

Dans ce paragraphe nous allons étudier le cas où la concentration 
du gaz léger dans le mélange est faible (supposons que c’est le gaz 1). 
Les collisions de ses atomes les uns avec les autres sont alors relati- 
vement rares, de sorte qu’on peut admettre que les particules légères 
n'entrent en collision qu'avec les particules lourdes 1). 

Dans le cas général d'un mélange gazeux quelconque, on doit 
établir pour la fonction de répartition de chacun des constituants sa 
propre équation cinétique dont le second membre fait intervenir la 
somme des intégrales des collisions des particules d’un constituant 
donné avec les particules du même constituant et des autres consti- 
tuants. Toutefois, dans le cas particulier que nous considérons il est 
De judicieux d'établir de nouveau une équation cinétique simpli- 

iée. 

L'équation cherchée doit déterminer la fonction de répartition 
des particules du gaz léger ; désignons-la par f (p, x). Dans les hypo- 
thèses adoptées les collisions des particules légères avec les particules 
lourdes ne changent pas la répartition de ces dernières et dans le 


1) La théorie cinétique d’un tel modèle de gaz a ét6 développée pour la 
première fois par H. A. Lorentz (1905). 


&e 
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problème de la diffusion cette répartition peut être considérée comme 
donnée. 

Soit 6 l’angle formé entre la direction de l'impulsion de la parti- 
cule légère p — m.v et l’axe des x. Par raison de symétrie des hypo- 
thèses du problème il est évident que la fonction de répartition dé- 
pendra (en plus des variables p et x) uniquement de l’angle 6. Dé- 
signons par do — F (p, «&) do’ la section efficace des collisions à la 
suite desquelles la particule légère possédant initialement l'im- 
pulsion p acquiert une impulsion p’ — mv’ dirigée dans l'élément 
d'angles solides do’, «& étant l’angle formé entre les vecteurs p et 
p’ (égaux en valeur absolue). La probabilité pour que la particule 
subisse une telle collision sur l'unité de parcours est N,do, où Na 
est la densité de nombre de particules lourdes. La même probabilité 
rapportée à l'unité de temps est obtenue en multipliant encore par 
la vitesse de la particule: W,vdo. 

Considérons les particules contenues dans une unité de volume 
donnée et ayant une impulsion comprise dans l'intervalle donné 
de valeurs absolues dp et dirigée dans l’élément d'angles solides do. 
Le nombre de telles particules est égal à f@p — f (p, 6, x) p° dp do. 
Parmi elles 


f(p, 9, x) p*dp do-N, vF (p, @) do” 


particules acquièrent par unité de temps une impulsion p’ dirigée 
dans do’ par suite des collisions. Par conséquent, le nombre total 
de particules dont la direction de l’impulsion sera changée est égal à 


ap | N,vf(p, 6, x) F(p, a) do’. 
Par contre, parmi les particules contenues dans dÿp’ — p'*dp'do’ 
celles qui acquièrent une vitesse dirigée dans do sont au nombre de 
f(p’, 0’, x) p'° dp'do'-N,v'F (p', œ) do. 


Puisque p’ = p, le nombre total de particules qui ont acquis par 
suite des collisions une vitesse dans dfp est égal à 


&p | Nvf(p, 8’, z)F(p, a)do’. 


Ainsi la variation du nombre de particules dans l’élément d‘p 
est égale à la différence 


dp-N,v \ F(p, a){f(p, 8°, x)—f(p, 8, z)] do’. 


D'un autre côté, cette variation doit être égale à la dérivée totale par 
rapport au temps 
&p af 


L = Bp-vvt= pi vcos 6. 


ôxz 


$ 11] DIFFUSION D'UN GAZ LÊGER DANS UN GAZ LOURD 53 


En égalant les deux expressions, on obtient l’équation cinétique 
cherchée sous la forme 


vcos 6 = Nr | F(p, a){f(p, 0’, x)—f(p, 6, x)do'=St/f. 
(11,1) 


Notons que le second membre de cette équation s’annule pour toute 
fonction f indépendante de la direction de p et non seulement pour 
la fonction maxwellienne f,, comme cela a lieu pour l’équation de 
Boltzmann. Cette circonstance est liée à l'hypothèse où la valeur de 
l'impulsion reste inchangée dans la diffusion des particules légères 
par des particules lourdes: il est évident que de telles collisions lais- 
sent stationnaire toute répartition énergétique des particules légères. 
L'équation (11,1) ne répond en fait qu’à l’approximation d'ordre 
zéro par rapport à la petite quantité m,/m., alors que l’approximation 
d'ordre suivant fait apparaître la relaxation d'énergie. 

Si les gradients de concentration et de température ne sont pas 
trop grands (les grandeurs varient peu sur des distances de l’ordre 
du libre parcours moyen), on peut chercher f sous forme de somme 


Î = fo EP; z) + ôf (p, 6, z), 


où ôf est une petite correction à la fonction de répartition d’équi- 
libre local f,, linéaire en gradients de c et de T. Cherchons 6f à son 
tour sous la forme 


ôf = cos 6-g (p, x) (11,2) 


où g est une fonction uniquement de p et x. En portant cette expres- 
sion dans l'équation (11,1), il suffit de garder dans son premier 
membre seulement le terme contenant f,; quant à l'intégrale des 
collisions, le terme en f, y disparaît: 


Stf=geN,v \ F(p, œ) (cos 8° — cos 8) do’ : 


la fonction g indépendante des angles est sortie du signe d'’inté- 
gration. 

Cette intégrale peut être simplifiée. Prenons comme axe polaire 
des angles la direction de l'impulsion p. Soient œ et ®’ les azimuts 
des directions de l’axe x et de l'impulsion p’ par rapport à l'axe 
polaire. Alors, 


cos 06” — cos 8 cos « + sin 8 sin & cos (p — p'). 
L'élément d’angles solides do’ = sin & da d’ puisque & est l’angle 


polaire pour l'impulsion p’. L intégrale du terme contenant 
cos (® — p’) s’annule par intégration sur dp'. Finalement on trouve 


St f = —N,0, (p) vg cos 0 = —N,0: (p) vôf, (11,3) 
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où on a noté 
o(p)=2n \ F(p, «)(1—cos a) sin « da = \ (1—cos a) do. (11,4) 


La grandeur o, est appelée section efficace de transport de collisions. 
De l'équation (11,1) on tire maintenant 


1 ô 
g(p, z)= = N,0: h. . (11,5) 


Le courant de diffusion i est par définition la densité de flux molé- 
culaire d’un des constituants (en l'occurrence, du constituant léger). 
Il se calcule par la fonction de répartition comme l'intégrale 


= \ fv p (11,6) 

ou encore, vu que le vecteur i est orienté suivant l'axe des x, 
= \ cos 6. fv dip = \ cos? 6. gv dip (11,7) 
(le terme contenant f, s’annule par intégration sur les angles). En 


y portant l’expression (11,5), on obtient 


A PR RUN PER er 2 
\ Gi} CP M | ae CP 


Cette expression peut être mise sous la forme 


; 1 CA v 

= — me (M Cor) 
où la moyenne est calculée d’après la répartition maxwellienne. 
Enfin, introduisons la concentration c = N,/N = N,/N, (rappelons 
que dans l’hypothèse adoptée N, 5 N.) et remplaçons WN, & N = 


= P/T. On obtient finalement, compte tenu de la constance de la 
DE 


= = 
É - E ie : de _ceT _9 [+ CIE _ (41,8) 
3 oz 3 ÔT 04 + ; 


Cette formule doit être comparée à l’expression phénoménologie 
que du courant de diffusion 


i= — ND (Ve + vr), (11,9) 


qui contient les définitions du coefficient de diffusion D et du rapport 
de thermodiffusion kr (quant au coefficient de thermodiffusion, on 
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donne ce nom au produit Dr = Dkr; voir VI, $ 59) 1). Ainsi on 
trouve 


D=--(ulo, (11,10) 
kr=eT 2 In CRD. (14,11) 


Dans l'état d'équilibre par rapport à la diffusion dans un gaz 
inégalement chauffé, il s'établit une répartition de concentrations 
pour laquelle le courant de diffusion i —0. En égalant à une constante 
l'expression entre accolades dans (11,8), on obtient 


T ; 
c=const Top (11,12) 


En supposant que la section efficace ©, est indépendante de la vitesse 
et en remarquant que (v) — (T/m:)!/°, on trouve qu’en équilibre par 
rapport à la diffusion dans un mélange à faible concentration du gaz 
léger, celle-ci est proportionnelle à JT ; autrement dit, le gaz léger 
se concentre là où la température est élevée. 

L'ordre de grandeur du coefficient de diffusion est 


D = ul, (11,13) 


ou vest la vitesse thermique moyenne des molécules de gaz léger et 
l = 1/No le libre parcours moyen. Rappelons la démonstration élé- 
mentaire et bien connue de cette formule. Le nombre de molécules 
de gaz 1 passant de gauche à droite en 1 s par une surface unité per- 
pendiculaire à l’axe des x est de l’ordre du produit N,v, où la densité 
de N, doit être prise à la distance / à gauche de la surface, c’est-à-dire 
aux endroits d’où les molécules atteignent cette surface sans subir 
des collisions. On détermine de même le nombre de molécules qui 
traversent la même surface de droite à gauche, et en calculant la 
différence des deux nombres, on détermine le courant de diffusion : 


im Ni(z—)o— Ni (rt Do — 


d'où résulte justement la formule (11,13) ?). 


1) Le phénomène de thermodiffusion a été prédit par Enskog (1911) pré- 
cisément pour le modèle du mélange gazeux que nous considérons ici. 

à La diffusion, la conduction de la chaleur et la viscosité se réalisent sui- 
vant le même mécanisme: le transfert direct de molécules. La conduction de la 
chaleur peut être considérée comme une «diffusion d'énergies et la viscosité, 
comme une « diffusion d’impulsion ». On peut donc affirmer que le coefficient 
de diffusion D, la diffusivité thermique x = x/Wch et la viscosité cinématique 
v = n/Nm sont d'un même ordre de grandeur, d'où on déduit les formules 
(7,10) pour la conductibilité thermique et (8,11) pour la viscosité. 
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$ 12. Diffusion d’un gaz lourd dans un gaz léger 


Considérons maintenant le cas limite inverse où la concentration 
du gaz lourd dans le mélange est faible. Dans ce cas le coefficient 
de diffusion peut être calculé par une méthode indirecte sans avoir 
recours à l'équation cinétique. À savoir, déterminons la mobilité 
des particules du gaz lourd en supposant qu'il est placé dans un 
champ extérieur. On sait que la mobilité b est liée au coefficient de 
diffusion de ces particules par la relation d’Einstein bien connue 


D =bT (12,1) 


voir VI, $ 60). 

Par définition, la mobilité est le coefficient de proportionnalité 
entre la vitesse moyenne V acquise par une particule de gaz dans un 
champ extérieur et la force f agissant sur la particule de la part du 
champ: 

V = bf. (12,2) 


Quant à la vitesse V, elle se détermine dans ce cas par la condition 
de compensation mutuelle de la force f et de la force de résistance 
f, subie par la particule lourde en mouvement de la part des parti- 
cules légères (les collisions entre les particules lourdes peuvent être 
négligées parce qu'elles sont relativement rares). La fonction de ré- 
partition des particules légères est dans ces conditions maxwellienne : 
2 N: mu? 
= mine XP (= 27 |? 
où m, est la masse de la particule légère. 

Considérons une particule lourde bien déterminée; soit V sa 
vitesse. Passons maintenant à un système de coordonnées en mou- 
vement avec cette particule et désignons par v la vitesse des parti- 
cules légères dans ce nouveau système de référence. La fonction de 
répartition des particules légères dans ce système de coordonnées 
est fo (v + V) (cf. (6,9)). En supposant petite la vitesse V, on peut 
écrire 


f(V HV) foto) (1 — LEE). (12,3) 


La force de résistance f, cherchée peut être calculée comme l’im- 
pulsion totale transmise à une particule lourde par des particules 
légères qui la choquent en unité de temps. La particule lourde reste 
immobile après la collision. Quant à la particule légère, elle apporte 
l'impulsion m,v ; après la collision par suite de laquelle son impulsion 
tourne d’un angle «, elle emporte une impulsion égale en moyenne à 
mv cos &. Aussi l'impulsion transmise dans une telle collision à la 
particule lourde est-elle égale en moyenne à miv (1 — cos a). En la 
multipliant par la densité de flux de particules légères se déplaçant 
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à la vitesse v et par la section efficace do d’une telle collision, on 
obtient, après intégration, l'impulsion totale transmise à la parti- 
cule lourde: 


Em | fo(v+ V)avosdp, 


où l’on a introduit de nouveau la notation (11,4). Si l’on porte dans 
cette expression f, (v + V) donnée par (12,3), le premier terme s’an- 
nule (par intégration sur les directions de la vitesse v), de sorte 
qu'il reste 


BE À Jo) (Vv) vo: Sp 
ou encore, en moyennant sur les directions de v, 
= V \ fo (o) out Bp= — N, HE V (ou), 


où les chevrons désignent de nouveau que la moyenne se calcule 
d'après la répartition maxwellienne ordinaire. Enfin, ayant en vue 
que dans le cas considéré N, > N,, on peut écrire N, Æ N = PIT, 
si bien que : 

= — RE (ous) V. 

En annulant la somme de la force de résistance f, et de la force 
extérieure f, on obtient suivant (12,2) la mobilité b et ensuite le- 
coefficient de diffusion cherché 
3T3 
PETER GT 

Pour ce qui est de la thermodiffusion, pour la calculer dans le 
cas considéré, il faudrait connaître la fonction de répartition des 
particules de gaz léger en présence de gradient de température dans 
ce gaz. C’est pourquoi le coefficient de thermodiffusion ne peut pas. 
être calculé ici sous la forme générale. 

D'après son ordre de grandeur D = v/No, où v = V T/m est 
de nouveau (comme dans (11,13)) la vitesse thermique moyenne des 
molécules de gaz léger. Ainsi, dans les deux cas l’ordre de grandeur 
du coefficient de diffusion est le même: 


D = T#°/6Pm!/2. (12,5) 


(12,4) 


Problème 


Calculer le coefficient de diffusion dans un mélange de deux gaz (léger et 
Du SE conrdeEane leurs particules comme des billes solides élastiques de dia- 
mètres d, et ds. 

So Ï ut io n. La section efficace de collisions do = x (d, + d:)° do/16n, 
d'où la section de transport 04; = x (d1 + d.)*/4 (dans ce cas elle coïncide avec 
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Aa section efficace totale o). Le coefficient de diffusion a pour expression 


ATS/3 


Da PR? 


où m, est la masse de la particule légère et 4, un coefficient numérique. Dans 
4e cas d’une faible concentration du gaz léger le calcul d'après (11,10) donne 


4=+ (2) 068. 


Pour une faible concentration du gaz lourd le calcul d'après (12,4) donne 
A=+ (na 06. 


sn notera que dans les deux cas limites les valeurs de À sont voisines l’une de 
‘autre. 


$ 13. Phénomènes cinétiques dans un gaz placé 
dans un champ extérieur 


Le mécanisme par lequel un champ extérieur, magnétique ou 
électrique, peut influer sur les phénomènes cinétiques dans le gaz 
est réalisé par les degrés de liberté de rotation des molécules !). 
Le caractère de cette influence est le même dans les cas de champ 
électrique ou magnétique; nous commencerons par examiner le gaz 
dans un champ magnétique. 

Une molécule tournante possède en général un moment magnéti- 
que dont la valeur moyenne (au sens de la mécanique quantique) 
sera désignée par u. Le champ magnétique sera supposé limité en 
grandeur à un tel point que le produit LB soit petit par rapport aux 
intervalles de la structure fine des niveaux moléculaires ©). Dans cette 
hypothèse on pourra négliger l'influence du champ sur l’état de la 
molécule et donc calculer le moment magnétique pour son état non 
perturbé. Si les températures ne sont pas trop basses (le cas que nous 
<onsidérons), la grandeur LB sera également petite devant T'; cela 
permet de négliger l'influence du champ sur la fonction de réparti- 
tion d'équilibre des molécules de gaz. 

Le moment magnétique est orienté le long du moment de rota- 
tion (cinétique) M de la molécule; écrivons-le sous la forme 


1) Ce mécanisme a été indiqué par Y. M. Kagan et L. A. Maksimov (1961); 
les résultats exposés dans ce paragraphe appartiennent aussi à ces auteurs. 

2) RAppelons qu'en électrodynamique macroscopique la valeur moyenne 
{sur des volumes physiquement infinitésimaux) de l'intensité de champ magné- 
tique est appelée er are magnétique et notée B. Si la densité du milieu (du 
gaz) est faible, son aimantation peut être négligée et le vecteur B coïncide alors 
avec le vecteur intensité macroscopique H. 
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A la rotation classique de la molécule correspondent de grands 
nombres quantiques de rotation; cela permet de négliger dans M 
la différence entre le moment total (contenant le spin) et le moment 
de rotation. La valeur du coefficient constant dépend de l'espèce 
de la molécule et de la nature de son moment magnétique. C'est 
ainsi que pour une molécule diatomique de spin S non nul on a 


2 
VF hs (13,2) 


où > est le magnéton de Bohr et le nombre o — J — X exprime 
la différence entre les nombres quantiques du moment total J et le 
moment de rotation Æ (cette différence prend les valeurs S, S — 
— 1,..., — S), alors qu'au dénominateur la différence entre J 
et Æ est sans importance: M = hkJ Æ hK. Dans la formule (13,2) 
on suppose que l'interaction spin-axe dans la molécule est faible par 
rapport aux intervalles de la structure rotationnelle (le cas b d’a- 
près Hund) ?). 

Dans un champ magnétique B la molécule est soumise à l’action 
d’un moment de forces égal à [uBJ. Sous l'effet de ce moment le 
vecteur M cesse d’être constant pendant le temps de mouvement 
<« libre » de la molécule et varie suivant l’équation 


= (uB] = —y[BM], (13,3) 


le vecteur M précessionne autour de la direction du champ à la vitesse 
angulaire — yB. Ceci étant, on doit ajouter au premier membre de 


l'équation cinétique le terme (6f/0M) M, de sorte que cette équation 
prend la forme 


9 ô 
uv + MB = st. (13,4) 


Dans le nombre de variables l dont dépend la fonction de répartition 
on doit inclure aussi la variable discrète o déterminant la valeur du 
moment magnétique (si une telle variable existe comme dans (13,2)). 

Dans les problèmes sur la conductibilité thermique et la viscosité 
nous considérons de nouveau une répartition voisine de celle d’équi- 
libre en la représentant sous la forme 


f= fo (4 + WT). (13,5) 


Montrons tout d’abord que le terme contenant la dérivée 6f,/0M 
disparaît dans l'équation cinétique. En effet, puisque f, dépend 


1) La formule (13,2) s'obtient à partir de la formule exacte (pour le cas b) 
déduite dans III, $ 113, problème 3 par le passage à la limite des grands J et ÆÀ 
pour une différence donnée J — K.La contribution du moment orbital A dispa- 
raît dans ce cas (il se trouve que sa valeur est une quantité d'ordre de petitesse 
suivant en 1/J). 
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uniquement de l'énergie de la molécule & (T) et la dérivée 0e/0M 
est la vitesse angulaire Q@, on a 


vIMB]) + — v(IMB] ©). (43,6) 


Pour des molécules du type rotateur et toupie sphérique les direc- 
tions de M et @ sont confondues, de sorte que l'expression (13,6) 
s'annule identiquement, tandis que dans les autres cas elle s’annule 
après la prise de la moyenne sur des phases rapidement variables, 
la nécessité de cette opération a été expliquée au $ 1. La rotation des 
molécules du type toupie symétrique ou asymétrique entraîne une 
variation rapide aussi bien de la direction des axes de la molécule 
elle-même que de sa vitesse angulaire Q. Après la prise de la moyenne 
indiquée il se peut que la vitesse angulaire @ se réduise à sa seule 
composante Q;; dirigée le long du vecteur constant M, mais pour une 
telle composante le produit [MB] @,; = 0. 

Les autres termes de l’équation cinétique se transforment comme 
cela a été fait au $ 7 ou au $ 8. C’est ainsi que pour le problème sur 
la conductibilité thermique on trouve l'équation 


e(T)—cnT x x 
+ vVT = — [MB] +7 (2). (13,7) 


La solution de cette équation est à chercher de nouveau sous la forme 
x = gVT, mais pour former la fonction vectorielle g (l) nous dis- 
posons maintenant de trois vecteurs au lieu de deux: v, M, B. Le 
champ extérieur produit dans le gaz une direction privilégiée. Cela 
signifie que le processus de conduction de la chaleur devient aniso- 
trope et qu’au lieu du coefficient scalaire x il faut introduire le 
tenseur de conductibilité thermique ,$ définissant le flux thermi- 
que suivant la formule 


Ga = TX Gzg * (13,8) 
Le tenseur x,$ se calcule d’après la fonction de répartition comme 
l'intégrale 
1 e à 
#ap= — 7 | fovags dl (13,9) 


(cf. (7,5)). 
La forme générale d'un tenseur du deuxième ordre dépendant 
du vecteur B est la suivante: 


Kap —= KO + #X10a0$ + Ha By0ys (13,10) 


où b — B/B, e,g, est un tenseur unité antisymétrique et x, x, 
x, sont des scalaires dépendant de la valeur absolue du champ B. 
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Le tenseur (13,10) présente évidemment la propriété !) 


#ap (B) = Xpa (—B). (13,11) 
A l'expression (13,10) correspond le flux thermique 
q = —#XVT — xb (bUT) — x, [VT-bl]. (13,12) 


Le dernier terme de cette expression traduit un effet dit de la non- 
parité: cette partie du flux thermique change de signe lorsque le 
champ change de signe. 

Le terme intégral Z (x) au second membre de l'équation (13,7) 
est donné par la formule (6,5). Son expression sous le signe d’inté- 
gration fait intervenir la fonction f, proportionnelle à la densité N 
du gaz. En séparant ce facteur et en divisant par lui les deux membres 
de l'équation, on constate que la densité N n'entre dans l'équation 
que sous forme de combinaisons avec le champ et le gradient de 
température: B/N et VT/N. Il est donc clair que la fonction f,X — 
— f,gVT ne dépendra des paramètres N et B que sous la forme du 
rapport B/N ; c’est seulement de cette quantité que dépendront les 
intégrales (13,9) et donc les coefficients x, x,, x, figurant dans (13,12). 
La densité N est proportionnelle (à une température donnée) à la 
pression P du gaz. Ainsi, la conductibilité thermique du gaz dans 
un champ magnétique ne dépend de la grandeur du champ et de la 
pression que par l'intermédiaire du rapport B/P ?). 

Lorsque B augmente, le premier terme au second membre de 
l'équation (13,7) croît, alors que le deuxième terme reste inchangé. 
Cela signifie qu'à la limite, quand B —+ «, la solution de l'équation 
doit être une fonction dépendant uniquement de la direction (et non 
pas de la grandeur) du champ et annulant identiquement le terme 
{MB] 0/0M de l'équation; corrélativement, les coefficients x, %, 
+, tendent vers des limites constantes (indépendantes de B) lorsque 
B — ©. 

On considère d’une manière analogue le problème sur la viscosité 
du gaz dans un champ magnétique. L'équation cinétique correspon- 
dante est de la forme 


r 
(mets — nn ôus) Vas=1(X)—YIMB| 5 (13,13) 


(cf. (6,19)). Une solution de cette équation est à chercher sous la 
forme % = £gapVas- Au lieu de deux coefficients de viscosité n et 
& il faut introduire maintenant un tenseur d'ordre quatre nopys 


1) Cette propriété exprime le principe de symétrie des coefficients cinéti- 
ques en présence de champ magnétique. Dans le cas considéré elle résulte auto- 
matiquement du fait qu'il n'existe qu'un seul vecteur b à l’aide duquel on forme 
le tenseur xp. 

2) La variation de la conductibilité thermique du gaz dans un champ 
magnétique est appelée effet de Senftleben. 
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définissant le tenseur de contraintes visqueuses suivant 


Oaë = NañyôV 0 ; (13,14) 
par définition le tenseur 1,5, est symétrique par rapport aux paires 
d'indices «&, 6 et y, ô. Lorsque la fonction 4 est connue, les composan- 
tes de ce tenseur sont calculées comme des intégrales 


Nasro = — | moavpfogys dr. (13,15) 
Le tenseur de viscosité ainsi calculé satisfera automatiquement à la 
condition 

Nasyo (B) = 1,508 (—B), (43,16) 


qui exprime le principe de symétrie des coefficients cinétiques. 

Avec le vecteur b — B/B (et les tenseurs unités 6,8 et ecpy) 
on peut former les combinaisons tensorielles indépendantes suivan- 
tes présentant les propriétés de symétrie du tenseur nc8y0: 


1) Oay086 + 8x 608 

2) ap? y0 

3) Écy0pbe + Oprbads + Oasdpby + O6 baby (13,17) 

4) ôc b ba + Ô,5babg, 

5) babebsbe. 

6) bass + dpy006 + bas0py + DB y 

7) bavydsbs + bpybabs + bas0pby + bp6babr, 
où bg = —bpe — €asy0y- Dans toutes ces combinaisons, sauf la 
quatrième, la propriété (13,16) apparaît automatiquement comme 
une conséquence de la symétrie par rapport aux paires d’indices «, 
B et y, 6; quant à la quatrième expression, la réunion de deux 
termes y est produite seulement par la condition (13,16) ?). 

Dans le cas général le gaz soumis à l’action d’un champ magné- 
tique se caractérise par sept coefficients de viscosité indépendants, 
conformément au nombre de tenseurs (13,17). Nous les définirons 
en tant que coefficients figurant dans l’expression suivante du ten- 
seur de contraintes visqueuses : 


Gap = 2n (Vas — + 0as div V) + Las div V+ 
+01 (2Vas — Ou AV V + On8V 780 yb5 — 2V aybyd8 — 
— 2V prbyba + Dabs div V + B0baV 60 be) + 
T 2ne (Vavdybs a V5vbyba — 2babgV ;5bybs) + 
+13 (Varbsy + Var = V6bavbsbs = Vys06Ybads) 4e 
+ 214 (Vyobarbede + Vy60a5babe) + Gi (Bas V'y0byb8 “+ babs div V) (13,18) 


1) La combinaison de termes contenant deux facteurs b,,4 ne doit pas s’écri- 
re; le produit de deux tenseurs e,gv étant réduit aux produits des tenseurs 
6ap» de telles combinaisons se réduisent aux combinaisons (13,17) déjà écrites. 
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(Vas a été définie par (6,12)). Cette expression est construite de telle 
sorte que n, M, - - -, N4 sont placés en tant que coefficients des ten- 
seurs qui s’annulent par contraction suivant les indices &, f. Quant 
aux coefficients 6 et &,, ils sont placés devant les tenseurs à trace 
non nulle; on peut les appeler coefficients de deuxième viscosité. 
On notera qu'ils contiennent non seulement le scalaire div V mais 
aussi V.,4b,b4. Les deux premiers termes de (13,18) correspondent 
à l'expression ordinaire du tenseur de contraintes, si bien que n 
et & sont des coefficients de viscosité ordinaires. 

On notera que les tenseurs #%,$8 et Nagys Sont automatiquement 
des tenseurs vrais, de sorte que ces expressions satisfont à la condi- 
tion de symétrie par rapport à l’inversion. C’est pourquoi l'abandon 
de cette exigence (pour le gaz de substance stéréo-isomère) ne donne- 
rait pas lieu à l’apparition de nouveaux termes quelconques dans ces 
expressions. 

Un tel abandon conduit pourtant à de nouveaux effets : l'appa- 
rition d’un flux thermique g(Ÿ) sous l'influence du gradient de vites- 
se et l'apparition de contraintes visqueuses 0’(T) sous l'influence 
du gradient de température. Ces effets (dits croisés) sont décrits 
par les formules de la forme 


(T ôT 
gm = Cy, aBVafr CA = — ob, y ss : (13,19} 


OÙ Cy,a8 et Zap. Sont des tenseurs du troisième ordre, symétriques 
par rapport à la paire d’indices séparés par la virgule. Avec le choix 


des grandeurs Ze et X, indiqué au $ 9, les coefficients cinétiques 
Yav et Ya Sont constitués par Tc,.p et T'acp.y. Aussi en vertu du 
principe d'Onsager doit-on avoir en présence de champ magnétique : 


Tacp.y (B) = Cy,ap (—B). (13,20) 
La forme générale de tels tenseurs est la suivante: 
Gab,y = Gbodpby + G:by0ag + 


+ &s (baôsy + b5ôa y) + 4 (CPS + bsyba). 
(13,21) 


Tous les termes figurant dans cette expression sont des pseudo-ten- 
seurs, de sorte que les relations (13,19) avec de tels coefficients ne 
sont pas invariantes par rapport à l'inversion. 

Etudions sommairement les phénomènes cinétiques se déroulant 
dans un gaz soumis à l’action d’un champ électrique. Considérons 
un gaz constitué de molécules polaires (c'est-à-dire possédant un 
moment dipolaire d) du type toupie symétrique. Une molécule po- 
laire placée dans un champ électrique est soumise au moment de 
forces [dE], de sorte que dans l'équation cinétique il apparaît un 
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terme 
ve 0 ôf 
Mr = (dE ir 
La direction de d est confondue avec l’axe de la molécule ; elle n’est 
pas liée à son moment de rotation M. Pourtant par suite du moyenna- 
ge sur la précession rapide de l’axe de la toupie autour de la direc- 
tion du vecteur constant M il ne reste dans le terme écrit ci-dessus que 
la projection de d sur la direction de M et ce terme prend la forme 


vIME] L , (13,22) 


où y = od/M, et la variable © (le cosinus de l'angle entre d et M) 
prend maintenant une série continue de valeurs comprises entre —1 
et +1. L'expression (13,22) ne diffère du terme correspondant dans 
le cas du champ magnétique que par le remplacement de B par E. 
Aussi toutes les équations cinétiques écrites ci-dessus et les consé- 
quences qui en résultent sont-elles valables pour le champ magné- 
tique !). 

I] existe pourtant une certaine différence qui tient à ce que le 
champ électrique E est un vecteur vrai (et non pas un pseudo-vecteur) 
et qu’il ne change pas par le renversement du temps. Etant donné 
cette dernière circonstance, le principe d’'Onsager s'exprime main- 
tenant pour les tenseurs de conductibilité thermique et de viscosité 
par les égalités 


KaB (Œ) = Kfa (Œ), Mapyo (Œ) = Ny6a8 (E) (13,23) 
au lieu de (13,11) et (13,16). Par. voie de conséquence, dans les ex- 
pressions (13,10) et (13,18) (où maintenant b — E/E) on aura x, = 
=0 et n;s = n=0?). En même temps il apparaît que les effets 
croisés peuvent se manifester non seulement dans le gaz de substance 
stéréo-isomère (pour lequel l’expression (13,21) reste entièrement 
en vigueur) mais également dans un gaz de molécules non stéréo- 
isomères: l'expression (13,21) avec a, = 0 est maintenant un ten- 
seur vrai. : 


$ 14. Phénomènes dans des gaz faiblement raréfiés 


Les équations hydrodynamiques du mouvement du gaz tenant 
-compte des processus de conduction de la chaleur et de frottement 
interne contiennent un flux thermique q° (partie dissipative du flux 


1) Les molécules diatomiques tournent dans un plan perpendiculaire à 
M; par conséquent, pour une molécule diatomique polaire & = 0. Dans un tel 
cas l'influence du champ électrique sur le mouvement des molécules ne se ma- 
nifeste dans l'équation cinétique qu'en approximation du deuxième ordre par 
rapport au champ. 

2) Dans un gaz constitué par des molécules de substance non stéréo-iso- 
mère, l'absence de termes en %:, 3, 14 dans les expressions pour le champ élec- 
-trique est exigée aussi par la condition d'invariance par rapport à l’inversion. 
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d'énergie q) et un tenseur de contraintes visqueuses [og (partie 
dissipative du flux d’impulsion Il,8). Ces équations prennent un 
sens réel après que q’ et of sont exprimés en fonction des gradients 
de température et de vitesse du gaz. Mais les expressions ordinaires, 
linéaires en ces gradients, ne représentent que les premiers termes 
du développement en puissances du petit rapport {/L, rapport du 
libre parcours moyen aux dimensions caractéristiques du problème 
(ce rapport est appelé nombre de Knudsen et noté K). Si ce rapport 
n'est pas trop petit, il peut s'avérer raisonnable d'introduire des 
corrections tenant compte des termes d'ordre de petitesse supérieur 
en //L. De telles corrections interviennent aussi bien dans les équa- 
tions du mouvement elles-mêmes que dans les conditions aux limites 
imposées à ces équations sur les surfaces des corps balayées par le 
az. 

- Les termes successifs des développements des flux q’ et og sont 
exprimés au moyen des dérivées spatiales de différents ordres de la 
température, de la pression et de la vitesse aux différents degrés. 
Ces termes doivent être calculés en principe par le passage à des ap- 
proximations supérieures dans la résolution de l'équation cinéti- 
que. À l’approximation «d'ordre zéro » correspond une fonction de 
répartition d'équilibre local f, ; à cette approximation répondent les 
équations hydrodynamiques du liquide parfait. A l’approximation 
du premier ordre correspond une fonction de répartition de la forme 
f = fo (4 + X®/T), qui a été considérée aux & 6 à 8, et répondent 
les équations hydrodynamiques de Navier-Stokes et l’équation de 
la chaleur. A l’approximation du deuxième ordre il faut chercher une 
fonction de répartition de la forme 


f=h[1 +040] (14,1) 


et linéariser l’équation cinétique suivant la correction du deuxième 
ordre #(®. L'équation ainsi obtenue est de la forme 


T [6 fX® , T à 
(Sr HV) fo 


1 ! , , ’ , 1 o 6 
7 \ fou LADA ADR AT, AT AT = HT (XO), (14,2) 


où J est l’ancien opérateur intégral linéaire (6,5). Le symbole _ 


signifie que les dérivées par rapport au temps des grandeurs macro- 
scopiques qui apparaissent au premier membre des équations par sui- 
te de la dérivation de f,x"/T doivent être exprimées en fonction des 
dérivées spatiales à l'aide des équations hydrodynamiques à l’ap- 
proximation d'ordre zéro: les équations d'Euler. Quant au 
symbole 2, il signifie que l'élimination des dérivées par rapport 


5—01298 
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au temps doit se faire seulement à l'aide des termes du premier 
ordre (c’est-à-dire contenant n, à et +) des équations de Navier-Sto- 
kes et de l'équation de la chaleur. 

Nous n'écrirons pas ici tous les termes bien nombreux qui appa- 
raissent dans les expressions de q’ et 6,8 à l’approximation du deu- 
xième ordre (on les appelle termes de Burnett (du nom de D. Burnett, 
1935)). Dans un grand nombre de cas leur contribution à la solution 
est petite devant les corrections aux conditions aux limites dont il 
sera question plus loin. Dans de tels cas la prise en considération des 
corrections dans les équations elles-mêmes serait un dépassement non 
justifié de la précision admissible. Dans ce qui suit nous nous bor- 
nerons à examiner seulement quelques termes correctifs typiques et 
les évaluerons pour les divers types de mouvements. 

Notons tout d'abord que le petit paramètre K — [/L est lié de 
manière déterminée à deux paramètres caractérisant le mouvement 
hydrodynamique : le nombre de Reynolds R et le nombre de Mach M. 
Rappelons que le premier de ces nombres est défini comme 
R = VLiv, où V est l'échelle caractéristique des variations de la 
vitesse de l'écoulement et v, la viscosité cinématique; quant au 
nombre de Mach, il est défini par M = V/u, où u est la vitesse du 
son. Dans le gaz, la vitesse du son est de l’ordre de la vitesse thermi- 
que moyenne v des molécules et la viscosité cinématique v — lv. 
On a donc R = YL/lv, M — V/vet le nombre de Knudsen 


K =M/R. (14,3) 


On voit que la condition que le mouvement soit hydrodynamique, 
K << 1, impose une restriction déterminée à l’ordre de grandeur 
relatif des nombres R et M. Considérons d’abord des mouvements 
« lents » pour lesquels 


R<1,M<1. (14,4) 
Examinons l’un quelconque des termes de Burnett contenu dans 


le tenseur de contraintes visqueuses comportant le produit de deux 
dérivées premières de la vitesse, par exemple 


dv 
ol Ve, CT ; 
2 Ôxry Ô7+ 


(14,5) 


où le coefficient pl° (p étant la densité du gaz) est l'évaluation de 
l'ordre de grandeur. La contribution apportée par ce terme à og 
est o{ — pl?V*/L*. Quant à l’ordre de grandeur des termes principaux 
(termes de Navier-Stokes) intervenant dans les contraintes visquen- 
ses, il est 
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et le rapport 


o{?) IV L 
CURSTr RS RS 

Comme R < 1, on voit que les termes (14,5) apportent aux contrain- 
tes visqueuses une correction d'ordre relatif & (L/L) *, tandis que 
la correction aux conditions aux limites (voir plus loin) apporte au 
mouvement des corrections d’ordre relatif //L, c'est-à-dire sensible- 
ment plus grandes. 

Les corrections dues aux termes de la forme !) 


pl oT dT 


mèc? a 07 | 


(14,6) 


seront encore plus petites s’il s’agit des gradients de température 
qui apparaissent par eux-mêmes par suite du mouvement; il est 
facile de s’en assurer si l’on remarque que les variations caracté- 
ristiques de la température AT = TV*/u*. Mais si les variations de 
température sont imposées par l'« extérieur » (par exemple, par des 
corps chauffés plongés dans le gaz), les termes de Burnett de la forme 
(14.6) peuvent donner lieu à un mouvement stationnaire avec des 
vitesses caractéristiques déterminées par la condition 


9 (5 «y __ 0P 
drp, (Ga + ouf TT dry 


L'évaluation de la vitesse de ce mouvement donne 


y = LOTS 


L mor? 


(M. N. Kogan, V. S. Galkine, O. G. Friedlender, 1970). 

En faisant cette évaluation il convient de tenir compte de ce que 
le laplacien de la température peut être exprimé par le carré de son 
gradient à l’aide de l'équation de la chaleur div (xVT) = 0, ainsi 
que du fait que le mouvement est dû seulement à la partie non poten- 
tielle de la force dogf/0r4. Quant à la partie potentielle, elle est. 
compensée par la pression. 

Des considérations analogues se rapportent également aux ter- 
mes correctifs dans le flux thermique q’. Avec les dérivées de la seule 
température il est en général impossible de former un terme correc- 
tif du deuxième ordre; le premier (après —xVT) terme correctif est 
de la forme const-VAT (où A est l’opérateur de Laplace), c'est-à- 
dire qu’il est du troisième ordre. Quant aux termes contenant en 
plus des dérivées de la température encore des dérivées de la vitesse, 


(44,7) 


1) De tels termes dans les contraintes visqueuses ont été considérés pour la 
preuière fois par Mazwell (1879). 


5% 
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par exemple 
2 div V-VT, 


ils conduisent de nouveau à des corrections d'ordre relatif [?/L2. 
Passons aux mouvements « rapides » pour lesquels 


R>1,M«<1. (14,8) 


Dans de tels cas l’image du mouvement hydrodynamique du gaz 
est constituée par deux régions: une région profonde où les termes 
visqueux dans les équations du mouvement sont en général sans 
importance et une mince couche frontière dans laquelle la vitesse 
du gaz accuse une décroissance rapide. 

Soit une plaque plane balayée par le gaz. En prenant comme axe 
des z la direction de mouvement du gaz, on peut écrire pour l'épais- 
seur Ô de la couche frontière sur la plaque 

zv \1/2 rl \1/° 
A 2 Me 5e 

où x est la distance du bord avant de la plaque (voir VI, $ 39). La 
dimension caractéristique de la variation de la vitesse le long de 
l’axe des x est donnée par la coordonnée zx elle-même et le long de la 
direction perpendiculaire à la plaque, l’axe des y, par l'épaisseur 6 
de la couche frontière. Dans ces conditions V, — V,6/r, comme il 
résulte de l'équation de continuité. Le terme principal dans le ten- 
seur de contraintes visqueuses de Navier-Stokes a pour expression 
oVx viV 

dy dd: ô 
Quant aux termes de Burnett entrant dans 6;,, on n'y trouve aucun 
qui contienne le carré (9V,/0y)": il est facile de comprendre qu'avec 
les dérivées 0V./ôrs il est impossible de former un tenseur du deuxiè- 
me ordre, quadratique en ces dérivées, dont la composante xy con- 
tienne ce carré. Les plus grands termes qui peuvent entrer dans 
of ne sont que ceux de la forme 


Oxy PV 


LES pl2v? 
pl dix V- 726 
Leur rapport à of}: o(%)/ot!)  IV/rv — (1/6), c'est-à-dire de nou- 
veau une quantité du deuxième ordre. 

Montrons maintenant que les termes correctifs dans les conditions 
aux limites sur la frontière entre le gaz et les corps solides conduisent 
à des effets du premier ordre en {/L. C'est pour cette raison que des 
phénomènes considérables dus à l’état raréfié du gaz se manifestent 
précisément au voisinage des surfaces solides. 

“4 Dans les gaz non raréfiés la condition à la limite sur la surface 
du corps solide est l'égalité de la température du gaz à celle du corps. 
Or, en réalité c'est une condition approchée qui n’est valable que dans 
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la mesure où le libre parcours moyen peut être considéré aussi petit 
que l’on veut. Mais si l’on tient compte de la longueur finie du libre 
parcours moyen, sur la surface de contact entre le corps solide et 
un gaz inégalement chauffé il existe une certaine différence de tem- 
pérature; cette différence ne s’annule, généralement parlant, qu’à 
l’état d'équilibre thermique total 
lorsque la température du gaz est 
constante !). 

Au voisinage d’une surface solide 
(à des distances qui ne sont pas 
grandes ni trop petites) le gradient 
de température du gaz peut être 
considéré constant, de sorte que la 
variation de la température en fonc- 
tion de la distance est représentée 
par une droite. Pourtant au voisi- 
nage immédiat de la paroi (à des 
distances <l) l'allure de la tem- 
pérature est, généralement parlant, . 
plus compliquée et le gradient de Fig. 1 
température n'est pas constant. 

L’allure caractéristique de la température du gaz près de la sur- 
face est représentée par la ligne continue de la figure 1. 

Mais cette allure réelle de la température au voisinage immédiat 
de la paroi, relative à des distances comparables au libre parcours 
moyen, est sans importance pour l'étude de la répartition de la 
température dans tout le volume du gaz. En étudiant la répartition 
de la température près de la paroi solide, nous ne nous intéressons 
en fait qu’à la partie rectiligne de la courbe de la figure 1, qui s’é- 
tend à des distances grandes par rapport au libre parcours moyen. 
L'équation de cette droite se détermine par son angle d’inclinaison 
et le segment qu’elle coupe sur l’axe d'ordonnées. Ainsi, ce n'est 
pas le vrai saut de température près de la paroi qui nous intéresse, 
mais le saut obtenu en extrapolant la température du gaz jusqu’à 
la paroi elle-même, son gradient étant considéré constant près de 
la paroi jusqu'à la distance nulle (ligne en traits interrompus de la 
figure 1). Nous entendrons par ôT précisément un tel saut extrapolé 
de température et le définirons comme la différence entre la tempé- 
rature du gaz et la température de la paroi (sur la figure 1 la tempé- 
rature de la paroi est prise égale à zéro). 


T 


1) Quand il s'agit de la température du gaz dans des régions dont les di- 
mensions sont de l’ordre du libre parcours moyen des particules, il faut en toute 
rigueur définir ce qu'on entend par notion de température. Nous déterminerons 
la température dans ce cas par l'énergie moyenne des molécules en endroit con- 
sidéré du gaz, la fonction définissant la température par l'énergie moyenne des 
molécules étant supposée la même que celle pour de grands volumes de gaz. 
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Si le gradient de température est nul, le saut ô7 disparaît lui 
aussi. Aussi, lorsque les gradients de température ne sont pas trop 
grands, 


ôT=g (14.9) 


(la dérivée est prise par rapport à la direction de la normale à la 
surface, dirigée vers l'intérieur du gaz). Le coefficient g peut être 
appelé coefficient de saut de température. Si la température du gaz 
augmente à mesure qu'on s'éloigne de la surface vers l'intérieur 
du gaz (0T/0n > 0), on a aussi ÔT > 0; dans ce cas le coefficient g 
est positif. 

Des phénomènes analogues se produisent sur la frontière entre 
une paroi solide et un gaz en mouvement. Au lieu de « coller » en- 
tièrement à la surface, le gaz raréfié conserve près de la surface une 
certaine vitesse. petite mais finie: on dit que le gaz glisse près 
de la surface. D'une manière analogue à la formule (14.9) on a pour 
la vitesse v, de ce glissement : 


INR (14.10) 


où F, est la composante tangentielle de la vitesse près de la paroi. 
Tout comme g, le coefficient de glissement E est positif. Les mêmes 
remarques que celles qui ont été faites au sujet du saut de tempéra- 
ture ÔT défini par (14,9) se rapportent à la valeur de v,. Cette vitesse 
n'est pas, en toute rigueur, une vitesse vraie du gaz près de la paroi 
elle-même. mais une vitesse extrapolée dans l'hypothèse où le gra- 
dient 0V,/0n dans la couche gazeuse adhérente à la paroi est constant. 

Les coelficients g et E ont les dimensions d’une longueur et sont 
de l'ordre du libre parcours moyen: 


PT (14.11) 


Le saut de température et la vitesse de glissement sont donc des 
quantités du premier ordre en {/L. Pour calculer les coefficients g 
et £ il faudrait résoudre l'équation cinétique pour la fonction de 
répartition des molécules de gaz au voisinage de la surface. Cette 
équation devrait tenir compte des collisions des molécules avec la 
paroi, ce qui exige de connaître la loi de la diffusion des molécules 
lors de telles collisions. 

Si la droite en traits interrompus de la figure 1 est prolongée 
jusqu’à l'intersection avec l'axe d’abscisses, elle coupera sur cet axe 
un segment de longueur g. En d’autres termes, on peut dire que la 
répartition de la température en présence d’un saut de température 
est la même que celle qui aurait lieu en l'absence de ce saut mais avec 
la paroi éloignée à une distance égale à g. Celte même remarque 
s'applique intégralement au glissement du gaz, la paroi étant éloi- 
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gnée à la distance &. 11 va sans dire qu'avec de tels remplacements 
on ne doit garder dans les solutions des problèmes hydrodynamiques 
que des termes du premier ordre en g ou en Ë. La prise en considéra- 
tion des sauts de température ou de la vitesse étant équivalente 
au déplacement des frontières à une distance de l'ordre de 
l, les corrections qui en résultent pour les solutions des problèmes 
sont de l'ordre de {9/0r — L/L. c'est-à-dire du premier ordre en 
UL. 

A côté des corrections aux conditions aux limites que nous ve- 
nons d'examiner, il existe d’autres effets du même ordre en l/L 
qui sont dans de nombreux cas plus importants parce qu’ils donnent 
lieu à l'apparition de phénomènes qualitativement nouveaux. 

Un de ces effets est le mouvement du gaz au voisinage d’une sur- 
face solide inégalement chauffée qu'on convient d'appeler glisse- 
ment thermique. En un certain sens cet effet est analogue à la ther- 
modiffusion dans un mélange de gaz. De même qu’en présence d’un 
gradient de Lempérature dans le mélange gazeux les collisions avec 
les molécules d’un gaz « étranger » conduisent à l'apparition d’un 
flux de particules, dans le cas considéré un flux prend naissance par 
suite des collisions des molécules avec une paroi inégalement chauf- 
fée dans une étroite (d'épaisseur —</) couche superficielle de gaz. 

Désignons par V, la vitesse tangentielle acquise par le gaz au 
voisinage de la paroi par suite du glissement thermique et par 
ViT, la composante tangentielle du gradient de température. On 
peut affirmer qu’en première approximation V, est proportionnelle 
à ViT, c'est-à-dire que pour une surface isotrope 


V, = UViT. (14.12) 


Le coefficient p doit être proportionnel au libre parcours moyen 
(car il est lié aux particules dans une couche de gaz de telle épais- 
seur). Il résulte alors des considérations de dimension que pu — l/mv. 
En exprimant le libre parcours moyen par l'intermédiaire de la 
section efficace de collisions et la densité du gaz, on obtient ! = 
= A/No = TloP et finalement 


4 7, : 
LL Ve (14.13) 


Le signe du coefficient u ne se détermine pas par des exigences ther- 
modynamiques ; d’après les données expérimentales on a ordinai- 
rement pu > 0. 

Enfin, il y a encore un effet de surface: l'apparition dans le gaz 
en mouvement d’un flux thermique superficiel (c'est-à-dire concen- 
tré dans une couche d'épaisseur —/ adjacente à la paroi) supplé- 
mentaire qiup proportionnel au gradient de la vitesse tangentielle. 
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normal à la surface: 


, ov 
sup = = (14,14) 
(les dimensions de ce flux sont erg/cm:.s). 

Les coefficients u et p sont liés l’un à l’autre par une relation qui 
découle du principe d'Onsager. Pour établir cette relation, considé- 


rons la partie « surface » S.,, de la croissance de l’entropie, liée 
au mouvement du gaz près de la paroi (et rapportée à l'unité de 
surface de la paroi). Cette croissance se compose de deux parties. 
Premièrement, la présence de flux thermique qu apporte à la 


dérivée Sp une contribution 
—T 2qsupVT 


(cf. une expression analogue pour la croissance de l’entropie liée 
au flux thermique volumique, VI, $ 49, 1X, $ 88). Deuxièmement, 
la paroi balayée par le gaz est soumise à la force de frottement égale 
(étant rapportée à l’unité de surface) à —n0V,/0n. L'énergie dissipée 
par unité de temps est égale au travail de cette force 


Ve 
4 ôn Ve 


et divisée par 7, elle donne une contribution correspondante à l’ac- 
croissement de l’entropie. Ainsi, 


1 1 Q 
Sup = — 77 AupVT —-7 nVe 


Vi: 
ôn 


(44,15) 


Prenons maintenant comme grandeurs X, figurant dans la for- 
mulation générale du principe d’Onsager ($ 9) les vecteurs 


Xi=-r WT, X=+ 


Alors la comparaison de (14,15) à l’expression générale (9,3) montre 
que les grandeurs z, correspondantes seront les vecteurs 
X1—= sup X=10V:. 
Quant au rôle des « équations du mouvement» (9,1), il est joué 
par les relations (14,12) et (14,14); en les écrivant sous la forme 
% = ToX:, Xe = qu7X,, 
nous obtiendrons la relation cherchée 


e = Tnu (44.16) 
(L. Waldmann, 1967). 
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Problèmes 


4. Deux récipients contenant un gaz à des températures différentes Tet 
T, sont reliés l’un à l'autre par un long tube. Une différence de pression s'éta- 
blit entre les gaz dans les deux récipients par suite du glissement thermique 
(effet thermomécanique). Déterminer cette différence. 

Solution. La condition à la limite sur la surface du tube lors de l'écou- 
lement de Poiseuille sous? l'effet des gradients de pression et de température, 
compte tenu du glissement thermique, stipule: v = u dT/dr pour r = R (où À 
est le rayon du tube, l'axe x est orienté suivant la longueur du tube). On trou- 
ve de er DiteIle (voir VI, $ 17) la répartition des vitesses suivant la sec- 
tion du tube: 


ne 1 dP pe aT 
PRG at ON 
LE AUSRREE (masse) de gaz traversant la section du tube par unité de temps est 
gale à 
ms PU ee 2 IT 
Q= 8n dr +purR a (1) 
(où p est la densité du gaz). A l'état d'équilibre mécanique Q = 0, d’où 


_dP _ 8nn dT 


dx R° dz 


En intégrant sur toute la longueur du tube, on trouve pour la différence de 
pression : 


8 
Ps—P1= RE (TT) 
(lorsque les différences T, — T, ne sont pas Que grandes, on peut considérer 
u 


que les coefficients n et u sont constants). L'évaluation de l'ordre de grandeur 
e l'effet (à l’aide de (14,13) et (8,11)) donne 


ôP__ ôT 


P RE T° 


La répartition des vitesses suivant la section du tube pour Q@ = U est de la forme 


Le gaz s'écoule dans le sens du gradient de température (v > 0) le long de 
parois et en sens inverse (v < 0) au voisinage de l'axe du tube. 


2. Deux tubes (de longueur L) de rayons différents (R, << R.) sont reliés 
par leurs extrémités ; les endroits de raccord sont maintenus à des températures 
différentes (7, > T;; la différence T; — T, est petite). Par suite du glissement 
thermique il s'établit un mouvement circulaire du gaz dans les tubes. Calculer 
le débit total du gaz passant par la section des tubes. 

Solution. En divisant par R1 la relation (1) du problème ! et en inté- 
grant sur le contour fermé constitué par les deux tubes, on obtient 


RÈRI 


p T LL] a: 
Qo= (Ta— Ti) (R5—-R}?) TER 


Le gaz s'écoule dans le sens indiqué sur la figure 2. 
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3. Déterminer la force F exercée sur une sphère (de rayon À) immergée 
dans un gaz où on maintient un gradient de température constant VT = A. 

Solution. La répartition de la température à l'intérieur de la sphère 
est donnée par la formule 


3% 
= A+ Ar cos 6, 
où x, et x. sont les coefficients de conductibilité thermique de la sphère et du 
gaz; r et Ü, les coordonnées sphériques ayant comme origine le centre de la 
sphère el comme axe polaire la direction de A (voir VI, 
$ 50. problème 2). On en tire pour le gradient de tem- 
pérature le long de la surface de la sphère: 
1 QT 342 . 
RW ao oi 6. 
2R: Le mouvement laminaire qui prend naissance par 
suite du glissement thermique se détermine par un seul 
vecteur A. Aussi la solution correspondante de l’équa- 
tion de Navier-Stokes doit-elle être cherchée sous la 
même forme que dans le problème sur une sphère se 
déplaçant dans un liquide (voir V, $ 20): 


— A<+n(An) ,, 3n(An)—A 
7 ne. - 


T: TR , 


Fig. 2 où n = r/r (la constante additive est omise dans l’expres- 
sion de v parce qu'on doit avoir v = 0 pour r —+ ). 
Les constantes a et b se déterminent par les conditions 


oT 
vr=0, = pour r=R 
et sont égales à 
e D _32,Rn 
DORE 2(k+2%) ©? 


La force agissant sur la sphère a pour valeur 


A2rnuRx. 


re 2 LE 


F=8xanA = — 


Pour que les effets de surface examinés dans les problèmes soient réellement 
petits devant les effets en volume, la température doit varier peu, dans les 
problèmes 1 et 2 sur le rayon du tube et dans le problème 3, sur le rayon de la 
sphère. 


4. Deux récipients reliés l'un à l'autre par un tube long contiennent un 
gaz à une même température mais sous des pressions différentes P, et P,. Cal- 
culer le flux thermique entre les récipients qui accompagne l'écoulement de 
Poiseuille du gaz dans le tube (effet mécanocalorifique). 

Solution. Suivant les formules (14,14) et (14,16) le flux thermique le 
long des parois du tube a pour expression 


, dv 
g'= Ra =2aRTqp 7. 
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D'un autre côté, la condition d'équilibre mécanique lors de l'écoulement sta- 
tionnaire donne 
dv dP P,—P 
UD — — Se = SR EN, 
2aR1n PH FE =aR T : 


On en déduit finalement 


g = aR?Tu (P; — P;) L. 


$ 15. Phénomènes dans des gaz fortement raréfiés 


Les phénomènes examinés au paragraphe précédent ne sont que 
des effets correctifs liés aux degrés supérieurs du rapport du libre 
parcours moyen / aux dimensions caractéristiques L du problème; 
ce rapport a été supposé petit comme auparavant. Mais si le gaz est 
si raréfié (ou si les dimensions Z sont si petites) que L/L :: 1, l’équa- 
tion hydrodynamique devient tout à fait inapplicable même avec 
des conditions aux limites corrigées. 

Dans le cas général d’un rapport {/L quelconque il est en prin- 
cipe nécessaire de résoudre une équation cinétique avec des condi- 
tions aux limites sur les surfaces solides en contact avec le gaz, qui 
se déterminent par l'interaction des molécules de gaz avec la surface 
et lient la fonction de répartition des particules tombant sur la 
surface à la fonction de répartition des particules qui quittent cette 
surface. Si cette interaction se réduit à la diffusion des molécules 
(sans leur transformation chimique. ni ionisation. ni leur absorption 
par la surface), elle se décrit par la probabilité & (T”, T) dl” pour 
une molécule à valeurs données de l d’être réfléchie par la surface 
qu'elle ehoque dans un intervalle donné dF”; la fonction # est nor- 
malisée par la condition 


Le(T, Fdl'=21. (15.1) 


La condition à la limite pour la fonction de répartition f (T) s'ecrit 
à l’aide de w sous la forme 


äs \ w(T'. lhnvf(l)dP=nv'i(l") pour nv'>0. (15,2) 

nv< 0 
L'intégrale au premier membre (multipliée par dl”) traduit le nombre 
de molécules tombant sur 1 cm* de surface en 1 s et se trouvant dans 
l'intervalle donné dl"; l'intégration se fait sur le domaine des va- 
leurs de l correspondant aux molécules se dirigeant vers la surface 
(n étant le vecteur unitaire de la normale extérieure à la surface 
du corps). Le second membre de la condition (15,2) exprime le 
nombre de molécules quittant la surface (pendant le même temps et 
de la même surface); les valeurs de T”’ dans les deux membres de 
l'égalité doivent correspondre aux molécules se déplaçant à partir 

de la surface. 
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A l’état d'équilibre, lorsque la température du gaz est égale 
à celle du corps, la fonction de répartition tant des particules inci- 
dentes que des particules réfléchies doit être celle de Boltzmann. 
ll en résulte que la fonction w satisfait identiquement à l'égalité 


w([’, l)nve-®7T: dl = —nv'e-e"/Ti, (15,2) 
nv<0 


qui s'obtient en portant dans (15,2) f (©) = const-exp (—e/T,;), 
où 7; est la température du corps. 

Dans la formulation générale qui vient d’être décrite la solution 
du problème sur le mouvement d’un gaz fortement raréfié est certes 
bien délicate. Mais le problème peut être énoncé sous une forme plus 
simple dans des cas limites où le gaz est si fortement raréfié que le 
rapport l/L > 1. 

Une grande catégorie de tels problèmes se rapporte à des situa- 
tions où une masse considérable du gaz occupe un volume dont les 
dimensions sont grandes aussi bien par rapport aux dimensions L 
des corps solides plongés dans le gaz que devant le libre parcours 
moyen /. Les collisions des molécules avec la surface des corps sont 
alors relativement rares et insignifiantes devant les collisions entre 
les molécules elles-mêmes. Si le gaz est par lui-même en équilibre 
avec une certaine température T,, on peut considérer que dans ces 
conditions l'équilibre ne sera pas troublé par un corps immergé 
dans le gaz. Des différences de température quelconques peuvent 
alors exister entre le gaz et le corps. Cette même remarque s’appli- 
que aux vitesses du mouvement macroscopique. 

Soit t — T, — T, la différence entre la température du gaz et la 
température d’un certain élément df de la surface du corps et V, 
la vitesse de mouvement du gaz par rapport au corps. Lorsque + 
et V ne sont pas nuls, il se produit, premièrement, un échange de 
chaleur entre le gaz et le corps et, deuxièmement, le gaz exerce 
une certaine force sur le corps. Désignons par q la densité de flux 
thermique dissipatif dirigé du gaz vers le corps. Quant à la force 
agissant en chaque point de la surface du corps (et rapportée à l’uni- 
té de surface), elle sera désignée par F — Pn (où n est la direction 
de la normale extérieure). Ici le second terme traduit la pression 
ordinaire du gaz, et F est la force supplémentaire liée à t et V qui 
nous intéresse. Les grandeurs gq et F sont des fonctions de + et V, 
qui s’annulent en même temps que ces dernières. 

Si les grandeurs + et V sont suffisamment petites (la première par 
rapport aux températures elles-mêmes du gaz et du corps et la se- 
conde, par rapport à la vitesse thermique des molécules de gaz), 
get F peuvent être développées en série de puissances de + et de V 
en ne gardant que des termes linéaires. Désignons par F, et V, les 
composantes de F et de V suivant la normale n et par F,, V,, leurs 
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composantes tangentielles: ces dernières sont des vecteurs à deux 
composantes indépendantes. Alors le développement indiqué sera 
de la forme 


g=at + BVh, F, = yt + 6V,, F, = OV;, (15,4) 


où æ, B, y, Ô, 8 sont des constantes (plus exactement, des fonctions 
de la température et de la pression) caractéristiques de chaque gaz et 
de chaque substance solide donnés. Par raisons de symétrie les gran- 
deurs « scalaires » get F, ne peuvent pas contenir des termes linéai- 
res en vecteur V,. Pour cette même raison des termes linéaires en 
« He » tTet V, ne figurent pas dans le développement du vec- 
teur t. 

Les grandeurs &, 6, 8 sont positives. Par exemple, si la tempé- 
rature du gaz est plus élevée que celle du corps (rt > 0), la chaleur 
passera du gaz vers le corps, c’est-à-dire que la partie correspon- 
dante du flux q sera positive ; c'est pourquoi & >> 0. Puis, les forces 
Fn, F, dues au mouvement du gaz par rapport au corps et exercées 
sur le corps doivent être dirigées dans le même sens que celui des 
V, et V,; on a donc 6 > 0, 8 > 0. Quant aux coefficients $ et y, 
leur signe ne se détermine pas à partir des considérations thermody- 
namiques générales (bien qu’en fait ils soient, à ce qu’il paraît, 
positifs). Ils sont liés l’un à l'autre par une simple relation résul- 
tant du principe de symétrie des coefficients cinétiques. 

Pour établir cette relation, calculons la dérivée par rapport au 
temps de l’entropie totale de tout le système constitué par le gaz et 
le corps qu’il entoure. Par unité de temps le corps reçoit de la part 
du gaz par chaque élément de surface df une quantité de chaleur 
g df. 1l en résulte un accroissement de l’entropie S, du corps 

S, = $+- df, 
où l'intégration s'effectue sur toute la surface du corps. 

Pour calculer l'accroissement de l’entropie du gaz, prenons un 
système de coordonnées où le gaz est au repos (à l'endroit de l'em- 
placement du corps); dans ce référentiel, la vitesse de chaque point 
appartenant à la surface du corps est égale à — V. Dans le but de 
démontrer la relation cherchée, nous supposerons que la forme du 
corps peut varier lors de son mouvement; alors les vitesses V des 
différents points de sa surface seront des variables indépendantes 
quelconques. Conformément à la relation thermodynamique dE — 
= TdS — Pdÿ la variation de l’entropie du gaz par unité de 
temps est égale à 


S=+ (Ës+ PT) 


(les grandeurs assorties de l'indice 2 se rapportent au gaz). En vertu 
de la conservation de l'énergie totale du système, la dérivée E, est 
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égale à la variation changée de signe de l'énergie du corps. Cette 
dernière vaut la somme de la quantité de chaleur $ g df et du tra- 


vail effectué sur le corps et égal à l'intégrale $ (—V) (F — Pn) dj. 
On en tire pour la variation de l'énergie du gaz: 


2 = Ÿ (9 + FaVa + FiVe — PaVa) df. 


Quant à la variation du volume du gaz, elle est égale à la variation 
changée de signe du volume du corps: 


Fa $Vadf. 
Ainsi, on a pour la variation de l’entropie du gaz: 
e 1 È 
Se= 7 Ÿ(— 9 + FaVn + FiVi) dj. 


En additionnant les dérivées de S; et de S, et en posant ensuite que 
T, æ Te = T (pour de petites valeurs de +), on obtient finalement 
pour la vitesse de variation de l’entropie totale du système: 


S=([H+ pe + Et ar. (15,5) 


Prenons comme grandeurs z;, Zu, Zs. z, intervenant dans la 
formulation générale du principe d'Onsager ($ 9) qg, FA et deux 
composantes du vecteur F, (en chaque point donné appartenant à la 
surface du corps) respectivement. Pour élucider le sens des gran- 
deurs X, correspondantes, comparons la formule (15,5) avec l'ex- 
pression générale donnant la vitesse de variation de l’entropie (9,3). 
On verra que les grandeurs X,. X+, X3, X,4 seront —t/T°, —V,/T 
et deux composantes du vecteur — V,/T au même point respecti- 
vement. Pour ce qui est des coefficients cinétiques (coefficients 
intervenant dans les relations (9,1)), ils ont pour expression 


Yu = AT, Voee = ÔT, Yss = Vas = OT, 
Vie = BT, Ya = YT*. 
De la symétrie Ye = Ye, On déduit ainsi la relation cherchée 
= vT. (15,6) 
Notons aussi que de la condition de positivité de la forme quadra- 


tique (9,3) (S > 0) résultent des inégalités «&, 6, 6 > 0 déjà mention- 
nées et encore l'inégalité 


Taë > f*. 
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Le calcul des coefficients figurant dans (15,4) exige que l'on 
connaisse la loi concrète de diffusion des molécules de gaz par la 
surface du corps, exprimée par la fonction w (T”, l) introduite plus 
haut. Etablissons à titre d'exemple une formule permettant en 
principe de calculer la grandeur «. 

La densité de flux d'énergie venant du gaz vers le corps s’expri- 
me par l'intégrale 


q= \ (e—e')llw(l”’, l)f(l)dl dl’ (15.7) 


(prise sur le domaine v, < 0, v, > 0); l'énergie transmise à la pa- 
roi chaque fois qu'elle est choquée par une molécule est égale à 
E —e’. 

Transformons cette expression à l’aide du principe de l'équilibre 
en détail qui indique qu’à l’état d'équilibre le nombre de transitions 
F — [’ lors de la diffusion des molécules par la paroi est égal au 
nombre de transitions L'7 —+ ['. Cela signifie que 

Pr Mie . UE | _ T Opel u—Ee" = 

w(T”, T) ul exp (= }=w 7, P7)estexp F- ) (5,8) 
(à l’état d’équilibre la température du gaz est égale à celle de la 
paroi). 

Effectuons dans (15,7) le changement de désignation des varia- 
bles d'intégration FT T [I'— [T. En prenant une demi-somme des 
deux expressions ainsi obtenues, on peut écrire 


g=+ | (@—e)ers le (I, M) joel ee 


—w (17, IT) Josle-e/T:] dl dl”. 


Enlin, en y portant w (T7, l'7) donnée par (15,8) et en développant 
ensuite l'expression sous le signe d'intégration en puissances de la 
petite différence t = T, — T,, on trouve que g = at, où 


1 4,12 Là =. r , 
ar | (e—e} lv.|w(T", lJexp (=) ar dr 


(&, <0, v>0) (15,9) 
(l'indice de la température T, Æ T, est omis). 

La fonction de répartition des molécules diffusées par la paroi 
dépend du caractère concret de leur interaction avec la paroi. On 
dit qu'il y a une accommodation totale si les molécules réfléchies par 
chaque élément de surface du corps ont (indépendamment de la 
grandeur et de la direction de leur vitesse avant la collision) la même 
répartition que celle que les molécules auraient dans un faisceau 
sortant d’un petit orifice dans un récipient rempli de gaz à tempéra- 
ture égale à celle du corps. Autrement dit, lorsque l’accommodation 
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est totale, le gaz diffusé par la paroi se met en état d'équilibre ther- 
mique avec cette dernière. Il est logique de comparer la grandeur 
des coefficients intervenant dans (15,4) précisément avec leurs va- 
leurs dans le cas de l’accommodation totale. En particulier, l’échan- 
ge d'énergie entre les molécules de gaz et la paroi solide est ordinaire- 
ment caractérisé par le coefficient d’accommodation défini comme 
le rapport «/«, (où &, correspond à l'accommodation totale). Dans 
des cas réels, l'accommodation totale n'est pas, généralement par- 
lant, atteinte et le coefficient d’accommodation est inférieur à l’unité. 

Des considérations suivantes permettent de s'assurer que la va- 
leur de &, est réellement la plus grande possible. Considérons l’entro- 
pie $ (15,5) d’un point de vue un peu différent : non pas comme une 
entropie totale de l’ensemble du corps et du gaz, mais comme l’en- 
tropie du corps et seulement de l’ensemble des molécules du gaz qui 
tombent sur la surface du corps pendant l'intervalle de temps At. 
Pour ce dernier système la réflexion des molécules avec une accom- 
modation totale signifie le passage à l’état d'équilibre total, de sorte 
que son entropie prend sa valeur maximale possible. Par voie de 


conséquence la variation de l’entropie AS = SAt, qui accompagne ce 
passage, sera elle aussi maximale possible !). En d’autres termes, 
dans le cas de l'accommodation totale la forme quadratique (9,3) doit 
être maximale pour toutes valeurs données des grandeurs X, (c’est-à- 
dire de t, V,, V;,). En affectant de l'indice zéro les valeurs cor- 
respondantes des coefficients Yas, écrivons cette condition sous la 
forme suivante : 


Go—@ ei LE Wa+ LR À = Vi> 0. 


T 
Il en résulte les inégalités 
do > Ar O9 > Ô, Bo > 6. 
T (@o — &) (69 — 6) > (Bo — BY. (15,10) 


Considérons l'écoulement d'un gaz fortement raréfié à travers 
un petit orifice (de dimension linéaire L). Dans le cas limite où 
UL 5 1, ce processus a un caractère bien simple. Les molécules 
de gaz quitteront le récipient l’une indépendamment de l’autre en 
formant un faisceau moléculaire dans lequel chaque molécule se 
déplace avec la vitesse qu'elle avait à l’instant où elle a atteint l’ori- 
fice. Le nombre de molécules sortant en 1 s de l'orifice est égal au 


1) Dans ces considérations il importe que le corps (qui joue le rôle de « ré- 
servoir thermique ») peut être considéré comme étant en état d'équilibre au 
cours de tout le procassus, tandis que l'entropie d'un gaz parfait dépend uni- 
quement de la loi de distribution de ses molécules et non pas de la loi de leur 
interaction les unes avec les autres. 
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nombre de collisions que subiraient pendant le même temps les mo- 
lécules de gaz avec une surface d’aire égale à l’aire s de l’orifice. 
Le nombre de collisions rapporté à l'unité de surface de la paroi est 
égal à P (2xmT)-V®, où P est la pression du gaz et m, la masse de la 
molécule (voir V, $ 39). Ainsi, pour la quantité (masse) de gaz sor- 
tant en 1 s de l’orifice, on trouve 


Q=PV (15,11) 


Si deux récipients remplis de gaz sont reliés l’un à l’autre par un 
orifice, dans le cas de ! & L, à l’état d'équilibre mécanique les pres- 
sions P, et P, des gaz seront identiques indépendamment des valeurs 
de leurs températures T, et T.. Si 1 > L, la condition d'équilibre 
mécanique sera l'égalité des nombres de molécules passant par l'ori- 
fice d'un récipient dans l’autre et inversement. Suivant (15,11) 
cela conduit à l'égalité 


Lo, (15,12) 


Ainsi, les pressions des gaz raréfiés contenus dans deux récipients 
communicants seront différentes et leur rapport sera égal à celui des 
racines des températures (effet Knudsen). 

Jusqu'ici il s'agissait des phénomènes se déroulant dans une mas- 
se considérable d’un gaz fortement raréfié qui était par lui-même à 
l'équilibre. Etudions sommairement les phénomènes d’un autre ca- 
ractère dans lesquels le gaz lui-même n'est pas à l’état d'équilibre. 
Tel est, par exemple, le transfert de chaleur entre deux plaques soli- 
des portées à des températures différentes et plongées dans un gaz 
raréfié, la distance entre les plaques étant petite par rapport au libre 
parcours moyen. Les molécules se déplaçant dans l’espace entre les 
plaques ne subissent pratiquement pas de collisions les unes avec les 
autres et, en se réfléchissant sur l’une des plaques, se meuvent libre- 
ment jusqu’à la collision avec l’autre. Lors de la diffusion par la 
plaque plus chaude les molécules en reçoivent une certaine énergie 
et ensuite, en choquant la plaque plus froide, elles lui cèdent une 
partie de cette énergie. Dans ce cas le mécanisme de transmission de 
la chaleur diffère notablement du mécanisme de conduction de la 
chaleur ordinaire dans un gaz non raréfié. 1] peut être caractérisé 
par le coefficient de transmission de la chaleur x défini (par analogie 
avec le coefficient de conductibilité thermique ordinaire) de telle 
sorte que 

q= ACT (15,13) 


où g est la quantité de chaleur transmise (rapportée à l'unité de 
surface des plaques, par unité de temps), 7, et T. sont les tempéra- 
6—01298 
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tures des plaques et L est la distance qui les sépare. L'ordre de gran- 
deur du coefficient x peut être évalué à l’aide de la formule (7,10). 
Etant donné qu’au lieu des collisions des molécules les unes avec les 
autres nous avons maintenant affaire aux collisions directes avec les 
plaques, le libre parcours moyen L doit être remplacé par la distance 
L entre les plaques. Ainsi, on a 
Ré LoN DE : 
y m 
Le coefficient de transmission de la chaleur dans un gaz fortement 
raréfié est proportionnel à la pression, à l'inverse du coefficient de 
conductibilité thermique d’un gaz non raréfié, qui ne dépend pas de 
la pression. Soulignons pourtant que le coefficient x n'est pas une 
caractéristique uniquement du gaz lui-même: il dépend aussi des 
conditions concrètes du problème (de la distance L entre les plaques). 
Un phénomène analogue est représenté par la « viscosité » d’un 
gaz fortement raréfié qui se manifeste par exemple lors du mouvement 
relatif de deux plaques placées dans ce gaz (on a toujours L 1). Le 
coefficient de viscosité n doit être défini maintenant de telle sorte 
que 


(15.14) 


F = nVIL, (45,15) 


où F est la force de frottement subie par la plaque en mouvement 
(rapportée à l'unité de surface de cette plaque) et V, la vitesse de 
mouvement de l’une des plaques par rapport à l’autre. En substi- 
tuant dans (8,11) la distance L au libre parcours moyen L. on obtient 


n=mNL= LP, (45,16) 


c'est-à-dire que la viscosité d’un gaz raréfié est elle aussi proportion- 
nelle à la pression. 


Problèmes 


4. A l'instant initial : = 0, le gaz occupe un demi-espace x << 0. En négli- 
geant les collisions, déterminer la répartition de la densité à des instants ulté- 
rieurs. 

Solution. Les collisions étant négligées, l'équation cinétique prend 
la forme 


ôf 9 _ 

arte D 
dont la solution générale est f = f (r — vt, v). En tenant compte de la condi- 
tion initiale, on obtient dans ce cas 


f= fo (v) pour v. > z/t, f = 0 pour v, < zit, 
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où f, est la distribution maxwellienne. La densité du gaz est 
(02 œ 


F = 
N(t, x)= \ \ \ foto) m5 dos do, do, = | 1—® (+ 77) | : 


— 0 x/t 


9 


E 
D (&)— Vz \ er dy, 
” 0 


et N, est la densité initiale. Etant obtenues dans l'hypothèse où les collisions 
sont négligées, ces formules ne sont valables que dans le domaine | r | 1. 


2. Déterminer la force exercée sur une bille de rayon À en mouvement à 
la vitesse V dans un gaz raréfié. 

Solution. La force totale opposée au mouvement de la bille a pour 
expression 


= vs (5428). 


3. Déterminer la vitesse à laquelle se déplacera dans un gaz raréfié un dis- 
que plan non pesant dont les faces sont portées à des températures différentes 
T\ et 7. 

? Solution. La vitesse V du mouvement du disque (dans une direction 
perpendiculaire à son plan) se déterminera par la condition de nullité de la 
somme des forces agissant sur ses deux faces. Le disque se déplacera, la face 
moins chaude en avant, à une vitesse égale à 


(on suppose que T; > Ti). 


Le Calculer la valeur «, du coefficient & dans le cas d’une accommodation 
totale. 

Solution. La quantité d'énergie apportée en unité de temps par des 
molécules entrant en collision avec l’unité de surface du corps est égale à 


\ favxe dT, où f, est la fonction de répartition de Boltzmann pour la tempéra- 


ture 7, du gaz (e est l'énergie de la molécule et l'axe des x est dirigé perpendi- 
culairement à la surface du corps). La quantité d'énergie emportée par les mê- 
mes molécules s'obtient à partir de cette expression (dans le cas d'une accom- 
modation totale) en remplaçant tout simplement la température 7, du gaz par 
la température 7, du corps. Le flux thermique est 


a= | (near 


(où l'intégration sur v., est à effectuer dans les limites de 0 à œ). Ecrivons l'éver- 
gie de la molécule sous la forme £ = ent + mv°/2 où ejnt est l'énergie interne. 
Pour chacune des intégrales le calcul donne la valeur 


\ Jevs AT = v (Eint+27) = v (E+ +) =vT (c+5) y 


où & = c,T est l'énergie moyenne de la molécule et v — P/V2xmT, le nombre 
de molécules qui entrent en collision en 1 s avec 1 cm de surface. La chaleur q 
est égale à la différence entre les énergies des molécules arrivantes et partantes 
pour le même nombre de ces molécules, c’est-à-dire pour le même v. Pour le 
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coefficient figurant dans g = & (T2 — T;) on trouve finalement la valeur sui- 
vante 
P 1 
27e (+2) 
(la différence T2: — T; est supposée petite, de sorte qu’on pose T, & T; za T). 
5. Même problème pour les coefficients B et y. 
Solution. La composante normale de l'impulsion apportée par des 


molécules entrant en collision en 1 s avec 1 cm® de surface du corps est égale à 
la moitié de la pression du gaz. En exprimant la pression au moyen de v, on 


obtient 
4 amT 
=YV 5 . 


En prenant la différence entre les valeurs de cette grandeur aux températures 
T; et 7, et les mêmes v, on obtient la force supplémentaire F, due à la diffé- 
rence de température. En supposant petite la différence 7: — T;, on trouve 


Yo = P/4T. 


is] ce 


Pour le coefficient B on a suivant (15,6) B, = P/4. 


6. Même problème pour les coefficients ô et 0. 

Solution. Prenons un système de coordonnées où le corps est au repos 
et le gaz se déplace à la vitesse V ; l'axe x est dirigé suivant la normale à la sur- 
face et le plan y est choisi de telle sorte que la vitesse V se situe dans ce plan. 
La fonction de répartition dans ce système est 


f=const-exp {EE Que Va) (ou — Vu)s+ot} - 


Quant aux molécules réfléchies, elles ont dans le cas de l’accommodation to- 
tale une fonction de répartition avec V = 0; t est supposé nul. 

Pour calculer la force tangentielle F, nous posons V, — 0. La composante 
y totale de l'impulsion apportée par les molécules tombant sur la surface du 
corps est 


\ mvoyvefdT =mV, \ vefdl =mVyv 


(l'intégration sur v, s'effectue partout dans les limites de 0 à oo). Quant à la com- 
posante y de l'impulsion qu'elles emportent, elle disparaît. Ainsi, F, — mvV,, 


de sorte que 
m 
D=vm=PY : 


Supposons maintenant que V, 0, V,, = 0. On a à des termes du premier 
ordre en V, près 


MUx 


f=fo+Vx T fo. 


où fo est la fonction de répartition avec V = 0. Le nombre de molécules en- 
trant en collision en 1 s avec 1 cm? de surface est 

P PV: 
v—= \ fo; dl = Va 27 
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La composante x de l’impulsion apportée par ces molécules a pour expression 


P 2m 
\ mvËf dl= + PVx + . 
Les molécules réfléchies sur la paroi ont une fonction de répartition avec V, = 


= 0 normalisée de telle sorte que l'intégrale | fv, dl soit égale au nombre v, 


déterminé que haut, de molécules incidentes. La composante r emportée par 
ces molécules est égale à 


v P PV, sum 
ms eue où 


La force normale additionnelle à la pression est F, = 6,V,, où 


NSP (2++)=< +. 


2nT 


7. En se plaçant dans l'hypothèse d’une accommodation totale, déterminer 
la température d'une plaque qui se déplace à la vitesse V dans un gaz raréfié 
parallèlement à elle-même dans le plan coïacidant avec le plan de la plaque. 

Solution. En procédant de même qu’au problème 4, on a pour l’éner- 
gie apportée 


v (ere + ide ] : 


et pour l'énergie emportée 


\T, (ot) ; 


En égalant entre eux ces flux, on trouve 


8. Déterminer la quantité de gaz s'écoulant en unité de temps à travers la 
section droite d'un tube cylindrique (de rayon AR) sous l'effet des frdisnts de 
pression et de température. Le gaz est raréfié à un tel point que le libre par- 
cours moyen / > R !). Les collisions des molécules avec les parois du tube assu- 
rent une accommodation totale. 

Solution. La répartition en vitesse des molécules réfléchies sur la pa- 
roi dans le cas d'une accommodation totale est de la forme v,fd®p, où f est la 
Jonction de répartition maxwellienne et l'axe des x est perpendiculaire à la 
surface de la paroi. En désignant par © l'angle entre la vitesse de la molécule ct- 
l'axe r, on trouve que la répartition des molécules réfléchies suivant les direc- 
tions de leur mouvement (indépendamment de la valeur absolue de la vitesse) 
est de la forme 


v 
— cos Ÿ do 
7 


(cette fonction est normalisée de telle manière que son intégrale sur tous les 
angles solides d’une part du plan est égale à v). 

Dirigeons l'axe des z suivant l'axe du tube et situons l'origine des coor- 
données dans sa section considérée. A travers cette section passent des molé- 
cules qui ont subi une dernière réflexion sur les différents éléments de surface 


1) On dit que dans de telles conditions on a affaire à un flux de molécules 
libres. 
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du tube. Parmi les molécules réfléchies sur un certain élément df de la surface 
de la paroi à une distance =, passeront à travers une section donnée celles qui 
sont réfléchies dans des directions comprises à l’intérieur d’un angle solide sous 
lequel on voit cette section du point considéré sur la surface du tube, c’est-à-dire 


des molécules au nombre de df-v\ cos ôdo/x (l'intégration est à effectuer sur 


l'intervalle d'angles indiqué). 
Il est évident que cette intégrale est la même pour tous les points situés à 
la même distance : de la section donnée. Aussi, le nombre total de molécules 
passant (en { s) par cette section s'ob- 
: tient-il en remplaçant df par un élé- 


2 ment de surface annulaire 2xR dzet 
en intégrant sur toute la longueur du 
7 tube; en multipliant encore par la 


" \ “ \ masse m de la molécule, on obtient 


\ : le débit de masse du gaz à travers la 
ll \ 1, À i | 
| À section du tube: 
1; 1 511 
. | : re À Q=2mR | v (1 c059 de) dz. 
\ !. se XI ” Etant fonction de la pression et de 
27 L la température, le nombre v varie le 


A oO long du tube. Si les gradients de 
pression et de température ne sont 
pas trop grands suivant la Jongueur, 


Fig. 3 on peut écrire 
dx 
v DevO+: |. 
Il est évident que l'intégrale avec v (0) s'annule, de sorte que 
dv Û 
—=9 SE Az ” 
Q=2nR & li \ \ 2 cos Ô do d:. 


Afin d'effectuer l'intégration, introduisons dans le plan de la section 
considérée du tube les coordonnées r et p, où r est la distance du point varia- 
ble 4’ à un certain point O donné sur la circonférence de la section et p, l’angle 
formé entre le segment O4’ et le rayon de la section (fig. 3). Une molécule, 
réfléchie sur la paroi au point À (situé sur la même génératrice que le point O) 
et passant ensuite par le point 4’, doit avoir une vitesse faisant l'angle ÿ avec 
la normale à la surface du tube au point 4, la valeur de cet angle étant déter- 
minée par 

rcos 
Ve 
L'élément d'angle solide peut s'écrire sous la forme 
do=" dr d 2 
_ rss Vri+s 


cos Ÿ — 


(nous projetons la surface r dr dq sur un plan perpendiculaire à la droite 44° 
et divisons par le carré de la longueur de cette droite). L'intégration est ef- 
fectuée sur le domaine 


—1/2 << p< 12, 0Lr<2R cos p, —o K 2 %, 
et donne 


8xR3 dv 
es de 
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Enfin, en y portant v=—P/ }/2xmT, on obtient finalement 


_ 4RRS 5 [Pa _ P 
Q= 55 Van | T  VT }: 
où les parenthèses représentent la différence entre les valeurs de la grandeur 


P!YT sur la longueur L du tube (le remplacement de la dérivée par une diffé- 
rence est admissible vu la constance de Q et donc aussi la constance de cette 
dérivée le long du tube). 


9. En supposant une accommodation totale, calculer la force de frotte- 
ment entre deux plans solides (séparés par une distance L € L) se déplaçant l'un 
par FDROr à l’autre à une vitesse V ; les plans sont portés à des températures 
T\ et T2. 

Solution. Supposons que le plan 1 (à température 7) soit au repos, 
tandis que le plan 2 se déplace à la vitesse V le long de l’axe des z; l'axe des y 
est orienté du premier plan vers le second. Les molécules ayant les vitesses 
v, > 0 et r, < 0 sont réfléchies respectivement par les plans 1 et 2; dans le 
cas de l’accommodation totale leurs fonctions de répartition ont pour expres- 
sion 


3 2N1 mu 

1 QnmT,)e XP (- 27; ) pour vy > 0, 
2N: m(v—V)® 

Î= Gant} EP (—-—) pour vy < 0. 


où W, et Y. sont des densités correspondantes de nombre de particules; la den- 
sité totale N = N, + N2. La condition d'absence de flux total dans la direc- 
tion de l’axe des y donne 


Ni VTi=Ns VTa. 
Chacun des plans est soumis à la pression P = W,7T; + N.7, et à la force de 
frottement (rapportée à l'unité de surface) 


2mT, "2m  (TiT.)/t 
F=—Fi=mv | ol EP=VN n V rer 
v,>0 1 ti 


HA 
Si T;=7,.=T,ona 


Le 
F,= —F;=VP QnT 


en conformité avec (15,15) et (15,16). 


10. En supposant une accommodation totale, déterminer le coefficient de 
chaleur entre deux plaques portées à des températures proches T; et T.. 

Solution. Dans le cas de l'accommodation totale des molécules tom- 
bant sur la plaque 7 ont une répartition d'équilibre avec la température 7. 
Aussi, le flux d'énergie venant de la plaque Z vers la plaque 2 est-il égal à q = 
= %9 (Te — T1). En prenant &, au problème 4 et en déterminant x suivant 
415,13), on obtient 


PL 1 
7 V2nmr (co+ 5) 
ce qui est en accord avec l'évaluation (15,14). 


x=@L 
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11. Déterminer la densité d’un gaz sur l'axe en arrière d'un disque circu- 
laire de rayon À < ! qui se déplace dans un gaz à une vitesse —V qui est gran- 
de devant la vitesse thzrmique moyenne v- des atomes. 

Solution. Lorsque V > cr, les particules réfléchies sur la surface 
arrière du disque sont sans importance (sauf une région étroite au voisinage de 
cette surface, voir plus loin). Tout se ramène au « masquage » du flux progressif 
par le disque. Dans le système de coordonnées où le disque est au repos (et le 


V 
- — 
& Sd: 
RU ee 
Û 
v 
Fig. 4 


gaz so déplace à la vitesse V) la fonction de répartition serait, en l’absence du 
disque lui-même, de la forme 


ee No $ mi(v—\): 
ROSE Gin P {- 2T È 


En présence du disque, la densité de nombre des particules de gaz sur l'axe = 
(fig. 4) aura pour valeur 

x T 

N G@)=2a | | fev) p° sin Odüdp, 

u 0, 
où Ÿ est l'angle entre v et l'axe des z et Ô,, l'angle sous lequel le rayon du dis- 
que est vu du point d'observation situé sur l’axe = (tg 0, = A/::; les particu- 
les de 8 << 6, sont « masquées »). L'intégration effectuée compte tenu de la 
condition F>zvr donne 


œo 


(=) — Vo Wu 1/2 à ALL ee & L 2 Sin? _ 
V (2) = Ta (5) \ exp { 57 [(v— V cos 80)? + V2 sin del } v dv Æ 
0 
. mVi . + : | __mV?  _R£ 
= No cos % exp {— ST sin %} =N, VRRE exp { 9T RE , 


où W, est la densité du gaz à grande distance du disque. L'intégration sur dp 
est effectuée dans l'hypothèse où cos 0, > vr/V (on peut montrer qe la mé- 
me inégalité exprime la condition sous laquelle les particules réfléchies sur la 
paroi arrière peuvent être négligées). 


$ 16. Etablissement dynamique de l’équation cinétique 


Bien que la déduction de l'équation cinétique exposée au $ 3 
soit satisfaisante au point de vue physique, il est bien intéressant 
de suivre comment cette équation peut être obtenue analytiquement 
à partir de l’appareil mathématique de la théorie, c’est-à-dire des 
équations du mouvement des particules de gaz; cela a été fait par 
SN. N. Bogolioubov (1946). L'importance de cette méthode vient de 
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ce qu'elle fournit une procédure régulière qui permet en principe 
d'obtenir non seulement l'équation de Boltzmann mais également 
des corrections à introduire dans cette équation, c'est-à-dire des 
termes d'ordres supérieurs en petit « paramètre de tenseur en gaz »: 
le rapport (d/r)°, où d sont les dimensions moléculaires (rayon d’ac- 
tion des forces moléculaires) et r est la distance moyenne entre les 
molécules. La méthode exposée ci-dessous se rapporte à un gaz mo- 
noatomique considéré dans le cadre purement classique, c'est-à-dire 
dans l'hypothèse où non seulement le mouvement libre mais aussi 
les processus de collision des particules de gaz sont décrits par la mé- 
canique classique. 

Le point de départ pour cette méthode est le théorème de Liou- 
ville concernant la fonction de répartition du gaz considéré dans son 
ensemble comme un système de .f‘ particules. Désignons une 
telle fonction (dans l’espace des phases à 6.f* dimensions) par 
LOT tite... T°), où les symboles 1, désignent les ensem- 
bles de coordonnées et de composantes de l'impulsion de la a-ième 
particule : ta = (ra, Pa); cette fonction sera supposée normalisée à 
l'unité 


\ AE, ts 5253 Ty)dt ... dr y=1, dr, = x, ps. 


La fonction de répartition « à une seule particule » qui figure dans- 
l'équation de Boltzmann s'obtient par intégration de la fonction 
fn) sur tous les dt, sauf un seul: 


fo (1, t)= \ JA) de, de pe; (16,1) 


la fonction f{D est elle aussi normalisée à l'unité; quant à la dési- 
gnation f (sans indice), elle sera réservée à la fonction de répartition 
normalisée au nombre total de particules : f = .#°fn. 

Rappelons (voir V, $ 3) que le théorème de Liouville apparaît. 
comme une conséquence de l'équation de continuité dans l’espace 
des phases qui doit être vérifiée par la fonction de répartition d’un 
système fermé: 


; (4°) Æ te » 
Pal +3 LE + pa) = 0. (162) 


A l’aide des équations de Hamilton 
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on en déduit l'égalité 


) À Am. (AN) . (AN) 
ôf N fôf af df , 
TRE { Ga "at da Pa} dt de 48) 


a=t 


avec re = Va et Pe est supposé exprimé en fonction de T;, Ts, : - - 
suivant les équations (16,3); c’est l'égalité (16,4) qui constitue le 
contenu du théorème de Liouville. 


Représentons la fonction de Hamilton d'un gaz monoatomique 
sous la forme 


H= D HE D UlIra—rsl). (46,5) 


2m 
aSS b<a< 4° 


On suppose ici que le champ extérieur est absent et que l'interaction 
des particules de gaz les unes avec les autres se réduit à la somme de 
leurs interactions doubles !). Avec une telle fonction de Hamilton 
l'équation (16,4) prend la forme 


L À" " 7 
aft-! ) : at # ) . af ) dU ab x 
a 2 { da V1 Pa 2 re} 0 (4568) 

ai b<a 
où Ur (a 5 b) désigne U (| r, —r, |). 

Intégrons maintenant cette équation sur dx, . .. dt y. Par suite 
d’une telle intégration de tous les termes figurant sous le signe som- 
me dans (16,6) ne resteront que ceux qui contiennent des'dérivations 
par rapport à p, ou r, ; les intégrales des autres termes se transforment 
en intégrales sur des surfaces à l'infini dans l’espace des impulsions 
ou des coordonnées et s’annulent. Ainsi, on obtient 

FO) (4, %) , … ft tn) ds Of) (4, ti Ve) 2 

ES +1, AE \ Fe RE de, (16,7) 
où ft? est une fonction de répartition à deux particules normalisée 
à l'unité, c’est-à-dire l’intégrale 


FO (4, ty, %)= \ JO) dr... dr pe. (16,8) 


(le facteur. f”‘ figurant dans (16,7) tient compte des termes qui ne dif- 
fèrent que par la désignation des variables d'intégration; en toute 
rigueur, le nombre de tels termes est égal à.f* — 1, mais étant donné 
Ja très grande valeur de .#”, on peut poser .#® —1 = .#”). 


1) Cette dernière hypothèse a le caractère d’un modèle. Soulignons pourtant 
qu'elle n'influe pas du tout sur le résultat de l’approximation du premier ordre 
(répondant à l'équation de Boltzmann) : à cette approximation ne figurent que 
des collisions doubles des particules auxquelles d’autres interactions (non dou- 
bles) ne participent pas. 
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D'une manière analogue, en intégrant (16,6) sur dt, . .. dt y, 
on obtient l'équation 
aft2) . af ôf9  AUya Of Use df) 


À mm — Ve = tte mets ee En memes — 
o 10m 7, ôn 0, ôr, OP 


sn 9f5) OU ôfts) dl, 
[et els (4189) 


Où F5) (£, T1, To, T3) est une fonction de répartition à trois particules. 

En continuant de cette manière, nous aurions obtenu une chaîne 
pratiquement illimitée (.#° est très grand !) d’équations successives 
dont chacune exprime fl") au moyen de f{"*!. Toutes ces équations 
sont exactes en ce sens qu'aucune hypothèse n'a été faite sur l’état 
de raréfaction du gaz. Mais pour obtenir un système fermé d’équa- 
tions. cette chaîne doit être coupée quelque part en utilisant à cet 
effet la condition de raréfaction du gaz. En particulier, à la pre- 
mière approximation de la méthode correspond la coupure de la 
chaîne sur la première équation déjà (équation (16,7)) dans laquelle 
la fonction à deux particules f? sera exprimée de façon approchée au 
moyen de f(?. Cette expression approchée s'obtient en tenant compte 
de l'état raréfié du gaz à l’aide de l’équation (16,9). 

En nous reportant à cette équation, proposons-nous de montrer 
tout d'abord que l’intégrale dans son second membre est petite. En 
effet, la fonction U (r) n’est nettement différente de zéro que dans 
le rayon d’action des forces, c’est-à-dire pour r & d. C'est pourquoi 
les intégrations sur les coordonnées dans les deux parties de l’inté- 
grale (16,9) ne se font en fait que sur les domaines |r; —r | & d 
ou | rs —r, | < d, c'est-à-dire sur un volume -df. En remarquant 


aussi que l'intégration sur tout le volume du gaz 7° — .#°r° donnerait 
\ 16 dt; = f®), on trouve l'évaluation suivante: 


AU (r) af 
ôr ôPr r3 


ôf®) Ua 
SN | ôP1  Ôôr gs 


Cela montre clairement que le second membre de l'équation (16,9) 
est (d/r)° fois plus petit que les termes contenant 0U/ôr au premier 
membre de l’équation et peut donc être négligé. Quant à l’ensemble 
des termes figurant au premier membre de l'équation, il repré- 
sente la dérivée totale df(*)/dt dans laquelle r,, r;, p,, p. sont consi- 
dérés comme des fonctions du temps satisfaisant aux équations du 
mouvement (16,3) avec la fonction de Hamilton du problème de 
deux corps: 


H= + EU (nr). 


S let 
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Ainsi, on à 
HO To T)= 0. (16,10) 


Jusqu'ici toutes les transformations des équations avaient un 
caractère purement mécanique. 11 va sans dire que pour obtenir une 
équation cinétique il est nécessaire d’adopter une hypothèse de ca- 
ractère statistique. Elle peut être formulée comme l’assertion de 
l'indépendance statistique de chaque paire de particules entrant en 
collision (en fait, c'est précisément cette supposition qui était en- 
tendue lors de l'établissement de l'équation cinétique au $ 3, lors- 
que la probabilité de collision était écrite sous la forme (2,1) pro- 
portionnelle au produit ff,). Dans la méthode que nous exposons 
cette assertion joue le rôle de la condition initiale imposée à l'équa- 
tion différentielle (16,10). C'est précisément elle qui introduit une 
asymétrie par rapport aux deux sens du temps, de sorte qu'à partir 
des équations de la mécanique invariantes par renversement du 
temps, on obtient une équation cinétique. La corrélation entre les 
positions et les impulsions des particules de gaz n'apparaît que par 
suite de leur collision et s'étend à des distances —d. Ainsi, l'hypo- 
thèse de l'indépendance statistique des particules entrant en colli- 
sion constitue aussi une source de restrictions de principe imposées 
aux distances et aux intervalles de temps admissibles par l'équation 
cinétique dont il s'agissait au $ 3. 

Soit t, un certain instant précédant la collision, lorsque les deux 
particules sont encore loin l’une de l’autre (| r,o — r29 | > d, où 
l'indice zéro distingue les valeurs des grandeurs à cet instant). L'in- 
dépendance statistique des particules s'entrechoquant signifie qu'à 
un tel instant ft, la fonction de répartition à deux particules se trans- 
forme en produit de deux fonctions à une seule particule f(. Aussi 
l'intégration de l’équation (16,10) de t, à t donne-t-elle 


FO Ti Te) = 10 (for To) 1 (los Teo)- (16,11) 


Ici par Tio = (F0; P10) €t T20 = (F20» P20) On entend les valeurs des 
coordonnées et des impulsions que les particules doivent avoir à 
l'instant {, pour pouvoir acquérir vers l'instant t? les valeurs exigées 
U = (r, Pi) et Te = (r., p2) ; en ce sens t,, et T,, sont des fonctions 
des t,, T:et{ — t, (précisons que seuls r,, et r,, dépendent de t — t;; 
quant aux valeurs de p,, et P:0, elles se rapportent aux particules 
en mouvement libre avant la collision et donc ne dépendent pas du 
choix de ? — to). 

Revenons à l'équation (16,7) à partir de laquelle sera obtenue 
l'équation cinétique. Son premier membre présente déjà la forme 
exigée; nous nous intéresserons maintenant à l'intégrale figurant 
dans son second membre qui doit se transformer finalement en inté- 
grale des collisions de l'équation de Boltzmann. En portant dans 
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cette intégrale f(* donnée par (16,11) et en passant de la fonction 
f% à la fonction f = .#°f{® dans les deux membres de l’équation, on 
obtient 


f(t. %) 


Of (t, %) 
ôt Vi 


ôr, =Stf, 


Se = À De fo To) FC To)}dts (16,12) 


Dans l'intégrale (16,12) n’est essentiel que le domaine | r,; —r, | — 
— d, c'est-à-dire le domaine où se produit la collision. Mais dans ce 
domaine on peut négliger (à la première approximation adoptée !) 
la dépendance de la fonction f envers les coordonnées ; cette fonction 
ne subit des variations notables que sur des distances L (dimensions 
caractéristiques du problème) qui sont en tout cas plus grandes que 
d. C'est pourquoi la forme définitive de l’intégrale des collisions ne 
sera pas changée si nous considérons (pour simplifier un peu les 
raisonnements et l'écriture des formules) un cas spatialement ho- 
mogène, c’est-à-dire si nous supposons que la fonction ne dépend 
point des coordonnées. Notons tout de suite que dans les fonctions 
Î (tor P10): f (tos P20) la variation explicite en fonction du temps (par 
l'intermédiaire de r10 (t) et res (t)) disparaîtra alors aussi. 

Transformons l'expression sous le signe d'intégration de (16,12) 
en utilisant à cet effet le fait que l'expression entre accolades est 
l'intégrale du mouvement (c’est précisément comme telle qu’elle est 
apparue dans (16,11); indépendamment de cela il est évident que 
P10 @t P2o — les valeurs des impulsions à un instant fixé f, — sont, 
de par la définition même, les intégrales du mouvement). En tenant 
compte aussi du fait indiqué plus haut qu’elles ne dépendent pas de 
façon explicite du temps t, on a 


_ [f (£or Pio) F(Éos P20)] = (vi + — 


2 
on ap — RE 3.) [Fos Pio) (los P:0)1= 0. (16,13) 


Exprimons à partir de cette expression la dérivée par rapport à p, 
au moyen des dérivées par rapport à r,, r. et p. et portons-la dans 
(16,12). Le terme en dérivée d/ôp, disparaît après la transformation 
en intégrale de surface dans l’espace des impulsions. Après cela on 
obtient 


Stf (6 p)= À veuf (Go Pie) f(to par)} Ezdps (16,14) 


où on a introduit la vitesse relative des particules v,4 — v, — ve 
et on a tenu compte de ce que p:, et P2, (et avec elles toute l’expres- 
sion entre accolades) ne dépendent de r, et r, que par l'intermédiaire 
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de la différence r = r, — r,. En introduisant au lieu de r = (x, y, 2) 
les coordonnées cylindriques z, p, @ avec l’axe des z orienté le long 
de v., en remarquant que v.«0/0r = v,0/0z et en intégrant sur 
dz, récrivons (16,14) sous la forme !) 


Stf(t, pi= | {7 (£or Pi0) Ÿ (£os P20)} ne Ure0 dp dp-&ps. (16.15) 


Rappelons-nous maintenant que P:0 et P20 sont des impulsions 
initiales (à l'instant t,) des particules qui possèdent à l’instant final 
t les impulsions p, et p.. Si à l'instant final z = z, —z, = —0co, il 
est clair qu’à l'instant initial les particules se trouvaient « encore 
plus loin » l’une de l’autre, c'est-à-dire qu’en général il n’y avait 
pas de collision ; autrement dit, dans ce cas les impulsions finales 
coïncident avec les impulsions initiales: 


Pio — Pir Peso — Pa POUT Z = —o. 
Si 5 = +, Po et P20 jouent le rôle des impulsions initiales pour 
une collision à la suite de laquelle les particules acquièrent les im- 
pulsions p, et p.; désignons dans ce cas 


Pio—P;(?); Pro P;(P) pour z= + co. 


Ces valeurs sont des fonctions de la coordonnée p qui joue le rôle du 
paramètre d’impact de la collision. Quant au produit 


p dp d = ds. 


il traduit la section efficace classique de collisions. 

Enfin, il reste à remarquer que la dépendance explicite des fonc- 
tions f (to, P10) €t f (to, P20) vis-à-vis de t, peut être remplacée à 
l’approximation considérée par la même dépendance envers t. En 
effet, la justification de (16,11) exige de n’observer que l'inégalité 
t —t, > d/v: à l'instant t, la distance séparant les particules doit 
être grande par rapport au rayon d’action d des forces. Mais la diffé- 
rence { — t, peut être choisie de façon à satisfaire aussi à la condi- 
tion t —1,< l/v,où l'est le libre parcours moyen; quant au rapport 
l/v — le temps de libre parcours moyen —, il constitue précisément 
la grandeur caractéristique qui détermine les périodes de variation 
possible de la fonction de répartition avec le temps. La variation 
subie par la fonction de répartition pendant le temps t — t, sera 
toujours relativement petite, de sorte qu’on pourra la négliger. 


1) Les limites z = + doivent être entendues comme des distances gran- 
des par rapport à d, mais petites devant le libre parcours moyen ! (pour des li- 
mites littéralement infinies, toute l'expression s’annulerait parce qu’en dehors 
du volume occupé par le gaz f mm 0). Une telle situation s'est présentée du fait 
que lors du passage de (16,12) à (16,14) on a utilisé l'équation (16,13) qui est 
valable tant que les particules considérées ne subissent pas de collisions sui- 
vantes. 
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Compte tenu de ce qui précède, on obtient pour l'intégrale (16,15) 
l'expression définitive suivante: 


Stf(r, p)= | {CG pif, p:)—f(6 pi) f(t, pe)} tre do dip., (16,16) 


qui coïncide avec celle de l’intégrale des collisions (3,9) de [Boltz- 
mann. 


$ 17. Equation cinétique 
tenant compte des collisions triples 


Pour trouver les premiers termes correctifs à l'équation de Boltz- 
mann il faut revenir aux points des calculs exposés au $ 16. où on 
a fait des abstractions, et augmenter la précision des calculs d’un 
ordre de grandeur (d'après le paramètre de teneur en gaz). Ces abs- 
tractions concernaient avant tout l'équation (16,9) dans laquelle 
on a omis des termes contenant une triple corrélation f(® ; par là 
même on a exclu de l’examen les collisions triples des atomes. En 
outre, en transformant l'intégrale des collisions (16,12) pour qu'elle 
prenne sa forme définitive (16,16), on a négligé la variation de la 
fonction de répartition sur des distances —d et pendant des temps 


—dlv; cela signifie que les collisions doubles ont été considérées 
comme « locales », se produisant en un seul point. Maintenant on 
doit tenir compte de ces deux sources de corrections: des collisions 
triples et du caractère « non local » des collisions doubles. 

A l’approximation du premier ordre, la chaîne d’équations a été 
interrompue sur la deuxième équation qui lie f{* à f®. A J'approxi- 
mation du deuxième ordre il faut aller jusqu’à la troisième équation 
qui lie f(® à f(#), et en outre les termes contenant f{‘ peuvent être 
omis dans cette équation de même que les termes en f{*) ont été omis 


à la première approximation dans l'équation (16,9). Après cela elle 
prend la forme suivante: 


LOL me 79) =0, (7.1) 


qui est analogue à l’ancienne équation (16,10) pour f(?; les gran- 
deurs T;, T+, T: intervenant dans (17,1) sont supposées variables 
dans le temps selon les équations du mouvement du problème à 
trois corps (l'interaction entre les particules étant supposée double 
comme précédemment !)). Compte tenu de l'indépendance statisti- 
que des particules avant la collision, la solution de l'équation (17,1) 


1 Contrairement à l'approximation du premier ordre (cf. note au bas de la 
page 90) cette hypothèse restreint maintenant un peu la généralité des raison- 
nements parce que dans les collisions triples pourraient se manifester des inter- 
actions triples (c'est-à-dire des termes dans la fonction de Hamilton de la for- 
me Ù (r; — r1, Fs — r)) qui ne se réduisent pas aux interactions doubles. 
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est de la forme 
PO (E, Gus Tor Ts) = O0 (bo, Tio) fP (Lol Tao) FD (to, Tao) (17,2) 


Les grandeurs to, Tao (a = 1, 2, 3) ont ici le même sens que dans 
(16,11) ; Too = Tao (t; Los Tir Tar T3) sont les valeurs des coordonnées 
et des impulsions que les particules doivent avoir à l'instant t, pour 
pouvoir tomber vers l'instant t aux points donnés 7%, t, Ts de l’es- 
pace des phases. La seule différence avec (16,11) est que mainte- 
nant Tao = (Taos Pao) Sont les valeurs initiales des coordonnées et des 
impulsions du problème à trois (et non pas à deux) corps que nous 
considérons en principe résolu !). 

Pour l'écriture et la transformation des formules qui seront ob- 


a 
tenues par la suite il est judicieux d'introduire un opérateur Ses 
dont l’action sur la fonction des variables t,, t., t, (se rapportant 
à trois particules dans le problème à trois corps) consiste à changer 
ces variables comme suit 


LE Er di Ta = lao + Pas (t—to), 


(17,3) 


Pa > Pa = Pao- 


D'une manière analogue, l'opérateur S,, effectuera un même chan- 
gement dans les fonctions des variables t,, t, se rapportant à deux 
particules dans le problème à deux corps. Une propriété importante 
de la transformation (17,3) consiste en ce que pour des temps t — 
— t, > d/v elle cesse de dépendre -du temps. En effet, pour de tels 
temps { — {, les particules se situent à une grande distance l’une 
de l’autre et se déplacent librement à des vitesses constantes vos = 
= Pa,/m; dans ces conditions les valeurs de r,, dépendent du temps 
comme const — Vao (t — to) et la dépendance temporelle disparaît 
dans (17,3). Notons aussi que si en général les particules n'avaient 
aucune interaction entre elles, la transformation (17,3) serait réduite 
à une identité: lors du mouvement libre (pendant tout le temps) 
les seconds membres des transformations (17,3) coïncident identi- 
quement avec les premiers membres. Pour cette même raison, si 
l'une des particules, par exemple la particule 1, n'interagit pas 


avec les particules 2 et 3, alors S,,3 = S24; pour ce qui lest des opé- 
rateurs S,, et S:s, ils se réduisent dans ces conditions à l'unité. Etant 


donné ces propriétés, il est évident que l’opérateur} 


Gies — Si =: 8, — + 2 (17,4) 


1) En fait, une solution analytique du problème des trois corps ne peut 
certes être obtenue que dans des cas rares (par exemple, pour des billes solides). 
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s'’annule si l’une au moins des trois particules n’interagit pas avec 
ses deux autres. Autrement dit, cet opérateur sépare des fonctions 
leur partie qui est liée à l’interaction de toutes les trois particules 
(alors que le problème à trois corps comporte comme des cas parti- 
culiers aussi les collisions doubles, la troisième particule étant ani- 
mée d’un mouvement libre). 


En utilisant l'opérateur KES écrivons la formule (17,2) sous la 
forme 


LOL, Tor Tes Ta) = Sios (4 Los T1) F0 (4 Los Te) A (E, tas Ta), (17,5) 
où 


FO to = (to r— (tt), p) (17,6) 


(la translation de l'argument r dans f(Ÿ est introduite pour compen- 


ser la translation effectuée par l'opérateur S,3). 

La répartition à deux particules f* s'obtient en intégrant la 
fonction f% sur les variables t;, tandis que l'intégration sur Tt, et 
+; donne la fonction de répartition f(: 


JO (4 Ti Te) = | OL, Tia Tor Ta) dt (17,7) 


Jo m)= | (me re, vs) dr, des. (17,8) 
Le but des calculs ultérieurs consiste à exprimer la fonction /(* au 
moyen de fl avec une précision requise en utilisant ces deux égali- 


tés (avec f(%) tirée de (17,5)) et en éliminant f(!. En portant ensuite 
l'expression obtenue de f{* dans l'équation (16,7) (qui est exacte de 
par elle-même), on obtient l'équation cinétique cherchée. 

Pour réaliser ce programme, commençons par transformer l'in- 


tégrale (17,8) en exprimant l'opérateur Sa dans (17,5) par Ces 
conformément à (17,4). Ayant en vue les égalités évidentes (en vertu 
de la conservation du nombre total de molécules) 


À Fo (2, 10, var = f 19 (ts 7) dr = 1, 


| S,f0) (t, to Ti) fo (t, Los Te) AT dt = 1, 
on obtient 
INC G)= 


= FO (8, dos 55) 42, À ((B1e — 1) F0 (8 dos 9) HE dos Ta) des + 


+ | Gest (és ton Ts) HO (E ton Ta) FO (E, Los Ta)} dta dts. (17,9) 


7—01298 
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Cette équation peut être résolue par rapport à j0 par approximations 


successives ayant en vue que (Se — 1) est du premier et Ca du se- 
cond ordre de petitesse (cf. évaluation du second membre de (16.9)). 


A l’approximation d'ordre zéro: po) (, Lo, D) = f® (t, +,). Dans 
les deux approximations suivantes on obtient 


FO (L, to, T1) == 
= KO m)—2 À (Sie — 1) (8 74) JON (E, r,)} dr, — 


Hu \ {Gss— 4 (Se 1)(Sis+ Ses — 2) JO Ti), 7): 
x JON (CE, T3)} dt, dra. 


Maintenant il reste à introduire cette expression dans (17,5) et en- 
suite dans (17,7) en conservant seulement les termes du premier et du 


second ordre de petitesse (les termes AS — 1} et re Cisa): Finale- 
ment on obtient 
JE (L, mas Ta) = Suef(0 (2, ts) FN (EL, œ) + 


+ À CA (8 m3) FO (6, 7) JO (ES m)} des (17-10) 


Res = Sis— Sie$13— 128 22 + See (17.11) 

Soulignons que l'ordre de succession des opérateurs S dans leurs 
produits est essentiel. L'opérateur S 2823 par exemple, remplace 
d' abord les variables T;, Te, T3 —> T1, Te (T2, Ta); Ts (te, T3), les fonc- 


tions Æ25 (T2, T3) étant définies par les équations du mouvement des 
particules 2 et 3 interagissantes, et ensuite les variables t,, T2. Ts 


sont soumises à la transformation T;, To, T3 —> Ti (Ti To), Te (Ti 


T2), T3, Où les fonctions t, , (t,, t.) sont définies maintenant par le 
problème du mouvement de deux particules interagissantes 1 et 2. 

En portant maintenant (17,10) dans (16,7) et en passant partout 
des fonctions f(® aux fonctions f = .f°f{9, on trouve l'équation ci- 
nétique sous la forme !) 


of (t, of(e, St (2 S 7,1: 
AG +4, ASH 2 Se +510, (17,12) 


1) La marche à suivre pour obtenir les termes correctifs à l'équation de Boltz- 
mann a été déjà indiquée par N. N. Bogolioubor (1946). La mise sous la forme 
ie de ces termes a été réalisée pour la première fois par M. M. Green 
(1956) 
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su; (4, ne (Safe r) FU r)}drs (17,13) 
OU 32 


Su (4, = | Enr ti) SL Te) f(L T)} dr, ds. 
(17,14) 


La première de ces intégrales est l'intégrale des collisions doubles 
et la seconde, celle des collisions triples. Examinons de plus près 
leur structure. 

Les expressions sous le signe somme des deux intégrales con- 
tiennent les fonctions f prises aux divers points de l’espace. Dans 
l'intégrale des collisions doubles l’effet de cette « non-localité » doit 
être représenté sous forme de correction à l'intégrale ordinaire (de 
Boltzmann). Pour cela, développons en puissances de la différence 
rs —r" la fonction f lentement variable (sur des distances —d). 

Vu que ces fonctions figurent dans l’expression à intégrer sous le 


signe de l'opérateur S,,, examinons d’abord les grandeurs S,sr, et 


Ss +2 en lesquelles cet opérateur transforme les variables r, et r.. 
Le centre d'inertie de deux particules (r, + r.)/2 est animé (dans le 
problème à deux corps) d’un mouvement uniforme; c'est pourquoi 


l'opérateur S,, laisse inchangée cette somme. Compte tenu de cette 
circonstance, on peut écrire 


Sur, = =, (Le mt + Rue D Ce LE — + Siren), 


Fr 


es rer 
Sisre=ri +R 4 Sr ri). 


En développant maintenant les fonctions 
S'iaf (ts ras pa) = f (4, Sisri, pu), 
Siof (ts rer Pa) = J(t, Siere, Pao) 
en r, — r, à des termes du premier ordre près, on obtient 


SL = St + SU, (17,15) 
où 


Us 9 
Stf(t, LO P1) = \ Fe 3p; V (£, LEO P10) / (t, ri P20)} dr,, (17,16) 
St f (4 rs pi) = 
1 OÙ 1 
T \ à Ra — {tre — r;) He frs re Ty Po) + 


+[ Fr po) + 


dr; Î (Es ri, Po) —f (4, ri, P20) 7 fre Pu) | X 


X Sa (rs—ri)} dt; (17,17) 
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(la dérivation par rapport à r, est effectuée à po OU P:9 cons- 
tants). 

L'intégrale (17,16) coïncide avec (16,12) !); nous avons montré 
au $ 16 comment cette intégrale est mise sous la forme boltzman- 
aienne usuelle (en réalisant l’une des trois intégrations sur les coor- 
données spatiales). 

Reportons-nous maintenant à l'intégrale des collisions triples 
(17,14). Prendre en considération la « non-localité » dans cette inté- 
grale serait dépasser le degré de précision adopté ici parce que cette 
intégrale constitue elle-même une petite correction. Aussi, dans les 
arguments de toutes les trois fonctions f faut-il poser égaux (coïn- 
cidant avec r,) tous les rayons vecteurs r,, r., r; et, de plus, considé- 


rer que l'opérateur He n'agit pas du tout sur ces variables ?): 
St) (4 ris ps) = 


Ko ? 5 ô L> 
= À Te EL Riosf (es ra pa) FE ru pe) f(E ru pa)} deedrs. 
1 
(17,18) 


Analysons de façon plus détaillée la structure de l'opérateur Res 
pour mettre en évidence le caractère des processus de collisions pri- 
ses en considération par l’intégrale (17,18). 


Notons tout d’abord que l'opérateur Ris (de même que l'opé- 


rateur G;:3 (17,4)) s’annule si l’une au moins des trois particules 
n’interagit pas avec les autres. Parmi les processus pour lesquels 


Ri23 3 0 on trouve non seulement les collisions triples (au sens litté- 
ral de ce mot) mais également des ensembles de plusieurs collisions 
doubles. 

Dans les collisions triples vraies les trois particules entrent si- 
multanément dans la « sphère d'interaction », comme le montre sché- 


matiquement la figure 5, a. Mais l'opérateur R,:, est également diffé- 
rent de zéro pour des processus de « collisions triples » qui se ra- 
mènent à trois collisions doubles consécutives telles que l’une des 
paires de particules s’entrechoque deux fois; un exemple de tel 


1) L'expression (17,16) diffère de (16,12) par la substitution de £ à t, dans 
les arguments des fonctions f. Toutefois après une telle substitution l'égalité 
de droite de (16,13) reste uen même valable puisque les dépendances de ri, r., 
Pr, P. n’entrent que par l'intermédiaire de P9, P20 Qui sont des intégrales du 
mouvement. 

2?) Soulignons, pour éviter tout malentendu, que ces simplifications ne si- 
gnifient nullement que l'expression sous le signe d'intégration cesse complète- 
ment de dépendre de r,, rs; la dépendance de ces variables subsiste par l'in- 
termédiaire des opérateurs $ qui transforment les impulsions p, en fonctions 


Pa (f1s Fos Vas Pis Pas Pa). 
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processus est représenté schématiquement par la figure 5, b (pour ce 
processus S,, — 1, de sorte que l'opérateur R,., se réduit à S;,:3 — 


— S 128 23) 1). Il y a plus que cela: l'opérateur R,., tient compte 
aussi des cas où une (ou un plus grand nombre) des trois collisions est 
« imaginaire », c'est-à-dire qu'elle n'apparaît que si l'on ne tient 
pas compte de l'influence de l’une quelconque des collisions réelles 
sur la trajectoire des particules. Un exemple de tel processus est 


1 RE | 


Fig. 5 


représenté schématiquement par la figure 5,c: la collision 1-3 
n'aurait lieu que si la trajectoire de la particule 5 n’était pas défor- 
mée par sa collision avec la particule 2 ?) (pour ce processus S,,, — 
= S29 93, mais S,3 5 1, de sorte que R::4 se réduit à —S,,S,, + 
+ Sie). 

Pareillement à ce que l’on a fait pour la transformation de l’in- 
tégrale St’ au $ 16, on peut effectuer l’une de six intégrations sur 
les coordonnées dans l'intégrale des collisions triples; dans ce cas 
le potentiel d'interaction U,, sous forme explicite disparaît dans 
les formules 5). 


1) En même temps l'opérateur Ris (contrairement à l'opérateur Gi 1) 
s’annule pour une suite de deux collisions seulement. C’est ainsi que pour le 
processus représenté par les collisions 2-3 et 1-2 on aurait Sie = 12923 Sis = 
= 1, de sorte que À; 3 = 0. 

2) Rappelons que d'après le sens de l’action des opérateurs S il faut suivre 
les trajectoires des particules en arrière dans le temps! 

3) Pour la réalisation de cette transformation, voir Green M. S. — Phys. 
Rev. 1964, v. 136A, p. 905. 
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$ 18. Développement viriel des coefficients cinétiques 


Nous avons déjà montré aux $$ 7 et 8 que l'indépendance des 
coefficients de conductibilité thermique et de viscosité envers la 
densité (ou la pression) du gaz est une conséquence de ce qu'on ne 
tient compte que des collisions doubles des molécules. C’est pré- 
cisément pour ces collisions que leur fréquence (c’est-à-dire le nom- 
bre de collisions subies en 1 s par une molécule donnée) est propor- 
tionnelle à la densité N et le libre parcours moyen ! © 1/N, et com- 
me 1 et x sont proportionnels à W{, ils se trouvent indépendants de 
N. Les valeurs ainsi obtenues (nous les désignerons par 1 et %o) 
ne sont certes que les premiers termes du développement de ces gran- 
deurs en puissances de la densité (ces développements sont dits viriels). 
Mais à l’approximation d'ordre suivant déjà on voit apparaître une 
dépendance vis-à-vis de la densité de la forme 

# = %o (1 + aNd), n — no (1 + PNE). (18.1) 
où d est un paramètre de l'ordre de grandeur des dimensions molé- 
culaires et &, B sont des constantes sans dimension. Ces premières 
corrections ont leur origine dans deux faits traduits par les termes 
correctifs St) et St figurant dans l'équation cinétique. Les colli- 
sions triples (dont la fréquence est proportionnelle à N°) conduisent 
à une diminution du libre parcours moyen. Quant à la non-localité 
des collisions doubles. elle rend possible la transmission de l'im- 
pulsion et de l'énergie à travers une certaine surface sans qu'elle soit 
réellement traversée par les particules entrant en collision: les 
particules s'approchent à une distance —d et ensuite s'éloignent tout 
en restant de part et d’autre de la’surface; cet effet conduit à une 
augmentation des flux d’impulsion et d'énergie. 

La résolution du problème de la conductibilité thermique ou de 
la viscosité d’après l'équation cinétique précisée (17,12) doit se faire 
d'après le même schéma que celui décrit aux $$ 6 à 8. On cherche la 
fonction de répartition sous la forme f = f, (1 + #/T), où f, est la 
fonction d'équilibre local et 4/7 — I/L, une petite correction. L'in- 
tégrale des collisions triples St®% est annulée, de même que St, 
par la fonction f,. Il faut donc garder dans cette intégrale le terme 
en 4. de sorte que l'intégrale St constitue une correction d'ordre 
relatif <{(d/r)* à l'intégrale de Boltzmann St. Pour ce qui est de 
l'intégrale St’ contenant les dérivées spatiales de la fonction de 
répartition, il suffit d'y poser f — f,: en ce sens le terme St® doit 
être inclus dans le premier membre de l'équation auquel il apporte 
une correction du mème ordre relatif —(d/r)°. Ainsi, les deux termes 
supplémentaires, St® et St”, de l'équation cinétique apportent 
des contributions du même ordre de grandeur !). 


1) Ces explications résolvent l'embarras qui pourrait apparaître du fait 
que l'intégrale St®% contient les dérivées ôf/ar = f/L, absentes dans St), 
les corrections apportées par ces deux termes seraient de différents ordres de 
grandeur. 
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Indiquons ici, à titre de renseignement, les résultats de la résolu- 
tion de l'équation cinétique précisée pour la conductibilité thermi- 
que et la viscosité du gaz dans le modèle des billes solides (de dia- 
mètre d): 


2 = 40 (1 + 1,2N8), n = 10 (1 + 0,354), (18.2) 


où #, et n, sont les valeurs obtenues au problème 3 du $ 10 (J. V. Sen- 
gers. 1966) !). 

En introduisant des corrections ultérieures à l'équation cinéti- 
que (liée aux collisions quadruples, etc.), on pourrait en principe 
déterminer les termes suivants du développement viriel des coeffi- 
cients cinétiques. Il est pourtant essentiel de noter que ces termes ne 
seront plus simplement des puissances entières de N ; il se trouve que 
les fonctions % (NW) et 1 (Ÿ) sont non analytiques au point N — (0. 
Pour mettre en évidence l’origine de cette non-analyticité, analvsons 
la convergence des intégrales figurant dans la théorie exposée 
(E. G. D. Cohen. J. R. Dorfman, J. Weinstock, 1963). 

Examinons l'intégrale figurant dans (17,10) qui détermine la 
contribution apportée à la fonction de répartition à deux particules 
par les collisions triples. 11 se trouve que le caractère de la diver- 
gence de l'intégrale est différent pour différents types de collisions 


prises en considération par l'opérateur /?,,,. Analysons à titre d'exem- 
ple un processus du type représenté par la figure 5, b. 
L'intégration se fait sur le volume de phase dt, pour des points 
représentatifs donnés 7, et t,. Nous laisserons la distancer,; dela 
particule Z (à l'instant t) au point où s’est produite la collision 2-5 
comme variable sur laquelle l'intégration s'effectue en dernier lieu. 
Avant cette dernière intégration, l'expression sous le signe d’inté- 
gration contiendra les facteurs suivants: {) un élément de volume 
suivant la variable r,: rà dr;; 2) si l’on suit le déplacement de la 
particule 3 en arrière dans le temps, il sera clair que la direction de 
son impulsion p, doit se situer dans un élément d’angles solides dé- 
terminé pour que puisse se produire la collision 3-2: l'angle sous 
lequel la région de collision est vue de la distance r,; il en résulte 
un facteur d*/ri; 3) encore un tel facteur apparaît par suite d’une 
restriction ultérieure imposée aux directions possibles de l'impulsion 
P: qui est exigée par la condition que la particule 2 qui « rebondit » 
doit tomber dans la sphère de collision avec la particule Z. Ainsi, on 


obtient une intégrale de la forme | dr;/r3 qui doit être prise entre 
la distance r; — d et w; on voit que cette intégrale converge. En 


1) Pour la marche à suivre lors des calculs assez fastidieux on peut consul- 
ter l’article de Sengers publié dans le livre « Lectures in Theoretical Physics », 
Vol. IX C, Kinetic Theory (edited by W. Brittin); Gordon a. Breech, N. Y 
1967. 


°+ 
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procédant de la même façon, on peut montrer la convergence de l’in- 
tégrale pour les processus de collision des autres types. 

La contribution des collisions quadruples serait représentée dans 

(17,10) par une intégrale du type analogue prise sur l’espace des 

phases des particules 3% et 4 (tou- 

3 jours pour des valeurs données de 

T et Te). 

Examinons la collision quadru- 

ple représentée par la figure 6. Pre- 

nons de nouveau la distance 7, 

comme dernière variable d’intégra- 

tion. La différence par rapport à la 

dernière évaluation est liée à la pré- 

sence dans l'expression à intégrer 

de l'intégrale sur dt,. Il est clair 

que cette intégration apporte une 

3 contribution proportionnelle à la 

Fig. 6 surface de la région de la collision 

14, c'est-à-dire —d?. (Quant à la 

deuxième collision 1-2, elle peut toujours être assurée en limi- 

tant le domaine d'intégration sur les angles déterminés par la direc- 

tion du vecteur p.). Il est donc clair, même d'après les considéra- 

tions de dimensions, que l'intégrale sur dt, apporte une contribution 


supplémentaire de l’ordre de p#r;d°. Il en résulte que l'intégrale sur 
dr; sera de la forme | dry/ra, c’est-à-dire logarithmiquement diver- 


gente à la limite supérieure. En coupant l'intégrale à une certaine 
distance À — | t — {, | v, on obtient la contribution à la fonction f(* 
contenant le logarithme grand In (A/d). Ce logarithme entrera res- 
pectivement dans la correction aux coefficients cinétiques qui sera 
proportionnelle non pas à (Nd#)* mais à (VdS)*ln (A/d). 

L'apparition des termes divergents signifie que les collisions 
quadruples ne doivent pas être considérées séparément des collisions 
d'ordres supérieurs (quintuples, etc.). En effet, la divergence montre 
que les grandes valeurs de r, sont essentielles. Mais pour r; — ! la 
particule 3 peut déjà entrer en collision avec une particule 5 quel- 
conque, etc. On en déduit le moyen d'éliminer la divergence: dans 
l'expression de la fonction f(? (£, t;, te) il faut tenir compte des ter- 
mes avec les collisions de tous les ordres en gardant dans chaque 
ordre les intégrales les plus rapidement divergentes. Une telle som- 
mation peut être effectuée ; elle conduit à un résultat qu'on pouvait 
attendre: le grand paramètre A quelconque sous le signe de loga- 
rithme est remplacé par une grandeur de l’ordre du libre parcours 
moyen LÀ — 1/Næ 1). 


1) Voir Kawasaki K., Oppenheim I.— Phys. Rev. 1965, v. 139A, p. 1763. 
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Ainsi, le développement des coefficients cinétiques est de la 
forme 


5 1 
4= % [1 +aNB +, (NE) In + | (18,3) 


(et une expression analogue pour 1). 


$ 19. Fluctuations de la fonction de répartition 
dans un gaz en équilibre 


La fonction de répartition (que nous désignerons au présent pa- 
ragraphe et aux paragraphes suivants par f), définie par l'équation 
cinétique, donne le nombre moyen des molécules se trouvant dans les 
éléments de volume de phase dÿx d' ; pour un gaz en équilibre sta- 
tistique la fonction f (T) est une fonction de répartition de Boltzmann 
fo (6,7) indépendante du temps et (en l’absence de champ extérieur) 
des coordonnées r. Une question se pose tout naturellement: quel- 
les sont les fluctuations subies par la fonction de répartition micros- 
copique exacte f (é, r, |) au cours de sa variation dans le temps lors 
du déplacement des particules de gaz suivant leurs équations du 
mouvement exactes 1)? 

Introduisons une fonction de corrélation des fluctuations (appelée, 
en abrégé, corrélateur) 


(ôf (lis ras li) Of (£a rar Le))s (19,1) 


où ôf — f — f. Pour un gaz en équilibre cette fonction dépend uni- 
quement de la différence de temps t = {, — t,; la moyenne est prise 
sur l’un des instants t,, {,, à valeur donnée de leur différence. Le gaz 
étant homogène, les coordonnées r, et r, des points entrent elles aussi 
dans le corrélateur sous forme de différence r — r, — r,. On peut 
donc représenter le corrélateur sous la forme suivante, en posant 
conventionnellement £, et r, égaux à zéro, 


{6f (t, r, T1) 6f (0, 0, Th. (19,2 


Le gaz étant isotrope, la dépendance de cette fonction envers r se 
réduit en fait à la dépendance de la valeur absolue r. 

Si la fonction (19,2) est connue, son intégration permet de trou- 
ver aussi le corrélateur de densité de nombre de particules: 


{ôN (t, r)ôN (0, 0)} = \ (Gftrr, T,)6f(0,0, T,))dT,dT,. (19,3) 


Pour des distances r, grandes par rapport au libre parcours moyen 
l, le corrélateur de densité peut être calculé à l’aide de la théorie 
hydrodynamique des fluctuations (voir IX, $ 88). En ce qui con- 


41957) Cette question a été examinée pour la première fois par B. B. Kadomtser 
). 
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cerne les distances < Z, le corrélateur doit être traité dans le cadre de 
la théorie cinétique. | 
Il est directement évident de la définition (19,1) que 


(Of (4, r, T's) 6f (0, 0, Da) = (6f (—t, —r, l'a) 6f (0,0, Ti). (19,4) 


La fonction de corrélation présente aussi une symétrie plus profonde 
qui exprime la symétrie de l'état d'équilibre du système par rapport 
au renversement du temps. Le renversement du temps remplace un 
instant plus postérieur t par un instant plus antérieur —t et les va- 
leurs T des grandeurs par les valeurs inversées FT. Aussi la symétrie 
susmentionnée s’exprime-t-elle par l'égalité 


(Bf (Er. T1) 8/0, 0, l')) — (6 (—4, r, DT) 6f (0, O, [T)). (19.5) 


Pour t{ — 0, la fonction (19.2) lie entre elles les fluctuations se 
produisant à un même instant aux différents points de l’espace des 
phases. Mais les corrélations entre les fluctuations simultanées ne 
s étendent qu'à des distances de l’ordre du rayon d'action des for- 
ces moléculaires. Dans la théorie exposée. de telles distances sont 
pourtant considérées comme nulles, de sorte que le corrélateur si- 
multané s'annule. Soulignons que ceci est lié précisément à l’état 
d'équilibre par rapport auquel les fluctuations sont considérées. 
Nous verrons au paragraphe suivant que dans le cas hors d'équilibre 
les fluctuations simultanées sont elles aussi corrélées. 

En l'absence de corrélation sur des distances non nulles le cor- 
rélateur simultané se réduit aux fonctions 6, et le coefficient de ces 
fonctions détermine le carré moyen de la fluctuation en un point de 
l'espace des phases (cf. IX. $ 88). Dans un gaz parfait en équilibre le 
carré moyen de la fluctuation de la fonction de répartition coïncide 
avec la valeur moyenne de cette même fonction (voir V. $ 113), 
de sorte que 


(&f (0, r. T)6f (0. 0. Ti)» = f (T1) 6 (r) 8 (T1 — T2). (19,6) 


Quant à la corrélation non simultanée entre les fluctuations aux 
différents points, elle existe déjà dans la théorie qui néglige les di- 
mensions moléculaires. La nécessité d'apparition d'une telle corré- 
lation résulte du fait que les particules participant à un instant dé- 
terminé à la fluctuation en un certain endroit de l’espace des phases 
se trouveront à des instants suivants en d’autres endroits. 

Le problème de la détermination du corrélateur pour t #0 ne 
peut pas être résolu sous la forme générale, mais il peut être ramené 
à la résolution d'équations bien déterminées. Pour cela il faut se 
rappeler la proposition suivante de la théorie générale des fluctua- 
tions quasi stationnaires (voir V, $$ 118, 119). 

Soit x, (t) des grandeurs fluctuantes (à valeurs moyennes nulles). 
On suppose que si le système est hors d'équilibre avec des valeurs 
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de x, hors des limites de leurs fluctuations moyennes (mais petites 
quand même), le processus de relaxation du système vers son état 
d'équilibre est décrit par des « équations du mouvement » linéaires 
de la forme 


L Va = 
Ty = à NES (19,7) 
Q 


à coefficients constants À,,. On peut alors affirmer que les corréla- 
teurs des grandeurs x, satisfont aux mêmes équations 


L(ra(r (0) == — Domi (t)r (ON. 1>0 (19,8) 
b 


l'indice c dans ce système d'équations est libre). Après avoir résolu 
ces équations pour { >> 0, on trouve alors les valeurs des fonctions 
pour { << ÔÜ en utilisant la propriété de symétrie 

(Ta (t) ze (0)) = (x (—t) za (0)), (19,9) 
qui est une conséquence de la définition des corrélateurs. 

Dans ce cas, le rôle des équations du mouvement (19,7) est joué 
par l'équation de Boltzmann linéarisée pour la petite correction 6/ 
à la fonction de répartition d'équilibre f. Ainsi, le corrélateur de la 
fonction de répartition doit vérifier l'équation intégro-différentielle 
(H+vir-i) (St, r. l:)6/(0, 0. l,)) 0 pour 10, (19,10) 
où I, est un opérateur intégral linéaire qui agit sur les variables F, 
contenues dans la fonction qui le suit seion la définition 

Lig(ls) = \ (lil TE Lie fe — ie — el dl dr; dl”. 

(19,11) 
Quant aux variables F, intervenant dans l'équation (19,10), elles 
sont libres. La condition initiale imposée à l'équation est la valeur 
(19.6) du corrélateur à £ — 0, tandis que pour t < 0 le corrélateur 
est ensuite déterminé par l'égalité (19,4) (quant à la condition (19,5), 
elle se trouve finalement satisfaite automatiquement). Les formu- 
les (19,10), (19,11) et (19,4) donnent précisément un système d'équa- 
tions qui sont en principe suffisantes pour la détermination complè- 
te du corrélateur. 

A l'ordinaire, ce n’est pas le corrélateur lui-même qui présente 
de l'intérêt mais sa transformée de Fourier en coordonnées et en 
temps que nous désignerons par le symbole (6/,6/.) x, où les indi- 
ces Î et 2 désignent les arguments T, et F,: 


œ 


(6 6fa)ux = À dt À (F2 r T1)8f(0, 0, rae-itr-u0 dar (19,12) 


— x 


108 THÉORIE CINÊTIQUE DES GAZ [CH. I 


(cette grandeur s'appelle fonction spectrale des fluctuations ou corré- 
lateur spectral). Si une fonction fluctuante est développée en inté- 
grale de Fourier suivant le temps et les coordonnées, la valeur moy- 
enne des produits de ses transformées de Fourier sera liée au corré- 
lateur spectral par la formule 


(Bfux (Ts) 6furxe (T2)}= (221) 8 (w + w')8(k+k')(6/16f.)ux (19,13) 


(cf. V, $ 122). 

Il est facile d’écrire une équation qui permette en principe de dé- 
terminer la fonction spectrale des fluctuations sans procéder au 
préalable au calcul du corrélateur spatio-temporel. 

En divisant le domaine d'intégration sur £{ dans (19,12) en deux 
parties (de — à 0 et de 0 à ) et en utilisant (19,4), on obtient 


(B/18f2)ox = (8/18 f Jon +(6/20/1) To -Kr (19,14) 


(6f16f.X = | dt \ (f(, r, T,)8f (0, 0, Le)pe-itkr-ut) dir, (19,15) 
0 


Soumettons l'équation (19,10) à une transformation de Fourier unila- 
térale (19,15). Ce faisant, intégrons par parties les termes contenant 
les dérivées par rapport à { et r en tenant compte de ce que le corré- 
lateur doit tendre vers zéro lorsque r — oo et {—> co, tandis que 
pour { = 0 il doit être donné par la formule (19,6). Finalement on 
obtient l'équation cherchée sous la forme suivante: 


Lé(kvi—0)— 11] (6/16/2)% = f(T:)0(Ti—T). (19,16) 


Dans le cas où on ne s'intéresse qu’aux fluctuations de la densité 
du gaz et non pas à celles de la fonction de répartition, il est judi- 
cieux d’intégrer l’équation (19,16) sur dl, : 


L(kv—©)— 11 (8f (T)8N JR = FT). (19.17) 


Quant à la fonction spectrale cherchée (ôNV*) ,…. elle s'obtient en ré- 
solvant cette équation par une intégration simple (et non pas double 
comme dans (19,3)). 

Un autre procédé permettant de déterminer la fonction (ôN*°) x 
est basé sur le lien qui existe entre le corrélateur de densité et la 
susceptibilité généralisée par rapport au faible champ extérieur de 
la forme!) 

U(t, r)}= UV eitkr-ot) (19,18) 


1) Soulignons que ce lien n'existe, généralement parlant, que dans le cas 
d'équilibre. 
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(voir IX, $ 86). Si la densité subit sous l'effet de ce champ une 
variation 


No = —a (©, k) Uk (19,19) 


alors (suivant IX, (86,20)) le corrélateur spectral de densité prend à 
la limite classique la forme suivante: 


(EN )u == 27 Im a (w, k). (49,20) 
Soit ôf (£, r) la variation de la fonction de répartition sous l'effet 
du même champ. Elle satisfait à l'équation cinétique 


oôf ” oôf aU ôf 
ôt ôr ôr op 


Ecrivons les composantes de Fourier de la fonction ôf (t, r, l') sous 
la forme 
ok (T) = — ok (T) Ur, 


en y explicitant le champ extérieur. Alors, on a pour x x l'équation 
Li (kv— ©) — 1] Xox (T)= — ik TL. (49,21) 


D'après la solution de cette équation le corrélateur spectral cher- 
ché se détermine par une intégration simple: 


(EN?)ou = Im | Xuu (T) 4. (49,22) 


Problèmes 


1. Déterminer le corrélateur de densité dans un gaz monoatomique à 
l'état d'équilibre en négligeant les collisions. 
Solution. Pour un gaz monoatomique les grandeurs T sont les trois 


composantes de l’impulsion p. La solution de l'équation (19,10) pour FA = 0 
est la suivante: 


(ôf (&. r, p) 6f (0, O, p:)) = F (p1) Ô (r — vit) 6 (pi — p:). 
Sa composante de Fourier est 


(Of10f2)ooù = 2nf (P1) Ô (P1 — Pa) Ô (© — kv). 


L'intégration de ces expressions (avec la fonction $ maxwellienne) donne pour 
le corrélateur de densité 
- m 1\3/2 4 mrè 
ENG DENON) exp (er). (1) 


27m ] 4/2 ( mo ] @) 


F 
Ma (T7 —2rE) 
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2. Même problème pour une intégrale des collisions de la forme Le . 
= —gix avec le temps de relaxalion constant +. 

Solution. L'équation (19,16) se réduit à une équation algébrique. 
Après avoir déterminé (ô/,6/.)% à partir de cette équation, on trouve ensuite 
suivant (19,14) 1): 


2tf (P1) 


Bhôtx = Er — 0 


Ô (Pi — P2). (3) 


Notons que la présence même d’un petit nombre de collisions change le com- 
portement asympiotique du corrélateur spectral de densité lorsque les fré- 
quences sont élevées, w > kvt”l, c'est-à-dire pour des fluctuations dont la 
vitesse de phase est très supérieure à la vitesse thermique des molécules. En 
effet, à cette limite on a 


(ON?) = 2V/to!, (4) 


c'est-à-dire que lorsque la fréquence augmente, le corrélateur diminue suivant 
une loi puissance au lieu de la loi exponentielle (2). 


$ 20. Fluctuations de la fonction de répartition 
dans un gaz hors d’équilibre 
Envisageons un gaz à l’état stationnaire mais hors d'équilibre 


avec une certaine fonction de répartition f (r, l')satisfaisant à l’équa- 
tion cinétique 


S[& 


v 


= St f. (20,1) 


La fonction j peut différer fortement de la fonction de répartition 
d'équilibre f,, de sorte que l'intégrale des collisions St f n’est pas 
supposée linéarisée par rapport à la différence f — f,. L'état station- 
naire hors d’équilibre du gaz doit être maintenu par des actions ex- 
térieures : le gaz peut présenter un gradient de température maintenu 
par des sources extérieures, le gaz peut effectuer un mouvement sta- 
tionnaire (qui ne se réduit pas au mouvement de ce gaz pris dans 
son ensemble), etc. 

Posons-nous le problème de la détermination des fluctuations 
de la fonction de répartition f (t. r, l) par rapport à f (r, l). Ces 
fluctuations seront caractérisées de nouveau par le corrélateur 
(19,1) dans lequel la moyenne est prise de manière habituelle sur le 
temps à valeur donnée de la différence t — t, — t, et le corrélateur 
ne dépend que de t. Pourtant, la répartition f (r, |) étant inhomogè- 
ne, le corrélateur dépendra maintenant des coordonnées r, et r, sé- 
parément et non seulement de leur différence. La propriété (19,4) 


1) Notons que la formule eee ne peut pas être utilisée pour la résolution 
de ce problème parce que l'intégrale des collisions ne satisfait pas à la loi de 
conservation du nombre de particules. 
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s'écrit maintenant sous la forme 


(6f1 (1) Of2 (0)) == (62 (— 1) 6/1 (0)), (20.2) 


h()=f( rs Vi), f2(0)= (0: r2, LP). 


Quant à la relation (19,5) liée au renversement du temps, elle est 
en général absente dans le cas hors d'équilibre. 

Le corrélateur de la fonction de répartition satisfait toujours à 
la mème équation (19,10): 


(+vir—À) (ôf1 (1) 8/2 (0)) -- 0. (20.3) 


où J, est l'opérateur intégral linéaire (19,11) agissant sur les varia- 
bles F, !). En ce qui concerne la condition initiale sur cette équation. 
c'est-à-dire la forme du corrélateur simultané, elle est beaucoup plus 
compliquée que dans le cas en équilibre où elle était donnée tout 
simplement par l’expression (19.6). Dans un gaz hors d’équilibre. le 
corrélateur simultané lui-même se détermine à partir d'une certaine 
équation cinétique dont la forme peut être établie en utilisant la 
relation qui existe entre la fonction de corrélation et la fonction de 
répartition à deux particules f(? introduite au $ 16. A l’état sta- 
tionnaire, la fonction f® (r,, F,; r.. P,), de même que la fonction 
{(r, LT), ne dépend pas du temps de façon explicite. 

Pour établir cette relation remarquons que le volume de phase 
dr — dzrdT'est infiniment petit et ne peut donc contenir plus d’une 
particule à la fois). C'est pourquoi le nombre moyen fdtest en 
même temps la probabilité pour qu'une particule se trouve dans l’élé- 
ment dt (la probabilité pour que cet élément contienne deux parti- 
cules à la fois est une quantité d'ordre supérieur de petitesse). Il 
s'ensuit aussi que la valeur moyenne du produit des nombres de 
particules dans deux éléments dt, et dt, coïncide avec la probabilité 
de présence simultanée d’une seule particule dans chacun des élé- 
ments. Pour une paire de particules donnée cette moyenne est, 
d’après la définition de la fonction de répartition à deux particules, 
égale au produit fdt, dt.. Mais étant donné qu'une paire de parti- 
cules peut être choisie d’un nombre total (très grand) de particules 
par .#* (#° — 1) & .#°* procédés, on a 


(a dti-fa dre) = NE du dre. 


1) L'utilisation de cette équation dans le cas hors d'équilibre a été introduite 
par 4/. Laz (1966). 

2) Les raisonnements qui suivent ne sont qu'une périphrase de ceux déve- 
loppés au V, $ 116. 
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Toutefois, l'égalité (fif>) = S°*° 2 ainsi obtenue ne se rapporte 
qu'à divers points de l’espace des ‘Phases. Or, en passant à la limite 
Puy Ti ra Vo il faut tenir compte du fait que si dr, et dt, coïnci- 
dent, un atome se trouvant dans dt, se trouve aussi par là même 
dans dt,. La relation qui en tient compte est de la forme 


fe) = HS + Hô (rire) (Ti Ti). (20,4) 


En effet, multiplions cette égalité par dt, dt, et intégrons sur un 
certain petit volume At. Le premier terme au second membre donne 
une petite grandeur du deuxième ordre (—(At)*); quant au terme 


en fonctions 6, il donne fAt, c’est-à-dire une grandeur du premier 
ordre. Par conséquent, on obtient 


«4 fa)") = fAr, 


comme il se doit du fait qu’à des quantités du premier ordre près 
dans le petit volume At ne peut se trouver que 0 ou 1 particule. 
En portant (20,4) dans la définition du corrélateur simultané 


(ôf1 (0) 8/2 (0)) = Ga (0) fa (0) — Fifar 


on obtient la relation cherchée entre ce corrélateur et la fonction de 
répartition à deux particules: 


(ôf1 (0) Of (0)) = AfE — fifa + Hd (r1 — re) Ô (T1 — le). (20,5) 
Dans un gaz parfait à l'état d'équilibre la fonction de répartition à 
deux particulesseréduit au produit f® = f,f,/.#°* et la relation (20,5) 
se ramène alors à (19,6). Dans tout cas la fonction f‘* tend vers le 
produit indiqué lorsque la distance entre les points Z et 2 augmente, 
de sorte que 


(ôf1 (0) fa (0)) — 0 pour | r;, — re | —+ co. (20,6) 
La fonction de répartition à deux particules satisfait à une équa- 
tion cinétique analogue à l'équation de Boltzmann. On pourrait la 
déduire à partir de l’équation (16,9) pour f® de la même manière 
que l'équation pour la fonction à une seule particule a été obtenue 
à partir de (16,7) !). Mais nous exposerons ici une déduction de 
l'équation pour f® analogue à la déduction de l'équation de Boltz- 
mann basée sur des considérations physiques concrètes faites au $ 3. 
Nous prendrons comme inconnue non pas la fonction f(* elle- 
même mais la différence 


(rs r;; Los re )= N'TE — if (20,7) 


1) Au $ 17 l'équation (16,9) n’a été utilisée que dans un but spécifique, à 
savoir pour faire disparaître fC) dans l'équation pour f. 
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qui s’annule pour | r, — r, | > œ (le corrélateur (20,5) sans le der- 
nier terme). Cette grandeur est petite au sens usuel en théorie des 
fluctuations: de l'ordre 1/.#° par rapport à fif2. 

En l'absence de collisions la fonction œ satisfait à l'équation 
qui exprime tout simplement le théorème de Liouville : la constance 


de ft® le long de la trajectoire de phase d’une paire de particules: 


dft2) ip _, % 
Mr at ge de 


TE = 0. (20,8) 
Quant à la variation de q par suite des collisions, elle est liée à des 
processus de deux espèces. 

Les collisions des particules Z et ? avec toutes les autres particu- 
les et non pas l’une avec l'autre, font apparaître au second membre 


de l'équation (20,8) des termes L + Le: où 1: et Î, sont les opé- 
rateurs intégraux linéaires (19,11) agissant respectivement sur les 
variables F, et l.. 

Quant aux collisions des particules J et 2 l’une avec l’autre, elles 
jouent un rôle particulier : elles conduisent à un « saut » simultané 
des deux particules Z et 2 d’une paire de points de l’espace des pha- 
ses sur une autre. Des considérations exactement les mêmes que 
celles développées lors de la déduction de (3,7) donnent au second 


membre de (20,8) un terme de la forme 6 (r, — r.) Stif, où 


Stef = (we Lei D CGR FF) dial, (20,9) 


(dans cette intégrale les fluctuations peuvent être négligées), le 
facteur 6 (r, — r,) exprime le fait que les particules subissant les 
collisions se trouvent en un seul point de l’espace !). 
Ainsi, on aboutit finalement à l’équation suivante: 
dy 


6. NE Re : ; 
Vi ve 6 lg =6 (nr) St. (20,10) 


En résolvant cette équation, on obtient suivant (20,5) une fonction 
qui joue le rôle de la condition initiale à l'équation (20,3) pour 
t = 0? 


L' équation homogène (20,10) sans second membre admet une 
solution 


= foi Afse + Jos Afoir Af= Af+=r ou AT+< cl AV, (20,11) 


1) Si l’on intègre l'intégrale (20,9) encore sur dl',. on obtient une intégrale 
des collisions ordinaire de Boltzmann. 


?) Ce résultat appartient à S. V. Gantsévitch, V. L. Gourévitch et R. Katilus 
(1969) ainsi qu'à Ch. M. Kogan et À. J. Schulmann (1969). 
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correspondant à de petites variations quelconques du nombre de 
particules, de la température et de la vitesse macroscopique dans la 
répartition d'équilibre fo. 

Cette solution « parasite » se trouve pourtant éliminée par la 

condition @-—> 0 pour | r, — r, | —+ co. Ainsi, à l’état d'équilibre, 
lorsque l'intégrale St,, s'annule identiquement, il résulte de l’équa- 
tion (20,10) que q = 0 et nous revenons à la condition initiale 
19,6). 
ù Le second membre de l'équation (20,10), c'est-à-dire les colli- 
sions doubles entre les particules dans les états l', et l', donnés cons- 
tituent ainsi une source de corrélation simultanée des fluctuations 
dans un gaz hors d'équilibre. En conduisant à une variation simul- 
tanée des nombres d'occupation de deux états, les collisions dou- 
bles donnent lieu à une corrélation entre ces nombres. A l’état d’équi- 
libre, lorsque les collisions doubles directes et inverses se compen- 
sent exactement, ce mécanisme n'est pas efficace et les corrélations 
simultanées sont absentes. 

Si la répartition f ne dépend pas des coordonnées r (comme cela 
peut être assuré lorsque l’état hors d'équilibre est maintenu par un 
champ extérieur), on peut poser la question des fluctuations de la 
fonction de répartition moyennée sur tout le volume du gaz, c'est-à- 
dire des fluctuations de la fonction 


FE De | fr Dés (20,12) 


(que nous désignerons par la même lettre f mais sans l'argument r). 
La fonction de corrélation correspondante satisfait à une équation 
qui diffère de (20,3) par l’absence du terme contenant la dérivée 
par rapport aux coordonnées : 


(+ Fe —h) (ôf(t, Ts) 8f (0, L+))=0 pour 1>0: (20,13) 
et l'apparition au premier membre d’un terme supplémentaire lié 


à la force F agissant sur les particules dans le champ extérieur. En 
ce qui concerne le corrélateur simultané 


(ôf(0, T,)6f(0, F,)) = 


= SO (Te lol FT) +0 6, -r)= 


ir 
= (lo T)+H026(T-T, (20,14) 
il satisfait à l’équation 


Le + — (+0) ]p(Ts To) =Stue(ls To). (20,15) 
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Si le gaz est contenu dans un récipient fermé, cette équation doit 
être résolue avec la condition supplémentaire exprimant que le 
nombre total de particules de gaz est donné (c’est-à-dire que les 
fluctuations sont nulles): 


|, 6/00, r.yar,= ( «8f(0, r6$(0, rar, =0. (20,16) 


Cette condition doit être satisfaite également dans le cas d’équi- 


libre. Cependant l’expressionf (T,) & (1, — l',)/7° correspondant au 
corrélateur (19,6) ne satisfait pas à cette condition. Une expression 
correcte peut s’obtenir en se servant de l'arbitraire (20,11); en choi- 
sissant convenablement le paramètre A.#°, on obtient 


(GF(O, T,)6f(0, Ta)= STD 6 (Ta Ta) (TT (la). 


(20,17) 


Notons que ce corrélateur fait intervenir aussi un terme qui ne con- 
tient pas la fonction delta. 


CHAPITRE II 


APPROXIMATION DE LA DIFFUSION 


$ 21. Equation de Fokker-Planck 


Une catégorie importante de phénomènes cinétiques est consti- 
tuée par des processus dans lesquels les variations moyennes des 
grandeurs (dont dépend la fonction de répartition) dans chaque acte 
élémentaire sont petites par rapport à leurs valeurs caractéristiques. 
Les temps de relaxation de ces processus sont grands devant les temps 
des actes élémentaires qui constituent leur mécanisme microscopi- 
que; en ce sens de tels processus peuvent être dits lents. 

Un exemple typique de ce genre est fourni par le problème de la 
relaxation suivant les impulsions d’une faible impureté de gaz lourd 
dans un gaz léger (qui est supposé à l’état d'équilibre). La concen- 
tration des particules lourdes étant faible, on peut négliger les col- 
lisions de ces particules les unes avec les autres et ne considérer que 
leurs collisions avec les particules de gaz principal (léger). Mais 
lors de la collision d’une particule lourde avec une particule légère 
l'impulsion de la particule lourde ne subit qu'une variation relati- 
vement petite. 

Pour fixer les idées, nous raisonnerons précisément sur cet exem- 
ple et établirons une équation cinétique qui est vérifiée dans ce cas 
par la fonction de répartition des particules d'impureté suivant les 
impulsions f (t, p). 

Désignons par w (p, q) d°g la probabilité, rapportée à l'unité de 
temps, de variation de l'impulsion p — p — q de la particule 
lourde dans un acte élémentaire — sa collision avec une particule 
légère. Alors l’équation cinétique pour la fonction f (t, p) s’écrira 
sous la forme 


ER = Qur(p+a Di, p+ ap, a)f(6 p)}dg, (21,1) 


où le second membre exprime la différence entre le nombre de parti- 
cules arrivant (en 1 s) dans l'élément donné d‘p de l’espace des im- 
pulsions et le nombre de particules quittant cet élément pendant le 
même temps. En vertu des hypothèses adoptées, la fonction &w (p, q) 
décroît rapidement lorsque q augmente, de sorte que le rôle princi- 
pal dans l'intégrale est joué par les valeurs de q, petites par rap- 
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port à l’impulsion moyenne des particules. Ceci permet d'effectuer 
dans l’expression sous le signe d'intégration le développement 


w(p+ a, q)f(, p+a) &w(p, a) f(t p)+ | 
Ha he(p, a) P+S Tee lee (Pa) / (PI 


Finalement l'équation cinétique prend la forme 


of Q gi d . 
TE Pa {Au ape. (Banf)} » (21,2) 


ri 1 91: 
À= | au (p. Dig Bar + | dame (p. 4) 45. (21,3) 


Ainsi, l'équation cinétique devient différentielle au lieu d'être in- 


tégro-différentielle. Les grandeurs À, et B,g peuvent s’écrire en 
notation symbolique qui exprime plus clairement leur sens: 


e v 
7 __< a — Ta%ñ 94 
AT Bon = — + (21,4) 


où les signes Ÿ signifient la sommation sur le (grand) nombre de 
collisions se produisant pendant le temps Gt. 

L'expression figurant au second membre de (21,2) a la forme de 
divergence dans l’espace des impulsions, —65s,/8p4,, du vecteur 


eu ) à n 9B 
sa= — À (Banf)= — Auf Ban Es An = a+ 9. 


(21:5) 


Autrement dit, l'expression (21,2) a, comme il se doit, la forme 
d'une équation de continuité dans l’espace des impulsions, c’est 
par là même qu'est assurée automatiquement la conservation du 
nombre de particules dans le processus. Quant au vecteur s, il 
exprime la densité de flux de particules dans l’espace des impul- 
sions. 

Suivant les formules (21,4) les coefficients intervenant dans 
l'équation cinétique s'expriment par les caractéristiques moyennes 
des collisions et, en ce sens, leur calcul est un problème de la mé- 
canique. Or en réalité il n'est pas besoin de calculer séparément les 
coefficients 4, et Bg: ils peuvent être exprimés l’un en fonction de 
l'autre en partant de la condition d'annulation du flux à l’état d'é- 
quilibre statistique. Dans le cas présent la fonction de répartition 
d'équilibre est la suivante: 


f==const-e-P*/2MT, 


où W est la masse des particules de gaz lourd et 7, la température 
du gaz principal (léger). En portant cette expression dans l’équa- 
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tion s — 0, on obtient 


MTA, = BcpPs- (21,6) 
Ainsi, l'équation cinétique prend la forme 
df(t. p) _ à PB ôf 
a pe LEet (ir +57) |: 70 


Notons que les coefficients figurant dans les deux premiers ter- 
mes du développement de l'intégrale des collisions sont d’un même 
ordre de grandeur; cela est lié à ce que la prise de la moyenne des 
premières puissances des grandeurs alternées q, figurant dans (21,4) 
conduit à une plus grande réduction mutuelle que lors du calcul de 
la valeur moyenne des expressions quadratiques. Quant aux termes 
ultérieurs du développement, ils seront tous petits devant les deux 
premiers. 

Le seul vecteur dont peuvent dépendre les coefficients B,, est 
l'impulsion p des particules lourdes. Mais si les vitesses de ces par- 
ticules, p/M, sont en moyenne petites par rapport aux vitesses des 
particules légères, on peut considérer que ces particules sont immo- 
biles lors des collisions; à cette approximation les valeurs de B,8 
seront indépendantes de p. En d’autres termes, le tenseur B,4 sera 
réduit à un scalaire constant B: 


1 2 
Ba= Boy B=5 | dw(0, a). (21,8) 
et l'équation (21,7) prendra la forme 
ëf ô p ôf 
or = (ur +) (21,9) 


On notera une similitude formelle entre l'équation (21,7) et 
l'équation de diffusion dans un champ extérieur, surtout dans l'é- 
criture parlante (21,9). Rappelons que l'équation de diffusion est de 
la forme 


_ = div(DVc—bcF), 


où c est la concentration de l’impureté, F, la force exercée sur la 
particule d’impureté de la part du champ extérieur, D, le coeffi- 
cient de diffusion, b, la mobilité. Les processus décrits par l’équa- 
tion (21,9) peuvent être appelés diffusion dans l’espace des impul- 
sions ; le rôle du coefficient de diffusion est joué par B ; la relation 
entre les coefficients des deux termes au second membre de (21,9) 
est analogue à la relation d'Einstein bien connue entre le coefficient 
de diffusion et la mobilité: D = bT (voir VI, $ 59). 

L'équation cinétique de la forme (21,2) dans laquelle les coeffi- 
cients sont déterminés à l’aide des caractéristiques moyennées des 
actes élémentaires suivant (21,4) est appelée équation de Fokker- 
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Planck (A. D. Fokker, 1914; M. Planck, 1917). Les propriétés spé- 
cifiques des variables p, en tant qu’impulsions des particules n’ont 
joué aucun rôle dans la déduction exposée. 11 est donc clair qu’une 
équation de la même forme sera également valable pour des fonc- 
tions de répartition f suivant d’autres variables pourvu que les con- 
ditions sur lesquelles est basé l’établissement de cette équation soient 
réalisées: une petitesse relative de la variation des grandeurs dans 
les actes élémentaires et la linéarité par rapport à f de l’opérateur 
intégral qui exprime la variation de la fonction par suite de ces actes. 

Mentionnons, à titre d'exemple, encore le cas où un gaz léger cons- 
titue une petite impureté dans un gaz lourd. Lorsqu'une particule 
légère entre en collision avec des particules lourdes, son impulsion 
varie fortement en direction mais peu en valeur absolue. Bien que 
dans ces conditions l'équation (21,7) ne soit pas applicable à la 
fonction de répartition des particules d’'impureté du gaz suivant le 
vecteur impulsion p, une équation analogue peut être établie pour la 
répartition uniquement suivant la valeur absolue p. Si la fonction 
de répartition est rapportée comme précédemment à l’élément d’es- 
pace des impulsions d’p (de sorte que le nombre de particules dont 
la valeur de l'impulsion p est comprise dans l'intervalle dp est 
égal à f(t, p)-4np° dp), l'équation de Fokker-Planck sera valable 
pour la fonction 41p°f rapportée à l’élément dp 


dj? D fre à ,. 
= 7 (PA+B ip) 


ou 


ôf 1 à , B à 2 è - 
dt — p° ôp p°{iA+ = 0p Îp }. (21,10) 
où 
\ 2 
1 (ôp) 
B= 75 —. (21,11) 


L'expression entre accolades traduit le flux radial s dans l’espace 
des impulsions. Ce flux doit s’annuler dans le cas de la répartition 
d'équilibre 

f—const-e-P*/2mT 
(où m est la masse de la particule légère et T, la température du gaz 
principal (lourd)). Cette condition lie les grandeurs À et B, si bien 
que l'équation (21,10) devient 


of _ 1 ôp?s _ P . Ôf | 
se op = Burft). (112) 
Problèmes 


1. Déterminer le coefficient de diffusion dans l'espace des impulsions (8 
dans l'équation (21,9)) pour l'impureté de gaz lourd dans un gaz léger, en sup- 
posant que les vitesses des particules lourdes sont petites devant celles des 
particules légères. 
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Solution. Comme il est indiqué dans le texte, en calculant le trans 
fert d’impulsion dans les conditions données, on peut considérer la ticule 
lourde comme immobile et négliger la variation de son énergie lors de la colli- 
sion. La variation de l'impulsion de la particule lourde est alors calculée com- 
me étant égale à la variation de l'impulsion de la particule légère: (Ap}? — 
= 2p°?(4 — cos a). où p’ est la valeur de l'impulsion de la particule légère 
et a. l'angle de rotation de cette impulsion lors de la diffusion. On en déduit 


> (Ap)° = êt | 2p'? (4— cos &) Vu’ do 


(où N est la densité de nombre de particules de gaz léger) et finalement 
4 
= (p3 
3m (p'?ot). 


où G, = \ ({ — cos &) da est la section efficace de transport et la moyenne 
est prise sur la répartition des particules de gaz léger. 


2. En utilisant l'équation de Fokker-Planck, déterminer la mobilité d'une 
particule lourde dans un gaz léger. 

Solution. En présence d'un champ extérieur le premier membre de 
l'équation (21,9) comprend un terme supplémentaire F of/ôp, où F est la force 
agissant sur la particule. En supposant que cette force est petite, cherchons une 
solution stationnaire de l'équation sous la forme f = for ôf, où f, est la r6- 
partition maxwellienne et 6/ € f,. On trouve pour 6/ l'équation 

à d6/ P _pr Jo 
8 | op LE Ti 1) = dp * 
D'où : 
06 pr _r 
8 | op TNT $/) = Fho 
: ensuite ôf = fFp/B. La mobilité b est donnée par le coefficient dans l'égau- 
ité 


v- \ ôf-vd"p=bF. 


Le calcul de l'intégrale donne 
T 3mT 


Sr TTL 


ce qui est en accord avec (12,4). 


$ 22. Gaz faiblement ionisé dans un champ électrique 


Considérons un gaz ionisé soumis à un champ électrique uniforme 
E. Le champ trouble la répartition d’équilibre des électrons dans 
le gaz et y produit un courant électrique. Etablissons une équation 
cinétique déterminant la répartition électronique !). 

L'’ionisation faible signifie que la concentration des électrons 
(et des ions) dans le gaz est faible. C’est pourquoi seules les colli- 


1) La théorie exposée dans ce paragraphe appartient à B. 1. Davydov (1936). 
La cs à la limite (22,18) a été obtenue encore plus tôt par M.J. Druyves- 
teyn ( ). 
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sions des électrons avec des molécules neutres jouent un rôle prin- 
cipal; quant aux collisions des électrons l’un avec l’autre (et avec 
les ions), elles peuvent être négligées. Nous supposerons aussi que 
l'énergie moyenne acquise par les électrons dans le champ électrique 
(même si le champ est intense, voir plus loin) est insuffisante pour 
provoquer l'excitation ou l’ionisation des molécules; on peut alors 
considérer que les collisions avec les molécules sont élastiques. 

La masse m des électrons étant beaucoup plus petite que la masse 
M des molécules, on conçoit que la vitesse moyenne des électrons 
est grande devant la vitesse moyenne des molécules. Pour cette 
même raison, lors d’une collision l’impulsion de l’électron change 
fortement en direction mais faiblement en valeur absolue. Dans ces. 
conditions l'intégrale des collisions dans l’équation cinétique peut 
être représentée par la somme de deux parties traduisant les varia- 
tions du nombre de particules dans l’élément donné de l’espace des 
impulsions, dues à la variation de la valeur et à la variation de la 
direction de l’impulsion respectivement, la première de ces parties 
peut être représentée sous une forme correspondant à l'équation 
différentielle de Fokker-Planck. 

Vu la symétrie par rapport à la direction du champ, la fonction 
de répartition ne dépend que de deux variables (en plus du temps): 
de la valeur absolue p de l'impulsion et de l'angle 6 que l'impulsion 
p =- mv fait avec la direction du champ E (que nous prendrons pour- 
axe des z). L'équation cinétique pour la fonction f (t, p, 6) est de 
la forme !) 


of ôf sn, { [2] 2 Vs P\ 
nn Eg— TE P s + Vv \ [f(t, p, 0") —f(1, p, 8) do. 
22,1) 
où 
; NV 2 
A Ti Lou 


Le premier terme au second membre de (22,1) correspond au second 
membre de l'équation de Fokker-Planck (21,12). Quant au deuxième 
terme, il donne l'intégrale des collisions par rapport à la variation 
de direction de l'impulsion. Dans cette intégrale les molécules 
peuvent être considérées comme étant au repos (W étant la densité: 
de leur nombre) ; alors le nombre de collisions que l’électron subit en 
unité de temps et qui entraînent un changement de direction de l’im- 
pulsion depuis 8 vers 0” (ou de 8’ vers 6) est égal à Nvdo, où do est 
la section efficace de diffusion de l’électron par une molécule immo- 
bile dépendant de p et de l'angle « formé entre p et p’ (la section 
efficace est déjà supposée moyennée sur lesorientations de la molécule). 


1) Dans ce livre la lettre e désigne partout une grandeur pusitive, la valeur 
absolue de la charge élémentaire. Aussi la charge de l’électron est-elle égale 
à —e. 
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Dans ce qui suit nous considérons un état stationnaire à fonction 
de répartition indépendante du temps, si bien que le terme ôf/ot 
dans l'équation (22,1) sera omis. 

Pour le calcul de la grandeur B nous utiliserons l'égalité 


(v — VE = (v —v'} 


-qui exprime que dans une collision élastique la valeur de la vitesse 
relative de deux particules reste inchangée (v, V et v’, V’ sont les 
vitesses initiales et finales de l’électron et de la molécule). La varia- 
tion de la vitesse de la molécule est petite par rapport à la variation 
de la vitesse de l’électron: AV = —mAv/M ; aussi, en développant 
cette égalité, on peut y poser V = V’. Alors 


2V (v —v') = 0 —v* à 2v Av, 
où Av = v —v’ est une petite quantité. Ainsi, il vient 
2 
(Ap}° = m° (Av)? = — (Vv} + (Vv2—2(Vv)(Vv')l. 
Pour moyenner cette expression, on procède en deux étapes. Tout 
d'abord on moyenne sur la répartition (maxwellienne) des vitesses 


V des molécules. Cette répartition étant isotrope, on a (VaVs) = 
= as (V?}/3 et . carré moyen (V*) = 37T/M. On obtient one 


(AP = ET (rot 2vv") & RE (4—cosa). (22,2) 


Après cela il faut moyenner sur des collisions subies par l’électron 
en unité de temps; on y arrive en intégrant sur Vvdo. Finalement on 
obtient 
Nmvo;T pnT : 
PE Me (22,3) 


OÙ 0} = \ (4 — cos &) do est la section efficace de transport et L, 
Je libre parcours moyen défini par 


1 = 1/No, (22,4) 


(dans le cas général L est fonction de p). Ainsi, 1e flux figurant dans 
(22,1) a pour expression 


=? (v+r À). (22,5) 


On notera que d’après (22,2) la variation d'énergie de l’électron 
par suite de la collision Ae = v Ap = T (m/M}"® = e (mM)'=:. 
Aussi une variation notable de cette énergie ne se produit-elle qu’a- 
près —-M/m collisions, tandis que la direction de l'impulsion de l’élec- 
tron subit une variation importante dans chaque collision. Autre- 
ment dit, le temps de relaxation suivant les énergies des électrons 
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Te — ThpM/m, où t, — l/v est le temps de relaxation suivant les 
directions de l’impulsion. 

Le premier membre de l'équation (22,1) doit être lui aussi expri- 
mé en fonction des p et 6: 


L sin®°0  ôf 
eE ne eE L = eE [soso © 0 —— LME 2 do 5] : (22,6) 


La eur de res cinétique A formée est à chercher 
sous la forme du développement en polynômes de Legendre: 


f(p, 8)= À fn (p) Pa (cos 0). (22,7) 


Nous verrons plus loin que les termes successifs de ce développement 
décroissent rapidement en ordre de grandeur. Aussi est-il en fait 
suffisant de ne garder que les deux premiers termes du développe- 
ment: 


f (p, 8) = fo (P) + fi (p) cos 6. (22,8) 
Lorsqu'on y porte (22,8), l'intégrale (22,1) donne 


[LG 8)—f(p, 8) do= —fioscos0 


(cf. la transformation de la même intégrale dans (11,1)), après quoi 
l'équation cinétique prend la forme 


—eË [fscos0+ fc0s0 + sin? o]+ + (S0P°)" Fa  ficos8=0, 


où le signe’signifie la dérivation par rapport à p; ici on a omis le 
terme p* (s,p°) cos 8 qui est a priori plus petit (—-m/M fois) que le 
terme (vf,/l) cos 8 (s et s, étant donnés par l’expression (22,5) avec 
fo Où f, au lieu de f). En multipliant cette équation par P, = 1 ou 
par P, = cos 6 et en l'intégrant sur d cos 6, on obtient deux 
équations 


FPS) = 0, S= 77 (Pfo+mpTf) fn (22,9) 


h= Eh. (22,10) 


L'expression de S donne la densité de flux de particules dans 
l'espace des impulsions modifié par le champ électrique. De (22,9) il 
s'ensuit que S = const/p°. Mais le flux S doit être fini quelle que 
soit la valeur de p; c’est pourquoi const = 0. En portant mainte- 
nant /, donnée par (22,10) dans l'équation S = 0, on trouve l'équa- 
tion déterminant la fonction fo (p): 


LpT+ LEA —]f+< p° LE f=0. (22,11) 
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Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur la forme de Ia 
fonction ! (p), si bien que l’intégrale de l'équation du premier ordre 
(22,11) peut être écrite avec une fonction / (p) quelconque. Afin 
d'obtenir des résultats plus concrets, supposons ! = const, ce qui 
est équivalent à l'hypothèse où la section efficace 0, est indépen- 
dante de l'impulsion !). Alors l'intégration de l'équation (22,11) 
donne 


fo (p) == const - (+4) er. (22,12) 
où 
= À. 22,13) 


Quant à la fonction f, (p), on tire pour elle de (22,10) et (22.12) 

h=—hV + 

L 9 M efT+y3/6 * 

La grandeur y est le paramètre qui caractérise le degré d'action 

du champ sur la répartition des électrons. Le cas limite des champs 

faibles correspond à l'inégalité y & 1. A l’approximation du premier 

ordre la fonction f, (p) se réduit alors à la répartition maxwellienne 
non perturbée (f, « e-#/T, e = 37/2) et 


fi= — + for v<1- (22:15) 


L'intensité du courant électrique qui prend naissance dans le gaz se 
détermine par la mobilité des électrons 


(22.14) 


v; 1 5 1 RUE 
= = EN \ vcos 0. f dp = — GENS \ vf; Sp (226) 
(où V. est la densité de nombre d'électrons) =). Un calcul simple 
fait avec f, tirée de (22.15) donne pour la mobilité des électrons dans 
un champ peu intense 


b= 


23/2 
ani/? (mT)1/=° 
Comme il se doit, cette expression satisfait à la relation d’Einstein 
D = bT, où D est le coefficient de diffusion (11,10). 

Le sens de l'inégalité y € 1 en tant que critère de faiblesse du 
champ peut être compris à partir des considérations simples sui- 
vantes. 11 est évident que l'influence du champ sur la répartition 


(22.17) 


b,= 


1) Cela a lieu à coup sûr à des températures suffisamment basses des élec- 
trons, étant donné que pour des particules lentes la section efficace tend vers 
une limite indépendante de l’énergie (voir III, $ 132). 

2) Notons que les différents ponnones de Legendre étant orthogonaux 
entre eux, de tous les termes du développement (22,7) la contribution à l’inté- 
grale de normalisation est apportée seulement par le terme f, et à v,, seulement 
par le terme f, cos 0. 
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des électrons sera faible tant que l’énergie acquise par l'électron 
pendant son libre parcours moyen sera petite par rapport à l’énergie 
qu'il cède à l’atome lors de la collision. La première de ces énergies 
est eEl et la seconde 


(où P et V sont l'impulsion et la vitesse de l’atome; la variation 
ôP est de l’ordre de grandeur de l’impulsion de l’électron). C’est la 
comparaison des deux expressions qui conduit au critère cherché. 

Dans le cas inverse des champs intenses (y > 1), on trouve‘) 


3e2 BAN, | 
fo(p)= Aexp (—-5x) , A EG) TR” (22,18) 


mm € : 
=-6Y + fo 22,19) 
L'énergie moyenne des électrons s'exprime par 


— _ 2 2M 5 M PU 
ce? Mre($)ei=04%Ety À, (2220) 
et leur mobilité par 
L ar (9/4) L/® ee 
BE STE (mn MDIR GENE ; (22,21) 
Il reste à établir le critère de convergence du développement 


(22,7). Remarquons pour cela que les ordres de grandeurs de ses 
termes successifs sont liés par la relation 


E © 
EE fa fn (2.29 


(après la substitution de (22,7), la multiplication par P, (cos 8) et 
l'intégration sur d cos 8 il ne reste au premier membre de l’équation 
cinétique que le terme contenant f, -, et dans l'intégrale des colli- 
sions le terme contenant f,). Pour y & 1, l’énergie moyenne de 
l'électron e& — T. et la relation (22,22) donne 


În eEl m \1/2 
Frs (Fr) < 1. 


Dans le cas des champs intenses, lorsque y > 1, l'énergie moyenne 
de l'électron e — eEl (Mim)'/®, si bien que de nouveau 
fnlfn-s > (mIM)E «1. 


Ainsi, la convergence du développement est assurée par la faible 
valeur du rapport m/M ?). 


1) Pour obtenir la formule (22,18) il est is simple de résoudre à nouveau 
l'équation (22,11) (en y posant T = 0) que de passer à la limite dans (22,12). 

2) Notons pourtant que les corrections f., fs, - . . ne peuvent pas être déter- 
minées à l’aide de ar (22,1) parce que dans cette équation on a utilisé 
l'approximation de Fokker-Planck dans laquelle les quantités d'ordres supé- 
rieurs en m/M ont été déjà négligées. 
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$ 23. Fluctuations dans un gaz 
hors d’équilibre faiblement ionisé 


Dans ce paragraphe nous allons considérer les fluctuations de la 
fonction de répartition des électrons dans l’état hors d'équilibre 
stationnaire d’un gaz faiblement ionisé ; le gaz est spatialement ho- 
mogène et soumis à un champ électrique constant et uniforme E. 

Nous ne nous intéresserons qu’à la corrélation temporelle et non 
pas à la corrélation spatiale. Dans ce cas il y a intérêt à introduire. 
au lieu de la fonction de répartition exacte (fluctuante) f (£, r, p) 
qui dépend des coordonnées, une fonction moyennée sur tout le 
volume du gaz 


pe | x, pe (23,1) 


(que nous désignerons dans ce paragraphe par la même lettre f sans 
argument r) ; cette fonction ne fluctue qu’au cours du temps. Quant à 
la fonction f (p) autour de laquelle fluctue f, elle représente la ré- 
partition (22,8) déterminée au paragraphe précédent. 

Pour le système considéré ce ne sont pas les fluctuations de la 
fonction de répartition elle-même qui présentent un intérêt particu- 
lier, mais les fluctuations de la densité j de courant électrique qu'el- 
les provoquent. Les corrélateurs de ces grandeurs sont liés l’un à 
l’autre par la formule évidente 


(Ba (1) Bin (0)= 7 À (F(L, p)6F(0, phoevsdpp", (23.2) 


où ôj est bien entendu la fluctuation de la densité de courant moyen- 
née sur le volume du gaz !). 

La résolution du problème pour un gaz hors d'équilibre est ba- 
sée sur la méthode générale exposée au $ 20 2). 

Suivant cette méthode, le corrélateur (6f ({, p) ôf (0, p’})) satis- 
fait (suivant les variables t et p) à l'équation cinétique (22,1) qui 
joue dans le cas considéré le rôle de l'équation (20,13) utilisée dans 
la méthode générale. En plus de ce corrélateur, à la même équation 
satisfait aussi la fonction 


ge, p}= | (6f(. p)6f(0, p°}) v’ap!, (23,3) 


1) Une telle prise de moyenne correspond à une expérience dans laquelle 
on mesure les fluctuations du courant total dans le gaz: la fluctuation du cou- 
rant total est égale à la fluctuation de la densité de courant moyennée dans la 
pirection donnée, multipliée par la section de l'échantillon. 

2) L'analyse de ce problème par P. J. Price (1959) constitue un premier 
exemple de calcul des fluctuations dans un système hors d'équilibre. Ici nous 
suivons l'exposé appartenant à V. L. Gourévitch et R. Katilus (1965). 
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par laquelle s'exprime à son tour le corrélateur du courant cherché 
(ja (2) Big (0) = €? À gt, p} ve dp. (23,4) 


Ainsi, on a l'équation 


=12 (28 (Het) ]-No (ge, P, 6)—g(t, p, 8‘)]do 
(23,5) 


avec B donnée par (22,3). 

L'équation cinétique (22,1) tient compte des collisions des élec- 
trons seulement avec les molécules et non pas avec les électrons. 
C'est pourquoi il n'y a pas ici de mécanisme qui établisse une corré- 
lation simultanée entre les électrons ayant des impulsions diffé- 
rentes, et la condition « initiale » pour la fonction g (f, p) sera la 
même que pour l’état d'équilibre. Puisqu’il s'agit de la fluctuation 
de la fonction de répartition moyennée sur tout le volume du gaz, 
on doit tenir compte de la constance du nombre de particules (d’élec- 
trons) 1). Suivant (20,17) on a sous cette condition 


(6 (0, p)6$(0, py=-7[ F(P)8(p—p')—-7f(P)F(P)] 


(W. est la densité d'électrons), d’où on obtient pour la fonction ini- 
tiale 


g(0, p}=—f(p)(v—V), (23,6) 


où V est la vitesse moyenne des électrons se trouvant à l’état avec 


la répartition f (p). La vitesse V est dirigée certes le long du champ 
E; écrivons-la sous la forme 


V = —ebE, (23,7) 


1) Puisque nous nous intéressons seulement à l'influence sur les fluctua- 
tions de l’état hors d'équilibre lié à la présence du champ, nous négligerons les. 
fluctuations du nombre total d'électrons liées aux processus d’ionisation et de re- 
combinaison. En toute rigueur, ces fluctuations peuvent être nulles dans le cas 
où tous les électrons sont formés par des impuretés à faible potentiel d'ionisa- 
tion ; le nombre total des électrons coïncide alors tout simplement avec le nom- 
bre total des atomes d’impureté. Nous négligerons aussi les fluctuations de la 
concentration des molécules neutres. Une fluctuation relative de cette concen- 
tration est certainement petite comparativement à la même fluctuation pour 
les électrons, car la concentration des électrons est beaucoup moins forte que 
celle des molécules. 
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où b est la mobilité des électrons. La constance du nombre total des 
électrons signifie également que | 5 = 0 et donc 


\ gt, p}&p=0. (23,8) 


En suivant la méthode décrite au $ 19, faisons subir à l'équation 
(25,5) une transformation de Fourier unilatérale: multiplions-la par 
eis! et intégrons sur t dans les limites de 0 à oo. Dans ce cas le terme 
<iot ÿg/ôt se transforme par parties compte tenu de la condition 
initiale (23,6) et de la condition g (oo, p) = 0. On obtient finale- 
ment l'équation 


: Û 1 OF mTp fu agt+) 
= (+) — DS (0) PE RE — gt+) ll 
108 e(E 7) E PE &l Mi (re Han }]+ 


+ Na À 186 (pt (pldo= + f(p)(v—V), (23,9) 


g® (w, p) = \ eivig(t, p) dt. (23,10) 
0 
En vertu de (23,8) cette équation doit être résolue avec la condition 
supplémentaire 
| et (w, p)&p=0. (23,11) 


Si la solution de l’équation (23,9) est trouvée, la décomposition 
spectrale cherchée du corrélateur des courants peut être obtenue par 
une simple intégration. En effet, écrivons 


aie) = | dt | eiot(6f (4, p)65(0, p'} ravi Ep Pp' 
et, en procédant ensuite exactement de la même manière que lors de 
l'établissement de (19,14), on obtient 

(air) = €* \ {gp (o, phrs+ ge (—0o, p)vs} dip. (23,12) 


Dans ce qui suit, pour rendre les raisonnements plus concrets, 
nous posons L = const. A l’état d'équilibre, en l'absence de champ 
électrique, la fonction f représente la répartition maxwellienne d’équi- 
libre f, (p). La solution de l'équation (23,9) est alors 


__ P_ fo(p) l 923,2 
EU Toi ? (23.23) 


comme il est aisé de s'en assurer en remarquant que 


\ (p—p') do = op. (23,14) 
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Si ot & 1 (où t, — l/vr est le temps de relaxation suivant les 
directions de l'impulsion), on peut négliger le terme —iæl;r figu- 
rant au dénominateur de (23,13). Le calcul de l'intégrale (23,12) 
donne alors le résultat suivant : 


Gallo = LE A (23,15) 


où o = e* Nb, est la conductivité du gaz dans un champ peu inten- 
se ; b,, la mobilité des électrons dans un champ faible donnée par la 
formule (22,17). Le résultat (23,15) correspond certes à la formule 
générale de Nyquist relative aux fluctuations d'équilibre du courant 
(voir IX, $ 78). En effet, considérons un volume cylindrique du gaz 
situé le long de l’axe x. Puisque la densité de courant est déjà moyen- 
née sur le volume, le courant total J = j,S, où S est l'aire de la 
section du cylindre. Alors on déduit de (23,15) 
° 2ToS® T' T a 10 

ue = PER, (23.16) 
où L =7iS est la longueur de di et À = Li0S, sa ré- 
sistance !). 

Pour E =£ 0, l'équation (23,9) est résolue par approximations 
successives de la même manière que l'équation (22,6). Mais si l’équa- 
tion (22.6) déterminait une fonction scalaire, l'équation (23,9) est 
écrite pour une fonction vectorielle. Les premiers termes du déve- 
loppement d'une telle fonction (dépendant de deux vecteurs: du 


vecteur constant E et du vecteur variable p) peuvent s'écrire sous 
la forme 


89 (w, p) =h(w, p)n +e {go (w, p) + nes; (w, p)}, (23,17) 


avec a € g (ici n = p/p, e = E/E). Quant à la fonction f (p), 
elle s'exprime par 


1 (p) = fo (p) + nef, (p) (23,18) 


avec fo et f, = eElf;/v calculées au paragraphe précédent. 

Portons (23,17) et (23,18) dans l'équation (23,9) et séparons les 
termes pairs et impairs en p. En posant de nouveau «ot, € 1 et en 
réunissant les termes impairs, on obtient 


+ {in + ge(ne)}—e (e< 260 me) 


on a omis ici des termes a priori petits Fe le ee de m/M) de- 
vant les termes écrits. Il en résulte 


h(p)= - 


— 0% ee P) 


ftp), 8e, p}=—— (23,19) 


7 1) Encoi En open avec IX (78,1), il faut tenir compte de ce que how & T et 


qu'en vertu de la condition wt,, € 1 la dispersion de la conductibilité est nulle, 
de sorte que Z := /?. 


A—0129$ 
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En ce qui concerne des termes pairs en p, ils ne doivent satis- 
faire à l'équation (23,9) qu'après la prise de moyenne sur les direc- 
tions de p, conformément à ce que l'expression (23,17) ne donne que 
les premiers termes du développement de la fonction cherchée. Un 
calcul bien simple (fait à l’aide des expressions (23,19)) permet d'ob- 
tenir pour la fonction g, (w, p) A suivante : 


; 1 2eEl à 
— iogo + (PS)= — {eEbfo + SE pho}: (23,20) 
où 
2EtIm à 
Sr (stnrr de) 0 2 
Cette équation doit être résolue avec la condition supplémentaire 


\ &(&, p)&p=0, (23,21) 


à laquelle se réduit la condition (23,11) lorsqu'on y porte (23,17). 

Lorsque la fonction g(*) est connue, le corrélateur du courant 
cherché est donné par la formule (23,12). En y portant le dévelop- 
pement (23,17) et en effectuant une simple transformation à l’aide 
de (23,19), on obtient 


(air)o = 
2e 2les di 
= Ôcs F7 \ vfo p— ES Es \ [0 (@, p)+ go(—0, p] — 


(23,22) 


Le terme —iog, intervenant dans l'équation (23,20) devient es- 
sentiel pour &© — mv/Ml, c'est-à-dire pour œwt, — 1, où tT, est le 
temps de relaxation suivant les énergies des électrons. C’est donc à 
partir de telles fréquences que commence la dispersion des fluctua- 
tions du courant. 

Dans le cas général l'équation (23.20) est très compliquée. Ana- 
lysons. à titre d'illustration, le cas des basses fréquences, ot, < 1, 
et des champs intenses satisfaisant à la condition y > 1, où y est le 
paramètre défini par (22,13). En vertu de cette dernière condition 
la fonction f, (p) est donnée par l’expression (22,18). Le calcul de 
l'intégrale au premier terme de (23,22) donne 


5 23/2 Neil ( eEl is ( M |" 
a 3/4T (3/4) 7° \ m mm. ; 


Au deuxième terme de (23,22) nous nous bornerons à donner une 

évaluation par des lettres sans les coefficients numériques. A partir 

de l'équation (23,20) (sans le terme —iwg,) on trouve l’évaluation 
eEl21f 


Bo — pe Jo 
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L'intégrale est ensuite évaluée comme 
LE E2 ps 
TP 


Finalement on trouve pour le corrélateur du courant l'expression 
suivante 


Gao = 2 (A) (M) To ÉsËe, (23,23) 


où B — 1 est une constante numérique. 


$ 24. Recombinaison et ionisation 


Un degré d'ionisation d'équilibre dans un gaz partiellement 
ionisé s'établit par divers actes élémentaires d’ionisation par choc 
et de recombinaison des particules chargées entrant en collision. 
Dans le cas le plus simple où le gaz ne contient (en plus des élec- 
trons) qu’une seule espèce d'ions, le processus d'établissement de 
l’équilibre d’ionisation est décrit par une équation de la forme 


Le = p—aN Nr. (24,1) 


lci B est le nombre d'électrons qui se forment en 1 s dans 1 cm® 
(lors des collisions des atomes neutres ou par ionisation des atomes 
par les photons); ce nombre est indépendant des densités présentes 
d'électrons W, et d'ions V;. Quant au second terme, il exprime la 
diminution du nombre d'électrons par suite de leur recombinaison 
avec les ions; la grandeur a est appelée coefficient de recombinaison. 

Le processus de recombinaison est d'ordinaire assez lent compa- 
rativement à d’autres processus d'établissement de l'équilibre dans 
le plasma. Le fait est que la formation d’un atome neutre lors de la 
collision d'un ion avec un électron exige que l'énergie libérée soit 
emportée (l'énergie de liaison de l’électron dans l’atome). Cette 
énergie peut être rayonnée sous forme de photon (recombinaison 
radiative); dans un tel cas la lenteur du processus a son origine dans 
la faible probabilité de rayonnement en électrodynamique quanti- 
que. L'énergie libérée peut aussi être transmise à une troisième par- 
ticule, à un atome neutre; dans ce cas la lenteur du processus pro- 
vient de la faible probabilité de collisions triples. Tout cela conduit 
à ce que souvent il y a intérêt à étudier la recombinaison dans des 
conditions où la répartition de toutes les particules peut être consi- 
dérée comme maxwellienne. 

A l'état d'équilibre, la dérivée dV./dt s'annule. 1l s'ensuit que 
les grandeurs «& et B figurant dans (24,1) sont liées par la relation 


B—=aNsNon (24,2) 
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où N,. et Ni; sont les densités d'équilibre d'électrons et d'ions dé- 
io par des formules thermodynamiques correspondantes (voir V, 
104) !). 

Le coefficient de recombinaison radiative se calcule directement 
d’après la section efficace de recombinaison 0... lors de la collision 
de l’électron avec un ion immobile (la vitesse de l'ion peut être 
négligée devant celle de l'électron): 


@ — (LeOrec)» (24,3) 


où la moyenne est prise sur la répartition maxwellienne des vitesses 
v. de l’électron (voir problème 1). 

La recombinaison radiative n’est pourtant essentielle que dans 
un gaz suffisamment raréfié pour lequel les collisions triples des 
particules peuvent être totalement négligées. Dans un gaz moins 
raréfié le mécanisme principal est la recombinaison avec la parti- 
cipation d’une troisième particule : d'un atome neutre. C’est préci- 
sément ce mécanisme que nous allons examiner de plus près. 

Lorsqu'un électron entre en collision avec les atomes. son énergie 
varie par petites portions. Aussi le processus de recombinaison com- 
mence-t-il par la formation d'un atome fortement excité et par 
suite des collisions ultérieures de cet atome l’électron « descend » 
vers des niveaux de plus en plus bas. Un tel caractère du processus 
permet de le considérer comme une « diffusion dans l'espace de 
l’énergie » de l’électron capturé et de lui appliquer donc l'équation 
de Fokker-Planck (L. P. Pitayerski, 1962). 

Introduisons la fonction de répartition des électrons capturés 
suivant leurs énergies e (négatives). 11 est naturel que le rôle prin- 
cipal sera joué par la « diffusion » sur le domaine des énergies | £ | — 
= T. Rappelons à ce propos que la température doit être considérée 
comme petite par rapport au potentiel d’ionisation des atomes J; 
pour 7 — I. le gaz serait déjà pratiquement totalement ionisé 
(cf. V. $ 104). 

L'équation de Fokker-Planck s'écrit dans ce cas 


À ds d * 
Le TE, s= BL A. (24,4) 


Comme d'ordinaire le coefficient À peut être exprimé au moyen de B 
à partir de la condition s — 0 pour f = f,. où f, est la répartition 
d'équilibre. Après cela le flux s prend la forme 


ad f ‘ 
s= ble Fr (24,5) 


1) Dans le cas de la recombinaison radiative l’état d'équilibre suppose aussi 
que le rayonnement est en équilibre dans le plasma. 
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Le « coefficient de diffusion » B (e) est défini d’après la règle géné- 

rale comme 

V (4e)? 
(Ae)* : 

5 — . (24,6) 


où Ae est la variation de l'énergie d’excitation de l’atome lors de sa 
collision avec un atome non excité; le calcul de B (e) à l’aide de 
cette formule conduit à la résolution du problème mécanique de la 
collision, suivie par la prise de moyenne sur la vitesse de l’atome 
non excité (voir problème 2). 

Pour trouver la fonction f, (), remarquons que pour un élec- 
tron dans un champ coulombiene produit par la charge ze (charge 
de l'ion) la répartition d'équilibre suivant les impulsions et les 
coordonnées est donnée par la formule de Boltzmann 


B(e)= 


bp = (CanT}#2e-eT, eg (24.7) 


(pour sa normalisation. voir plus loin); pour | e | — T I, le mou- 
vement de l’électron est quasi classique, ce qui permet d'utiliser 
pour l'énergie e son expression classique. Quant à la fonction de 
répartition selon l’énergie e, elle est donc de la forme 


fo(e) de = (2nmT) 3/2 ell/Tr (e) de, (24.8) 


où t (e) est le volume de l’espace des phases correspondant à l'in- 
tervalle de: 


t(E) = \ ô(lel + €) dx dp. (24.9) 


En effectuant la substitution @rdp = 4nr° dr-4np° dp et l'inté- 
gration, on obtient 


V2 (2e2)3 m3/2 


T(E) — FAEE 


(24,10) 

Pour énoncer les conditions qui déterminent la solution voulue 
des équations (24,4) et (24,5) il est commode d'admettre que la den- 
sité d'électrons existant dans le gaz NS N,.; on pourra alors 
négliger dans (24.1) la vitesse d’ionisation , de sorte que la dimi- 
nution de V, ne sera déterminée que par la recombinaison. Dans 
ces conditions la valeur constante du flux s dans la solution station- 
naire de l’équation (24,4) donne directement la valeur du coefficient 
de recombinaison (s — const — —«&) pourvu que la fonction / (e) 
soit convenablement normalisée. À savoir, aux niveaux les plus 
hauts (| & | T7) les électrons sont en équilibre avec les électrons 
libres; cela signifie qu'il doit y avoir 


Î (e)/fo (€) — 1 pour | e | + 0. (24,11) 
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et la normalisation de f, (e) doit correspondre à un électron libre 
par unité de volume (ce qui est réalisé dans (24,7)). 

Pour déterminer la deuxième condition à la limite (pour € —+— 
— —o) remarquons que la répartition aux niveaux profonds de 
l'atome excité n’est pas perturbée par la présence d'électrons libres 
et ne dépend pas de leur nombre : elle est proportionnelle au nombre 
d'équilibre N,. et non au nombre réel V.. A la condition que W, > 
> Ne, cette situation s'exprime par la condition à la limite 


f (e)/fo (e) —— 0 pour | e | —+ 00. (24,12) 
En intégrant l'équation s = const avec la condition à la limite 
(24,11), on obtient 


jel 


RE 
fs const \ 


dlel, 


7 d: 


v 


La constante coïncidera avec —@ si on la définit de façon à respec- 
ter la condition (24,12). Ainsi on trouve finalement 


1 C4 2T3/2 e e=leT se 
nes rx (EE diel. (2419) 
0 


Bio (Ge) J B(—TED 
U 


Cette formule se rapporte au processus dans lequel le rôle du 
« troisième corps » est joué par un atome non excité. Si le gaz est 
déjà fortement ionisé (ce qui est pourtant compatible avec la condi- 
tion 7 € I) et suffisamment dense, le rôle principal peut passer à 
la recombinaison avec la participation d’un deuxième électron 
comme troisième corps. La vitesse de recombinaison devient alors 
proportionnelle à NEV;, de sorte que le coefficient de recombinaison 
défini toujours par (24,1) sera lui-même proportionnel à N.. Comme 
la relaxation suivant l'énergie lors des collisions électroniques se 
produit rapidement, la méthode exposée de calcul du coefficient de 
recombinaison est dans ce cas inapplicable. 


Problèmes 


1. Calculer le coefficient de recombinaison radiative avec capture d'un 
électron à l’état fondamental de l'atome d'HyraEene à une température T & 
<& I (I = efm/2k? est le potentiel d'ionisation de l'atome dyarrAReE 

Solution. La section efficace de recombinaison d’un électron lent 
avec un proton immobile au niveau fondamental de l'atome d'hydrogène a pour 
expression 


re 2107? (e?/hic) aBl® 
F0 3(2,71 ---Nmicae ? 
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où ve est la vitesse de l'électron, ap = #®/me? le rayon de Bohr (voir IV. $ 56, 
formules (56,13), (56.14)). La valeur moyenne (ut) = (2m/naT)/?. Finalement 
on obtient suivant (24.3): 


_ 2las/t (£ )° aBl I )'E=ss ( e |; aBl 1 \1/2 
 32AX \re G T URI RO \T ] ù 

2. Déterminer le coefficient de recombinaison d'après (24.13) en négligeant 
l'influence de la liaison de l’électron dans l'atome excité sur le processus de sa 
collision avec un atome non excité et en supposant que la sectien efficace de 
transport de ces collisions est indépendante de la vitesse. 

Solution. Le « coefficient de diffusion » B (e) se calcule de la même 
façon qu’au $ 22 et est égal à 


À 
B(e) = 7 (var) (oup°). (1) 


Ici, est la densité d'atomes dans le gaz, m la masse de l’électron, vat la vi- 
tesse relative des atomes excité et non excité. Les vitesses vAt sont réparties 
suivant Maxwell avec la masse réduite (4/2, où Af est la masse de l'atome) 

choisie comme masse de la particule ; ceci étant, (v?,)= 67T/A. Puis. p dans (1) 
est l'impulsion de l'électron dans le champ de l'ion; la moyenne de 04p° est 
prés sur le domaine de l’espace des phases de l’électrou + (e) correspondant à 
a valeur donnée de | e |. Pour 6, = const on trouve 


5) — _St \ 3 p__:\ _32v5 2lel3/s 
(op) = 7) P°8 (le1+ 5m : ) az æp= Sn mo /Slel/s. 
Ainsi, 
__64W2ToiN lelw? 
BR sa 
et le calcul suivant (24,13) donne en définitive 
_ 32 V2nmi/2 (2e2)3 o2N ” 
ET ES Fe 


L'abstraction de la liaison de l'électron dans l'atome est légitime si la 
fréquence de la perturbation produite par l’atome au voisinage de l'électron 


(-d/vat, où d sont les dimensions atomiques) est grande par rapport à la fré- 
quence de rotation de l'électron avec l'énergie | e | — 7. On en déduit la con- 
dition T € (e?/d) (m/M)\!2. 


$ 25. Diffusion ambipolaire 


Considérons la diffusion des particules chargées dans un gaz fai- 
blement ionisé. De même qu'au $ 22, le degré d'’ionisation est sup- 
posé si faible que les collisions des particules chargées les unes avec 
les autres sont négligeables devant leurs collisions avec les atomes 
neutres. Même dans ces conditions, la diffusion de deux espèces de 
particules chargées — des électrons et des ions — ne se produit pas 
de façon indépendante parce que le processus de diffusion fait ap- 
paraître un champ électrique (W. Schottky, 1924). 
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Les équations de diffusion ont la forme des équations de conti- 
nuité pour les électrons (e) et les ions (i): 


Me pdivie=0, + divi= 0, (25,1) 


dans lesquelles les densités de flux sont exprimées moyennant les 
densités de nombre de particules et leurs gradients suivant 


—i, = —N,b,eE — D,VN,, - 
i;, = V;b;eE _ D, VN,, à (25,2) 


où D., D; sont les coefficients de diffusion et b.. b;, les mobilités 
des électrons et des ions !). Ces grandeurs sont liées entre elles par 
les relations d’Einstein 


D, = Tb,, Di = Tb;, (25,3) 


qui expriment la condition d'annulation des flux (25,2) à l’état d’é- 
quilibre. En tenant compte de ces relations et en exprimant l’inten- 


sité de champ moyennant son potentiel (E = —V), récrivons les 
équations (25,1) sous la forme 
ôN, : x Ve ‘ 
Te = D, div KA? — + ve] ; (25,4) 
ÔN; : A1 ; 
= Didiv[ VV. + ve]. (25.5) 


Ces équations doivent ètre complétées par l'équation de Poisson 
pour le potentiel 


A = —hne (NV; — N,). (25,6) 


Le système d'équations (25,4) à (25,6) devient beaucoup plus 
simple si les répartitions des concentrations W, et N; sont presque 
uniformes. Alors dans les coefficients de V@ dans (25,4) et (25,5) on 
peut poser V, = N; & const = {V, et faire disparaître @ à l’aide 
de (25,6). On obtient finalement 


oNe Ne—N 
= = D,[ ANS à ] : (25,7) 
ON; Ne—N; < 

=D, [Av +è— ] ; (25,8) 


où a” = 4ne°N,/T (a étant le rayon de Debye des électrons ou des 
ions; voir plus loin $ 31). 

Bien que les sections efficaces de diffusion des électrons et des 
ions sont en général d’un même ordre de grandeur, leurs coefficients 


1) La multiplicité de la charge des ions est supposée z, = 1 comme cela a 
généralement lieu lorsque le degré d'ionisation du gaz est faible. 
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de diffusion sont nettement différents parce que leurs vitesses ther- 
miques moyennes (v-) sont différentes: 


D, ÜTe M 
em — os — , 
D; Cri m 


(25,9) 


de sorte que D, > D;. Cette circonstance confère au processus de dif- 
fusion des traits particuliers. 

Considérons l’évolution d’une petite perturbation des densités 
électronique et ionique, dont les dimensions caractéristiques L > a. 
Au stade initial du processus, tant que les parties variables des 
densités | ÔN,.| — |ôN;| = |ÔN,. —ôN;], les premiers termes 
aux seconds membres des équations (25,7) et (25,8) sont petits de- 
vant les deuxièmes termes: 


AN, = ON.IL? & (GN, — 6N;)/a:. (25,10) 


En remarquant aussi qu’en vertu de (25,9) | OV ,/dt | & | 2N./ôt |, 
on a 


EN ON ;)= — LE (ON — ON). (25,11) 
d'où 


Ne EN; = (EN. — EN exp (—Et). 


On voit que pendant le temps t, — a*/D, la différence | ÔN, — ôN;| 
devient petite par rapport à ÔV, et ôN; elles-mêmes, c'est-à-dire 
que le gaz devient quasi neutre. 

Le stade suivant du processus consiste dans l’évolution de la 
répartition des électrons vers celle d'équilibre (pour une répartition 
donnée des ions) déterminée par la condition d'annulation du 
second membre de (25,7): 


SN,—ôN,=a AN, at AN, = 4 EN. (25,12) 
L® 


Ce stade est régi par l'équation (25,11) au second membre de la- 
quelle on doit ajouter le terme D, AôN; pour que le temps de rela- 
xation caractéristique soit comme précédemment —T.. Ce temps 
est petit devant le temps caractéristique de diffusion des ions t; — 
= L?/D; dont la répartition peut donc être considérée comme en- 
core inchangée. 

La relaxation définitive de la perturbation des densités élec- 
tronique et ionique s’effectue suivant l’équation (25.8) qui prend. 
après l'introduction de (25,12), la forme suivante: 


Ti 2D, AN: (25.13) 
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Ainsi, pendant un temps 7, les électrons et les ions diffusent en- 
semble (6V, Æ ôN;) avec un coefficient de diffusion des ions double 
(diffusion dite ambipolaire). Une moitié de ce coefficient est liée à 
la diffusion propre des ions et l’autre, au champ électrique produit 
par des électrons qui s'éloignent. 

Notons enfin que le domaine d'application de l'équation (25,13) 
est plus large que celui qui découle de sa déduction. Même dans le 
cas où la perturbation n’est pas faible, le mouvement des électrons 
conduit rapidement à l'établissement de leur répartition boltzman- 
nienne dans le champ et à l’égalisation des concentrations des élec- 
trons et des ions, c’est-à-dire à la quasi-neutralité. Dans ce cas 


Ne=N=NEelT, ep = Tin. (25,14) 
Ve 


Si on porte (25,14) dans (25,5), on est conduit de nouveau à l’équa- 
tion (25,13), mais cette fois sans supposer la petitesse de la pertur- 
bation. 


$ 26. Mobilité des ions 
dans les solutions d’éleotrolytes forts 


Les équations obtenues au cours du paragraphe précédent peuvent 
être facilement généralisées au cas où les ions présents sont de diffé- 
rentes espèces. Elles sont également applicables au mouvement des 
ions dans les solutions d’électrolytes forts !). À la limite de la dilu- 
tion « infinie » de la solution (c'est-à-dire lorsque sa concentration 
tend vers zéro), la mobilité de chaque (a-ième) espèce d'ions tend 
vers une limite constante b!{”’ et son coefficient de diffusion, vers la 
valeur 


DS = Th. (26,1) 


Le présent paragraphe est consacré au calcul des termes correctifs 
du premier ordre en faible concentration, pour les mobilités des 
ions dans une solution diluée ?). On détermine par là même aussi 
les termes correctifs pour la conductibilité de la solution. Chaque 
ion placé dans un champ électrique E est soumis à la force ez, E 
sous l'effet de laquelle il acquiert une vitesse b,ez,E. Par consé- 
quent, la densité de courant dans la solution a pour valeur 


j=EÙ ezNo-bolza 


1) Rappelons qu'on appelle électrolytes forts des substances qui se disso- 
cient totalement en ions à l’état dissous. 

2) La théorie exposée ci-dessous appartient à P. Debye et E. Hückel (1923) 
et à L. Onsager (1927). 
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où V, sont les concentrations (les nombres d'ions d'espèce a par uni- 
té de volume), de sorte que la conductibilité 


0e Ù Nozibe. (26,2 
ge 

La théorie exposée ci-dessous est fondée sur les mêmes concepts 
que la théorie des propriétés thermodynamiques du plasma et des 
électrolvtes forts. Suivant ces concepts, il se forme autour de cha- 
que ion une répartition inhomogène des charges (un nuage ionique) 
qui masque le champ de l'ion. Les formules correspondantes ont été 
obtenues dans V, $$ 78, 79 pour le plasma; des formules analogues 
pour la solution d’un électrolyte fort ne diffèrent que par l'emploi 
de la permittivité e du solvant différente de l'unité et seront indi- 
quées plus loin. 

Le nuage constituant l'écran change la mobilité de l'ion par deux 
effets différents. Premièrement, le déplacement de l'ion dans le 
champ électrique extérieur déforme la répartition des charges dans 
le nuage, ce qui fait apparaître un champ supplémentaire agissant 
sur l'ion. Deuxièmement, le déplacement du nuage met en mouve- 
ment le liquide, ce qui provoque une « dérive » de l'ion. La correc- 
tion de première espèce est dite de relaxation et celle de la deuxième 
espèce s'appelle correction d'électrophorèse. 


Correction de relaxation 


Commençons par calculer la correction de première espèce. Puis- 
que le nuage d'écran exprime l’existence de la corrélation entre les 
positions de divers ions, il s’agit de l'influence du champ extérieur 
E sur les fonctions de corrélation. 

Définissons la fonction de corrélation par paire w,, de telle sor- 
te que NV, war (ra, re) dV, soit le nombre d'ions de l'espèce a con- 
tenus dans le volume dV, au voisinage du point r, à condition qu'un 
ion de l’espèce b se trouve au point r,; les espèces a et b peuvent être 
aussi bien différentes qu’identiques. Il est évident que 

Wab (Ta r6) = Wa (re, la): (26,3) 
et quand | r, — r, | — æ, les fonctions w,, —+ 1. A l’état d’équili- 
bre les fonctions w,, dépendent uniquement des distances |r, —r,|; 
dans le champ extérieur il n’en est plus de même !). 

Les fonctions de corrélation, de même que toute fonction de ré- 
partition, satisfont aux équations présentant la forme de l’équation 
de continuité dans l’espace correspondant, en l'occurrence dans l’es- 
pace des configurations de deux particules 


iVala+ divs jo =0, (26,4) 


1) La méthode des fonctions de corrélation spphquée à l'état d'équilibre d° un 
plasma (ou d’un électrolyte) est exposée dans V, & 79. 
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où jÿ,, js sont les densités de flux de probabilité pour les particules 
a et b et les indices affectant le signe div indiquent les variables 
(r. où r,) par rapport auxquelles est effectuée la dérivation. 

Le flux j, est de la forme 


ja ET The Val'ub + bo Zoe up (Œ és Vas) (26,5) 


et le flux j, présente la même forme mais avec des indices a et b per- 
mutés. Le premier terme de (26,5) décrit le déplacement par diffu- 
sion des ions a qui se produit même en l'absence de champ extérieur. 
Le second terme traduit la densité de flux d'ions sous l'effet des for- 
ces s’exerçant de la part du champ extérieur E et du champ —V,@» 
produit au point r, par le nuage déformé à condition qu'un ion b 
se trouve au point r;. Le potentiel @, — @, (r,, r,) de ce dernier 
champ satisfait à l’équation de Poisson 


Aapo (ras ro) = -<[> à ez. New (ras Fo) + e266 (ra —r) |: (26.6) 


Le premier terme entre crochets exprime la densité moyenne de char- 
ges de toutes les espèces d'ions se trouvant dans le nuage, et le se- 
cond terme donne la densité de la charge localisée (d’après la condi- 
tion) au point r,. Le facteur 1/e exprime l'affaiblissement du champ 
dans le milieu diélectrique (solvant). 

En supposant que la solution est suffisamment diluée, nous né- 
gligeons les corrélations triples entre les positions des ions. À cette 
même approximation, les fonctions de corrélation par paire #,, 
sont proches de 1; introduisons les petites quantités 


Oab = Lan — 1. (26.7) 

Les potentiels @, sont du même ordre de petitesse. En négligeant les 
termes du second ordre de petitesse, récrivons (26,5) sous la forme 
= DO TVoou + ea (1 + We) E — ez, Val. (26,8) 


Quant à ee (26,6), étant donné qu'en moyenne la solution est 


électriquement neutre (Ÿ ez..V. — 0), on peut écrire tout simplement 
oo, au lieu de &,,: 


AaGo (rar ro) = —— [ 2 62e N ee (ras Fo) + 250 (ra — ro) | . (269) 


Dans un champ uniforme constant E les fonctions &,, ne dépen- 
dent pas du temps et les coordonnées de deux points n’y entrent que 
sous la forme de la différence r — r, — r,; dans ces conditions 
VaWab = — VaWav. La substitution de j; tirée de (26.8) (et d’une 
expression analogue pour j,) dans (26,4) conduit maintenant à l’é- 
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quation 
T (LE) Ao(r) + ezbr Ag, (r) + essbt Aqga(—r) = 

= (2,09 —2,b}")eE Vo, (r), (26,10) 
où toutes les dérivées sont prises par rapport à r. 

En supposant que le champ extérieur est faible, on peut résoudre 
ce problème par approximations successives en E. A l'approximation 
d'ordre zéro, pour E -— O, les potentiels q{(r) sont des fonctions pai- 
res de r. Ayant en vue que pour r — œ toutes les fonctions m,, et 
Œa dovient s’annuler, on déduit de (26.10): 

T (+ bb) wir + e (09 2qh + DE zu) =0. (26,11) 
Cherchons une solution de la forme 
or) =z20 0 (r), eg (r) = — Tzo (r). (26,12) 
Dans ce cas (26,11) est identiquement satisfaite et à partir de (26,9) 
on trouve pour la fonction &@(%(r) l'équation 


460 (r)— + 60 (r) = À 6 (r), (26,13) 
où 
a = Le » Nec. (26,14) 
c 
La solution de cette équation est la suivante: 
2 7 
© (r) = + £ Z (26,15) 


La grandeur a est la longueur de Debye dans la solution d’électrolyte. 
A l’approximation d'ordre suivant on pose 


La = PO + qe, Op = GE + WU. (26,16) 
où l'indice (1) désigne les petits termes correctifs aux valeurs dans 
l'approximation d'ordre zéro. Etant scalaires, toutes ces fonctions 
de correction sont de la forme Er/ (r), où f (r) sont uniquement fonc- 
tions de la valeur absolue r; aussi toutes les w! et ç!'’ sont-elles 
des fonctions impaires de r. Etant donné qu’en vertu de (26.3) on a 


O8 (rs r.) = 0$ (r)= ofe (re, 71) = ON (— 0), 


il en résulte également que 

Où8 (r) = — wa (r) (26,17) 
(rappelons que partout r -— r, — r,). Si les ions a et b sont d'une 
même espèce, la permutation des indices ne peut pas changer la 
fonction w!} (r) et il résulte de (26,17) que de telles fonctions wo!) — 
— Ü. Cela signifie que les corrections &!} n'existent que pour les 
fonctions de corrélation des paires d'ions différents. 
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Pour simplifier les calculs ultérieurs, bornons-nous à examiner 
le cas où l’électrolyte ne contient que des ions de deux espèces. 
Dans ce cas une seule fonction &‘?(r) = — w‘? (r) est non nulle et 
la substitution de (26,16) dans FAR de Poisson (26,9) donne 


Apr) = — € Zi N jo (r), (26,18) 


où r —r,—r,. En tenant compte de la condition de neutralité élec- 
trique de la solution et des propriétés de symétrie des fonctions in- 
diquée plus haut, il est facile de s'assurer que le potentiel qi(r) 
satisfait à une même équation et donc l‘(r) — £{(r). 

En portant (26,16) dans l'équation (26, 10), nous ne gardons dans 
son second membre que le terme en w% et trouvons 


T (+ 09) Aët® (r) + e (D — Hz.) AG (r) = 
= (002, — 09.) ez,z,E VO (r). (26,19) 


Le système d'équations (26,18), (26,19) est résolu par la méthode 
de Fourier. Pour les composantes de Fourier œwf‘x et fx on obtient 
un système d'équations algébriques qui diffère du système (26,18), 
(26,19) par le changement des opérateurs V —+ ik, À —+ —k*. La 
composante de Fourier de la fonction @(® (r) (26,15) intervenant au 
second membre de (26,19) est donnée par la formule 


do Sd 4e” 
OK ET ka 


Nous indiquons tout de suite le résultat définitif obtenu pour la 
composante de Fourier du potentiel 


u) __ ATe?z1229 ikE 3 
PK —ETas je (kKLa-?) (kK+ ga?) ? (26,20) 


OP —bz, 
12) GP FE ER) 

Comme z, et z, sont de signes contraires, il est évident que 0 << qg << 1. 

Rappelons que q:” (CES r.) est un potentiel supplémentaire qui 
apparaît au point r, si un ion ? se trouve au point r,. L’intensité de 
ce champ a pour expression 

E (= —Vigi (ra re)= — Vo (r). 

Sa valeur pour r, — r, (c'est-à-dire pour r — 0) donne le champ qui 
nous intéresse, agissant sur l'ion ? lui-même et donc changeant sa 
mobilité. 

La composante de Fourier Efÿ — — ikq5?. Par conséquent, 


SE ; dk 
Es (0)= — [ixgitene | = — [koi 


r=0 
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En y portant l'expression (26,20), on fait apparaître l'intégrale 
= \ k(kE) dk . 
k? (ka?) (k°+ aq) (27) 
La prise de moyenne sur les directions de k substitue ÆA*E/3 à k (KE), 
après quoi l'intégrale sur k se calcule par les résidus de l’expression 
sous le signe d'intégration aux pôles k = i/a et k = à V gla et donne 
Ea 
On (+ Va) | 


Ainsi, le champ total agissant sur l'ion 2 a pour expression 


«) mt 152219 ] 96 99 
E + E!” (0) [1 ET ET LES (26,22) 
Le même résultat s'obtient également pour le champ agissant sur 
l'ion 1, ce qui résulte de la symétrie de l'expression (26,22) par rap- 
port aux indices Z et 2. Si l'on multiplie le champ (26,22) par b(ez, 
on obtient la vitesse acquise par l'ion, et si l'on écrit cette même 
vitesse sous la forme bezE, on trouve que l’expression entre crochets 
détermine aussi le rapport b/b(). Ainsi, on trouve pour la correction 
de relaxation cherchée à la mobilité de l’ion l'expression suivante 


b e| 21% 19q 
3eTa (1+ y/9) | 
Notons que cet effet diminue la mobilité. 


Does rs 


(26,23) 


Correction électrophorétique 


Passons au calcul de la correction liée au mouvement du solvant. 
Le problème est énoncé de la façon suivante. 

On considère un certain ion séparé dans la solution avec le nua- 
ge d'écran qui l'entoure. Ce nuage est chargé électriquement avec la 
densité 

50 = Ÿ ez ON; 
an 
où ôN, est la différence entre la concentration des ions de l’espace a 
dans le nuage et la concentration moyenne NW, de ces ions dans la so- 
lution. Dans le champ électrique E, le liquide transportant ce nuage 
est soumis à l’action des forces avec une densité volumique f — Eôp. 
Sous l’action de ces forces le liquide se trouve animé d'un mouve- 
ment qui entraîne à son tour l'ion central considéré. 

La répartition des ions dans le nuage est liée au potentiel ç de 

champ par la formule de Boltzmann: 


= ec T ZaeŒN 
ôN,=N,fe "a 1e. 


Le champ E étant peu intense, la déformation du nuage ionique dans 
le problème que nous considérons maintenant peut être négligée. 
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Dans un nuage à symétrie sphérique, le potentiel est donné par la 
formule 
e-r/a 


= er, r 


où ez, est la charge de l’ion central et a est défini par la formule (26,14) 
(cf. V. $ 78). La densité totale de charges dans le nuage a donc pour 
expression 


ana r 


CR PP tan (26,24) 


Le mouvement sous l'effet du champ E étant lent, le liquide peut 
être considéré comme incompressible, de sorte que 


div v — 0. (26,25) 


Pour la même raison on peut omettre le terme quadratique en vitesse 
figurant dans l'équation de Navier-Stokes qui se réduit alors (pour 
un mouvement stationnaire) à l’équation 


nAv—vYP +i—0, (26,26) 


où P est la pression, n, le coefficient de viscosité du liquide (sol- 
vant). 

En passant dans les équations (26.25) et (26.26) aux composantes 
de Fourier, on obtient 


kvy = 0, —nk" vx — ikPx + Eôpx = 0. 


En multipliant la seconde équation par ik, on trouve Pyx = 
= —ikEôpi/h* et ensuite 


ôPx kK°E—Lk(kE) 


RE pe + (26,27) 
La composante de Fourier de la densité de charges (26,24) est 
eh D 
Ôpx = a ET (26.28) 


La vitesse du liquide qui nous intéresse au point r = 0, où se 
trouve l'ion central. est donnée par l'intégrale 
\ dk 
FO [vi - 
En y portant vs donnée par (26,27), (26.28), on obtient après l'inté- 
gration sur les directions de k: 


: ezb 8x C dk 
VO= ER s | ess 
0 
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et en définitive 


Cette vitesse s'ajoute à la vitesse ez,b}” E acquise par l'ion direc- 
tement sous l'effet du champ. Cela montre clairement que la cor- 
rection électrophorétique cherchée à la mobilité est la même pour les 
ions de toutes les espèces et égale à 


bepn = —1/671an. (26,29) 


La correction totale est donnée par la somme des deux expressions 
(26,23) et (26,29). Les deux expressions sont négatives et de même 
que 1/a elles sont proportionnelles à la racine carrée de la concentra- 
tion de particules. 
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CHAPITRE II 


PLASMA SANS COLLISIONS 


$ 27. Champ auto-adapté 


Un large domaine d'application de la théorie cinétique est repré- 
senté par le plasma par lequel nous entendrons un gaz totalement ioni- 
sé !). La théorie thermodynamique de l’état d'équilibre du plasma 
a été étudiée dans d’autres tomes de ce cours (voir V, $$ 78 à 80, 
IX, $ 85). Les chapitres III à V de ce livre sont consacrés à l’étude 
des propriétés cinétiques du plasma. Pour éviter des complications 
qui n’ont pas d'importance de principe, nous supposerons (là où cela 
est nécessaire) que le plasma est à deux composants, constitué uni- 
quement d'électrons (de charge —e) et d’ions positifs d'une seule 
espèce, de charge 2e. 

De même que dans le cas des gaz ordinaires, la condition d’appli- 
cabilité au plasma de la méthode de l'équation cinétique exige que 
le plasma soit suffisamment raréfié; le comportement du gaz ne 
doit présenter qu’un petit écart aux lois des gaz parfaits. Pourtant, 
vu que les forces coulombiennes décroissent lentement, cette condi- 
tion est plus forte pour le plasma que pour un gaz de particules neu- 
tres. Sans faire pour l'instant la distinction entre les particules ayant 
des charges différentes, écrivons la condition de faible non-idéalité 
du plasma soufs la forme 


T > er = eN1/5, (27,1) 


où 7 est la température du plasma, W, le nombre total de particules 
par unité de volume et r = N-1/3, la distance moyenne entre les par- 
ticules. Cette condition exprime la petitesse de l'énergie moyenne 
d'interaction de deux ions par rapport à la valeur moyenne de leur 
énergie cinétique. Exprimons encore cette condition sous une autre 
forme en introduisant le rayon a du plasma appelé longueur de Debye 
et défini par 


a+ D Na (Zee), (27,2) 


1) Le terme a été introduit par 7. Langmuir (1923) qui a commencé une étude 
théorique systématique du plasma. 
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où la sommation est étendue à toutes les espèces des ions ; rappelons 
(voir V, $ 78) que la valeur de a détermine la distance à laquelle est 
masqué le champ coulombien de la charge dans le plasma. En portant 
a = (T/4nNe® )/®? dans (27,1), on obtient 


ezNU3IT = r?/4na? 1, (27,3) 


dans un plasma raréfié la distance moyenne entre les particules doit 
être petite devant le rayon de Debye, c’est-à-dire que le « nuage io- 
nique » autour de la charge doit contenir effectivement un grand 
nombre de particules. Le petit rapport (27,3) joue le rôle du « para- 
mètre de teneur en gaz » pour le plasma. 

Partout dans les chapitres III à V (sauf le seul $ 40) le plasma se- 
ra supposé classique. On entend par là la réalisation d’une condition 
très faible : la température du plasma doit être beaucoup plus élevée 
que la température de dégénérescence de sa composante électronique: 


T > EN Im, (27,4) 


où m est la masse de l’électron (cf. V, $ 80). 
L'équation cinétique pour chaque espèce de particules dans le 
plasma (pour les électrons et les ions) est de la forme 


of df © à 97 
TV Pop —Sth, (27,5) 


où f est la fonction de répartition des particules suivant les coordon- 
nées et les impulsions et St, leur intégrale des collisions (avec les 


particules de toutes les espèces). La dérivée p se détermine dans ce 
cas par la force agissant sur la particule. Cette force s'exprime à son 
tour moyennant les intensités des champs électrique et magnétique 
produits par toutes les autres particules au point d'emplacement de 
la particule donnée. Il naît pourtant ici une question suivante. 

Dans le cas des particules neutres (atomes ou molécules), des va- 
riations notables dans leur mouvement, interprétées comme des col- 
lisions, ne se produisent que pour de petits paramètres d’impact (de 
l’ordre des distances atomiques elles-mêmes) du fait que la décrois- 
sance des forces d’interaction est rapide. Pendant les intervalles en- 
tre de telles collisions les particules se déplacent comme des particu- 
les libres; c’est précisément pour cette raison que pour les gaz ordi- 


naires on pose p — 0 au premier membre de l'équation cinétique. 
Dans le cas du plasma, où les forces coulombiennes s’exercent à gran- 
des distances, une variation appréciable du mouvement des particu- 
les se produit même pour de grands paramètres d'impact ; les forces 
coulombiennes dans le plasma ne sont mises sous écran qu’à des dis- 
tances — a qui sont, en vertu de la condition (27,3), grandes même 
devant les distances entre particules (voir V, $ 78 ainsi que le pro- 
blème { du $ 31). Cependant, tous ces cas ne doivent pas être interpré- 
10% 
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tés comme des collisions dans l'équation cinétique. Dans la théorie 
cinétique, les collisions désordonnées sont considérées comme un 
mécanisme selon lequel le système s'approche de son état d'équili- 
bre avec une croissance correspondante de son entropie. Or les colli- 
sions sur de grands paramètres d'impact ( > a) ne peuvent pas ser- 
vir de tel mécanisme de relaxation. Le fait est que l'interaction de 
deux particules chargées à de telles distances est réellement un effet 
collectif auquel participe un grand nombre de particules. Par voie 
de conséquence, le champ effectif par lequel on peut décrire cette in- 
teraction est produit par un grand nombre de particules, c'est-à-dire 
qu’il a un caractère macroscopique. ll en résulte que tout le processus 
acquiert un caractère macroscopiquement certain et non pas aléatoi- 
re ; de tels processus ne peuvent pas conduire à la croissance de l’en- 
tropie du système. lis doivent donc être exclus de la notion de colli- 
sions dont on tient compte au second membre des équations cinéti- 
ques. 

A une telle élimination correspond la représentation des valeurs 
macroscopiques exactes des champs électrique (e) et magnétique (h), 
agissant sur une certaine particule dans le plasma, sous la forme 


e—E+e, h—B+h, (27,6) 


où E et B sont les valeurs des champs moyennées sur des régions con- 
tenant beaucoup de particules, à savoir des régions dont les dimen- 
sions sont grandes par rapport aux distances entre particules (mais 
en même temps petites devant la distance de Debye). Quant aux 
termes e’ et h’, ils décrivent alors des fluctuations aléatoires des 
champs qui conduisent à des variations aléatoires du mouvement 
des particules, c'est-à-dire aux collisions (voir fin du $ 51). 
D'après leur sens exact E et B intervenant dans (27,6) traduisent 
les valeurs moyennes des champs au point où se trouve la particule 
donnée. Mais le plasma étant supposé raréfié, on peut négliger la cor- 
rélation entre les positions simultanées des particules dans ce plasma. 
Alors le point d'emplacement de chaque particule donnée n’est au- 
cunement distingué, de sorte que par E et H on peut entendre tout 
simplement des champs moyennés au sens usuel adopté en électrody- 
namique macroscopique. Ces champs détermineront la force de Lo- 


renz à introduire dans l’équation (27,5) au lieu de p. 

Dans ce chapitre nous examinons les phénomènes dans lesquels 
les collisions entre les particules du plasma sont sans importance; 
on dit dans de tels cas que le plasma est sans collisions ?). Les condi- 
tions exactes permettant de négliger les collisions dépendent généra- 


1) Dans ces conditions le calcul des moyennes dans (27,6) peut être consi- 
déré comme le calcul des moyennes macroscopiques sur des régions qui ne sont 
grandes que par rapport aux distances entre particules. 
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lement parlant de la position concrète du problème. Mais d'ordinaire, 
la condition nécessaire consiste à exiger que la fréquence effective 
de collisions entre particules v (grandeur inverse du libre parcours 
moyen d’une particule) soit petite devant la fréquence w de variation 
des champs macroscopiques E et B dans le processus donné: 


VE 6. (27,7) 


En vertu de cette condition l'intégrale des collisions figurant dans 
l’équation cinétique se trouve petite devant la dérivée ôf/ôt. Les 
collisions peuvent également être négligées dans le cas où le libre par- 
cours moyen des particules {= v/v est grand par rapport à la distan- 
ce L sur laquelle le champ subit une variation notable (« longueur 
d'onde » du champ). Si l'on introduit la désignation 1/L — k, cette 
condition s'écrit sous la forme 


v< kr. (27,8) 


L'intégrale des collisions se trouvera alors petite devant le terme 
vV} au premier membre de l'équation cinétique. 

Après que l'intégrale des collisions a été négligée, les équations 
cinétiques pour les fonctions de répartition des électrons (f.) et des 
ions (f;) prennent la forme 


dfe ve ôfe e (E+ +181) 2e =0. 


ot dr 
üf; fi E 1 .B 9/; =( (27,9) 
+ vie + 2e | net 1) = - 


A ces équations il faut adjoindre ie système d'équations de Maxwell 
moyennées : 
1 9B 


rot E — _——— , div B=—0, 
ee (27,10) 
__1 dE An . LEZ TA 
rotB=— HT h div E— Ep), 


où pet j sont les valeurs moyennes de la densité de charges et de la 
densité de courant, exprimées à l’aide des fonctions de répartition 
par des formules évidentes 


p=e (Gi). 


ie À (aff) pp. 


Les équations (27,9) à (27,11) constituent un système lié d’équa- 
tions définissant à la fois tant les fonctions de répartition f,, f; que 
les champs E, B; les champs définis de cette façon sont dits auto- 
adaptés ou self-consistents. Le champ auto-adapté a été introduit dans 


(27,11) 
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les équations cinétiques par À. À. Vlassov (1937) ; le système d'équa- 
tions (27,9) à (27,11) est appelé équations de Vlassov. 

De ce qui précède nous pouvons conclure que l’évolution des fonc- 
tions de répartition dans un plasma sans collisions avec le champ au- 
to-adapté n’est pas liée à la croissance de l’entropie et de ce fait elle 
ne peut pas conduire par elle-même à l'établissement d’un équilibre 
statistique. Cela résulte d’ailleurs directement de la forme des équa- 
tions (27,9) dans lesquelles les champs E et B ne jouent formellement 
que le rôle de champs extérieurs superposés au plasma. 

Chacune des équations cinétiques (27,9) a la forme 


+ =0, (27,12) 


où la dérivée totale signifie la dérivation le long de la trajectoire 
des particules. La solution générale d'une telle équation est une fonc- 
tion arbitraire de toutes les intégrales du mouvement de la particu- 
le dans les champs E et B. 


$ 28. Dispersion spatiale dans le plasma 


Récrivons les équations (27,10) sous une forme plus usuelle pour 
l’électrodynamique macroscopique en y introduisant, en plus de 
l'intensité E, aussi l'induction ou le déplacement électrique D. Ce 
faisant, nous définirons le vecteur polarisation électrique P par les 
relations 


divP=— —p; (28,1) 


la non-contradiction de ces deux formules est assurée par l'équation 
de continuité div j — —06p/ôt (nous reviendrons sur cette définition 
plus loin dans ce paragraphe). Alors les équations (27,10) deviennent 


rotE=—— —, div B=0, 
c ôt (28 2) 
rotB = 1.22. div D=0. ‘ 
c ôt 


Dans des champs faibles la relation entre l'induction D et l’in- 
tensité E est linéaire !). Mais déjà dans les milieux ordinaires cette 
relation n'a pas de caractère instantané dans le temps: de façon gé- 
nérale, la valeur de D (f, r) à un certain instant dépend des valeurs 
de E (ft, r) non seulement à cet instant mais également à tous les ins- 
tants précédents (voir VIII, $ 77). Dans le plasma c'est encore la 
non-localité de la relation qui intervient : la valeur de D (£, r) en un 
certain point r de l’espace dépend des valeurs de E (t, r) non seule- 
ment en ce point mais en général dans tout le volume de plasma. Cet- 


1) La condition de faiblesse du champ sera énoncée au $ 29. 
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s 


te propriété est liée à ce que le mouvement « libre » (c'est-à-dire 
sans collisions) des particules dans le plasma se détermine par les 
valeurs du champ sur toute leur trajectoire. 
La relation linéaire la plus générale entre les fonctions D (t, r) 
et E (f, r) peut s’écrire sous la forme suivante: 
t 
Dlt.r)=E(t r)+ \ \ Kog(t—t', r, r)Eg(t, r')dz' dt’. 


Pour un plasma spatialement homogène, le noyau de l'opérateur 
intégral X 8 ne dépend que de la différence r — r’ entre les arguments 
spatiaux. En notant r —r" = p,t —1! = 7v, récrivons cette rela- 
tion sous la forme 


2% 


Dal = Eat D+ À Kast p) Enr, r—p)dpdr. (28,3) 
Ù 


Comme à l'ordinaire, en décomposant le champ en série ou en in- 
tégrale de Fourier, on peut le représenter par un ensemble des ondes 
planes dans lesquelles E et D sont proportionnelles à eitkr-wt), Pour 
de telles ondes la relation entre D et E prend la forme 


Do = ap (©, k) Es, (25,4) 


où le tenseur diélectrique a pour expression 
co 


Eañ (> k) = op + \ \ Ken (rt, pjeiter-kn din dr. (28,5) 
0 
De cette définition il résulte directement que 
Ep (—@, —k) = ec (o, k). (28,6) 
Ainsi, la non-localité de la relation entre E et D a pour effet que 
la permittivité du plasma est fonction non seulement de la fréquence 
mais aussi du vecteur d'onde; cette dernière dépendance est dite 
dispersion spatiale de même que la dépendance envers la fréquence 
est appelée dispersion temporelle (ou en fonction de la fréquence). 
En revenant aux équations (28,1) et (28,2), rappelons qu’en énon- 
çant les équations de Maxwell pour les champs variables dans des 
milieux ordinaires, on introduit à côté de la polarisation électrique 
P encore l’aimantation M et avec cela le courant microscopique moyen 
est décomposé en deux parties 4P/ôt et c rot M; dans une onde plane 
ces expressions se réduisent à —iwP et ic [kM]. Mais en présence de la 
dispersion spatiale lorsque toutes les grandeurs dépendent forcément 
de k, une telle décomposition n’est pas raisonnable. 
Notons également que si le courant j et la densité p de charges 
sont en totalité inclus dans la définition de la polarisation P (comme 
cela est fait dans (28,1)), cette dernière dépend en général aussi bien 
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du champ électrique E que du champ magnétique B. Mais le champ 
B peut être exprimé moyennant le champ E à l’aide du premier cou- 
ple d’équations de Maxwell (28,2) ne contenant que ces deux gran- 
deurs, c’est-à-dire (pour une onde plane) suivant [kE] — wB/c, 
kB — 0. Alors la polarisation P sera elle aussi exprimée uniquement 
me E ce qui est sous-entendu dans la définition de e,s suivant (28,3) 
à (28,5). 

La dépendance vis-à-vis du vecteur d’onde introduit dans les 
fonctions e,8 (w, k) une direction privilégiée qui est celle de son ar- 
gument k. C’est pour cette raison qu’en présence de la dispersion spa- 
tiale la permittivité est un tenseur même dans un milieu isotrope. 
La forme générale d’un tel tenseur peut être la suivante: 


kak kak 
ean(u, k)=e(w, À) (8er — 7) +e(o, k) EE. (28,7) 


Si cette expression est multipliée par £;, son premier terme apporte- 
ra à l’induction D une contribution perpendiculaire et le second ter- 
me, une contribution parallèle au vecteur d’onde k. Pour des champs 
E perpendiculaires à k ou dirigés suivant k, la relation entre Det E 
se réduit respectivement à D = e,E ou D = &,E. Les fonctions sca- 
laires e, et e, sont appelées respectivement permittivité transversale et 
permittivité longitudinale. Elles dépendent de deux variables indé- 
pendantes : de la fréquence & et de la valeur absolue X du vecteur 
d'onde. Lorsque k — 0, la direction privilégiée disparaît et le ten- 
seur eg doit se réduire à la forme € (w)ô,$8, où e (w) est la permitti- 
vité scalaire ordinaire qui ne tient compte que de la dispersion en 
fonction de la fréquence. Par conséquent, les valeurs limites des fonc- 
tions e, et e, sont les mêmes et égales à 


er (w, 0) = er (wo, 0) = € (w). (28,8) 


Suivant (28,6) les fonctions scalaires &, et e, vérifient la propriété 
suivante : 


es (—0, À) = ef (w,k), e, (—o, k) = ef (w, k). (28,9) 


La dispersion spatiale n’influe pas sur les propriétés des e, et &, en 
tant que fonctions de la variable complexe w. Tous les résultats con- 
nus (voir VIII, $ 82) relatifs à la permittivité e (w) des milieux ordi- 
naires sans dispersion spatiale sont valables pour ces fonctions. 

Dans le chapitre actuel nous n'examinons que le plasma isotrope. 
Soulignons que cela suppose non seulement l'absence de champ ma- 
gnétique extérieur mais également l’isotropie de la fonction de répar- 
tition des particules siuvant les impulsions (dans un plasma non 
perturbé par le champ). Dans le cas contraire il y a apparition de 
nouvelles directions privilégiées et la structure tensorielle e-4 se 
complique. 
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Comme il a été indiqué précédemment, l’origine de la dispersion 
spatiale dans le plasma est liée à ce que le mouvement « libre » des 
particules dépend des valeurs du champ le long de leur trajectoire. 
En fait, une influence essentielle sur le mouvement d’une particule 
en chaque point de sa trajectoire est exercée par les valeurs du champ 
non pas sur toute la trajectoire mais seulement sur certains de ses 
tronçons pas très longs. L'ordre de grandeur de ces longueurs peut se 
déterminer par l’un de deux mécanismes: les collisions qui troublent 
le mouvement libre sur la trajectoire ou la prise de moyenne du 
champ oscillant pendant le temps mis par la particule pour décrire 
sa trajectoire. Pour le premier mécanisme la distance caractéristique 
est le libre parcours moyen /— v/v de la particule et pour le second 
mécanisme, la distance v/w parcourue pendant une période de champ 
par une particule se déplaçant à la vitesse moyenne v. 

Dans l'expression (28,3) les distances r... sur lesquelles la fonc- 
tion K48 (t, p) subit une diminution considérable correspondent à la 
distance de corrélation entre les valeurs de D et E aux divers points 
de l’espace. On peut donc affirmer que l’ordre de grandeur de ces 
distances est donné par la plus petite de ces deux quantités, L ou 
v/o ?) (qui doit être prise pour celles des particules — les électrons 
ou les ions — pour lesquelles elle a la plus grande valeur). Si v € w, 


la plus petite quantité est v/w et alors 
reor — V/0. (28,10) 


La dispersion spatiale est considérable pour kr. x 1 et disparaît 
pour kr. 1; dans ce dernier cas on peut poser e-ikp & 1 
dans (28,5) et l'intégrale cessera de dépendre de k. Ainsi, on voit 
qu'avec r,. donnée par (28,10) la dispersion spatiale est impor- 
tante pour des ondes dont la vitesse de phase (w/k) est comparable. 
ou inférieure à la vitesse moyenne des particules dans le plasma. 
Dans le cas limite inverse pour 


o > kv (28,11) 


la dispersion spatiale est sans importance. 

Une chose importante est que les valeurs de r,,, dans le plasma 
peuvent être grandes devant les distances entre particules moyennes 
(— N-18), C’est précisément cette condition qui rend possible une 
description macroscopique de la dispersion spatiale en termes de 
permittivité, même dans le cas où la dispersion est importante. Rap- 
pelons (voir V111, $ 103) que dans les milieux ordinaires le rôle de 


1) Plus exactement, lorsque ! « lo, la distance pour la permittivité trans- 
versale rcor — /. Par suite de la diffusion des particules le long du champ, pour 


la permittivité longitudinale rcor  (ev/ w }1/3. 
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la longueur de corrélation est joué par les dimensions atomiques et 
que la condition d'applicabilité de la théorie macroscopique exige 
déjà que soit vérifiée l’inégalité kr... 1 (la longueur d’onde doit 
être grande par rapport aux dimensions atomiques); c’est pour cette 
raison que dans de tels milieux la dispersion spatiale (qui se manifes- 
te par exemple par une activité optique dite naturelle) ne constitue 
toujours qu'une petite correction. 


$ 29. Permittivité d’un plasma sans collisions 


Dans le cas général des valeurs quelconques de k, lorsque la dis- 
persion spatiale joue un rôle considérable, le calcul de la permittivité 
exige d’avoir recours à l’équation cinétique. Proposons-nous de le 
faire en supposant qu’à la polarisation diélectrique du plasma ne 
participent que les électrons, tandis que le mouvement des ions est 
sans importance (on dit alors que l’on a affaire à un plasma électroni- 
que); nous reviendrons au $ 31 à la condition permettant une telle 
hypothèse et à la généralisation des résultats. 

Pour un champ faible nous chercherons la fonction de répartition 
des électrons sous la forme f = f, + 6f, où f, est la fonction de répar- 
tition stationnaire, isotrope et spatialement homogène, non perturbée 
par le champ et ôf, la variation de cette fonction sous l'effet du champ. 
En négligeant dans l'équation cinétique les termes du second ordre 
de petitesse, on obtient 


9ôf 1 9/0 
+v-r=e (E+—1IvB1) FE 
Dans un plasma isotrope la fonction de répartition ne dépend que de 
la valeur absolue de l'impulsion. Pour une telle fonction l’orienta- 
tion du vecteur 0/,/0p coïncide avec celle de p = mv et son produit 
par [vB] s'’annule. Ainsi, à l’approximation linéaire le champ magné- 
tique est sans effet sur la fonction de répartition. Pour ôf il reste 
l'équation 


06f d6f of 
TV Ep 


(29,1) 


De même que le champ E, la fonction 6f est supposée proportion- 
nelle à exp [i (kr — œt)]. Alors on tire de (29,1) 


eE 0fo 


La condition de petitesse du champ découle de l'exigence que 6/ 
soit petite par rapport à f,. Le coefficient de 0f,/0p dans (29,2) est 
l'amplitude de l'impulsion acquise par l’électron dans le champ E. 
Cette amplitude doit être petite devant l'impulsion moyenne mv 
{déterminée d’après la répartition f,). 
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Dans un plasma non perturbé la densité de charges des électrons 
est compensée en chaque point par les charges des ions et la densité 
de courant est identiquement nulle en vertu de l'isotropie du plasma. 
Quant à la densité de charges et la densité de courant qui prennent 
naissance dans le plasma lorsqu'il est perturbé par un champ, elles 
ont pour expressions 


Die \ Sfdp, j— —e | vôf dp. (29,3) 


De même que 6f, ces grandeurs sont proportionnelles à exp [i (kr — 
— wt)let, suivant (28,1), leur relation avec la polarisation diélectri- 
que est donnée par les formules 


ikP = —p, — ioP = j. (29,4) 


Le mode de calcul des intégrales dans (29,3) exige pourtant d'ê- 
tre précisé étant donné que la fonction ôf a un pôle pour 


o = kv. (29,5) 


Pour pouvoir donner un sens à l'intégrale, nous allons considérer au 
lieu du champ strictement harmonique (w e-i!t) un champ qui est 
appliqué de façon infiniment lente depuis l’instant { = — co. A une 
telle description du champ correspond l’adjonction à sa fréquence 
d’une partie imaginaire positive infinitésimale, c'est-à-dire la subs- 
titution © — © + iô, avec Ô —+ + 0. En effet, on aura dans ce cas 
E © e-istetô + ( pour { —— —; quant à la croissance illimitée du 
champ produite par le facteur etô lorsque t + co, elle est sans im- 
portance parce qu’en vertu du principe de causalité elle ne peut pas 
influer sur des phénomènes considérés pour des temps t finis (alors 
qu'avec ô << 0 le champ se trouverait fort dans le passé, ce qui ren- 
drait inapplicable l’'approximation linéaire en champ). Ainsi la 
règle de contournement des pôles (29,5) se détermine par la substitu- 
tion 

© —+ © + i0; (29,6) 


elle a été utilisée pour la première fois par L. D. Landau (1946). 

La règle (29,6) peut être justifiée aussi d’une autre façon, en 
introduisant dans l'équation cinétique une intégrale des collisions 
infiniment petite représentée sous la forme St f — — vôf. L'adjonc- 
tion d’un tel terme au second membre de l'équation (29,1) est équi- 
valente à la substitution © — © + iv dans le terme 06f/0t — —iwôf ; 
puis, en faisant tendre v —+ 0, on obtient de nouveau la règle (29,6) !). 


1) Les raisonnements développés contiennent en fait deux passages à la li- 
mite : aux champs faibles (linéarisation des équations) et à v — 0. On notera que 
le premier précède le second. La nécessité de procéder précisément dans cet ordre 
s'explique par la nécessité de satisfaire à la condition ôf < f, lors de la linéari- 
sation: pour v = 0 le terme correctif tendrait vers l'infini pour kv = &. (Pour 
plus de détails, voir $ 49.) 
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Lors des intégrations avec la règle de contournement (29,6) on a 
affaire à des intégrales de la forme 


Dans une telle intégrale le chemin d'intégration dans le plan de la 
variable complexe z passe au-dessous du point z — iô ; quand ô + 0, 
cela équivaut à l'intégration le long de l'axe réel, en contournant le 
pôle z —0 d’en bas suivant un demi-cercle infinitésimal. La contri- 
bution à l’intégrale apportée par ce contournement se détermine par 
le demi-résidu de l'expression sous le signe d'intégration, si bien 
qu'on a finalement 


\ GC a fu 1 Ge + inf (0). (29.7) 


— œ© 


où le signe d'intégrale barrée signifie que l'intégrale est prise au sens 
de la valeur principale. Cette formule peut s’écrire aussi en notation 
symbolique 

—- PL inô (2), (29,8) 
où le symbole P signifie la prise (lors des intégrations ultérieures) 
de la valeur principale. 

Calculons la partie longitudinale de la permittivité du plasma. 
Utilisons à cet effet la première des relations (29,4) en y portant ôp 
donnée par (29,3) et (29,2): 

ap=eE (Ze __ ep 

IkP =@E \ p i(kv—@— 10) | 
Supposons que le champ E (et avec lui la polarisation P) soit dirigé 
le long de k ; alors 41P — (e,; — 1) E. Cela nous conduit à la formule 
suivante pour la permittivité longitudinale du plasma à fonction de 
répartition f (p) stationnaire quelconque (dont l'indice 0 sera désor- 
mais omis): 
ie 


(29,9) 


du nr” = | kg + ES L 
Prenons la direction de k comme axe des x. Dans l'expression sous le 
signe d’intégration dans (29,9) seule la fonction f dépend de p, et 
p.- Cela permet de récrire la formule (29,9) sous une autre forme en 
introduisant la fonction de répartition uniquement suivant p, — 
= MV,: 


S(Ps)= | f(p) dp, ap. 
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Alors il vient 
Are [ df (px) __ dpx (29,10) 


Lt on = dpx x —0—0 


Dans un plasma isotrope f (p.) est une fonction paire de p.. 

Signalons tout de suite un résultat important: la permittivité 
d'un plasma sans collisions est une quantité complexe. La partie ima- 
ginaire de l'intégrale (29,10) est donnée par la formule (29,7). Nous 
reviendrons au paragraphe sui- 
vant sur la signification de @) 
ce résultat important tandis 
qu'ici nous examinerons les 
propriétés analytiques de la C—— y —— im2= 
fonclion de la fréquence w, 
déterminée par l'intégrale 
(29,10). Comme il s'ensuit déjà 
des propriétés générales de la 
permittivité, cette fonction 
peut avoir des points singu- 
liers seulement dans le de- wlk 
mi-plan inférieur de la varia- a 
ble complexe © (voir VIII, 
$ 82); c'est une conséquence 
de la définition elle-même b) 
(28,5). 11 est pourtant utile Fig. 7 
de suivre comment cela résulte 
directement de la formule (29,10)et d'établir le lien entre ces points 
singuliers et les propriétés de la fonction de répartition f (p.). 

En changeant la désignation de la variable d'intégration, écri- 
vons l'intégrale (29,10) sous la forme (z = vx) 

| 4e € (29,11) 


dz =—o/k ° 
C 


L'intégration s'effectue dans le plan de la variable complexe z le 
long de l'axe réel, en contournant le point z — w/k d'en bas (fig. 
7, a). L'intégrale (29,11) détermine par là même la fonction analyti- 
que aussi dans tout le demi-plan supérieur de w; pour toutes ces va- 
leurs de w le pôle z — w/k est contourné, comme il se doit, d’en bas. 
Dans le cas du prolongement analytique de cette fonction dans le 
demi-plan inférieur de w, la nécessité de contourner le pôle d’en bas 
exige chaque fois de déplacer convenablement le chemin d'’intégra- 
tion (fig. 7,b).Mais la fonction df (z)/dz, régulière pour des z réels, pos- 
sède en général des points singuliers pour des valeurs complexes de 
z (appelons-les z,), y compris dans le demi-plan inférieur de z. Le 
chemin d'intégration C ne peut pas être éloigné du pôle z = w/k 
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si ce dernier se rapproche d’un point singulier :, quelconque, de sor- 
te que le chemin C se trouve serré entre ces deux points. Ainsi la fonc- 
tion (29,11) possède des points singuliers dans le demi-plan infé- 
rieur de w lorsque les valeurs de w/k coïncident avec les points singu- 
liers de la fonction df (z)/dz. 


$ 30. Amortissement de Landau 


Comme il a déjà été dit précédemment, la permittivité d'un plas- 
ma sans collisions est une quantité complexe (e,; = e; + ie). En 
séparant la partie imaginaire à l’aide de la formule (29,8), on obtient 


E; = —4n2e? j# RL _ 5 Ô(o—kv) dép (30,1) 
ou 
L 4an°em df(px) $ 
Er = RE pee o=u/h . (30.2) 


On sait que la complexité de la permittivité signifie une dissipa- 
tion de l’énergie du champ électrique dans le milieu. Rappelons les 
formules qui déterminent l’énergie Q dissipée moyenne (par unité de 
temps et unité de volume) d’un champ électrique monochromatique. 
Si ce champ est représenté sous forme complexe 


E = E,geitkr-ot), 


alors dans le cas général d’un milieu anisotrope !) 


io ! : 
Q= leo, k)—es(o, k)]ESEs; (30.3) 
l'énergie dissipée se détermine par la partie antihermitienne du 
tenseur £&.s. Si ce tenseur est symétrique, la partie antihermitienne se 


1) Cette expression s'obtient à partir de la formule générale 


Q=(ED)/äx, 
où les chevrons désignent la prise de moyenne sur le temps (voir VIII, $ 80). 
Ici, on sous-entend que E et D sont réelles. Si E est représentée en écriture com- 
pie il faut introduire dans la formule la demi-somme (E--E*)/2 au lieu de 
. Le vecteur D es a pour composantes 
+ {as (©, k) Ep+ eos (—®, —k) ES ph 
et le vecteur D 


7 {—6as (0, k) Ep+eag(— 0, —k) Eÿ}. 


En prenant la moyenne du produit ED et en utilisant la propriété (28,6), on ob- 
tient l'expression (30,3) (cf. plus loin la note au bas de la page 160). 


$ 30] AMORTISSEMENT DE LANDAU 159 
réduit à la partie imaginaire, de sorte que 
o LA 
Q= tes (w, k) EuEÿ. (30,4) 


Dans le cas d’un champ longitudinal il ne reste ici que la partie 
imaginaire de la permittivité longitudinale: 


Q=- et lEl. (30,5) 

En y portant (30,2) on trouve dans ce cas 
_ nmeo df(p+) | 
CS SIPP Sn Can huis 408) 


Ainsi, la dissipation se produit même dans un plasma sans col- 
lisions: ce phénomène a été prédit par L. D. Landau (1946) et est 
connu sous le nom d'amortissement de Landau. N’étant pas lié aux 
collisions, il est de nature fondamentalement différente de celle de 
la dissipation dans les milieux absorbants ordinaires: la dissipation 
sans collisions n’est pas liée à la croissance de l’entropie et de ce fait 
elle représente un processus thermodynamiquement réversible (nous 
reviendrons sur cet aspect de la question au $ 35). 

Le mécanisme de l’amortissement de Landau est étroitement lié 
à la dispersion spatiale. Comme le montre (30,6), la dissipation est 
due aux électrons dont la vitesse de propagation dans la direction de 
propagation de l'onde électrique se confond avec la vitesse de phase 
de l'onde (v, — w/k); on dit que ces électrons se déplacent en phase 
avec l’onde ?). Le champ est stationnaire par rapport à ces électrons 
et peut donc produire sur eux un travail qui ne s’annule pas lorsqu’on 
prend sa moyenne dans le temps (comme c’est le cas pour les au- 
tres électrons par rapport auxquels le champ oscille). 1l est instructif 
de suivre ce mécanisme de plus près, en établissant la formule (30,6) 
directement, sans avoir recours à l'équation cinétique. 

Supposons qu'un électron se déplace suivant l'axe des x dans un 
champ électrique faible dirigé le long du même axe 


E (t, x) =Re{Eçeitix-ut)et6} ; (30,7) 
où le facteur etô décrit toujours une application lente du champ à 
partir de l'instant { — — oo. Cherchons la vitesse v,=w et la 


coordonnée x de l’électron en mouvement sous la forme 
w = w, + Ôw, x = x, + Ôx, 


où ôw, ôx sont les corrections au mouvement non perturbé x, = wit 
à la vitesse constante w,. L'équation du mouvement de l’électron li- 


1) Signalons à ce propos que la différence w — kv est la fréquence du champ 
dans un référentiel en mouvement avec l'électron. 
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néarisée par rapport aux petites quantités a pour expression 


m de = —eËE (4, To) = —€@ Re{Eseiht(wo-u/k)et6}, 
Il en résulte 
= e E (t. zo) 
ar ETC LE . 
£ E (t, x) ( , ) 
ôr= ——R 


m TE —-0k)FOE * 


Le travail moyen effectué par le champ sur l’électron par unité 
de temps a pour valeur 


g= —e(wE(t, x) = —e((us+ôw)E(t, x + ôx)) & 
& —eWy ee &z) —e(ôw.E (t, xo)), 
ou encore, en notation complexe !) 
ÔE* 
q= —+ Re {w6z NF + ôw.E*} 


En y portant £, ôr, ôw donnés par (30,7) et (30,8), on obtient après 
quelques transformations simples: 
__ ei 2 d wo Ô 
2 ET 5 = 0/6 - 


Maintenant il reste à sommer gq sur les électrons ayant toutes les im- 
pulsions initiales possibles p, = mw,: 


So e |E|® e woô df 
Q= \ gf(Px) dpx= ——; | FE wo dps, Ps 


(on a effectué l'intégration par parties). Le passage à la limite se 
fait à l’aide de la formule 


: ô 
et conduit directement à l’expression (30,6). 


1) Si deux grandeurs À et B périodiques dans le temps sont représentées 
«en notation complexe (ce ©), alors 


1 
(Re 4-Re B)= 7 ((44-4*) (B+-B*)). 


Lors de la prise de moyenne les produits AB et 4*B* contenant e *ivt et e2iut 
s'annulent et il reste 


(Re 4-Re B)= À (AB*+- A%B)=+ Re (AB*). 
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La dissipation sans collisions ayant un caractère réversible, les 
conditions thermodynamiques n’exigent pas la positivité de la gran- 
deur Q@ (comme dans le cas de la dissipation vraie). L'expression 
(30,6) est toujours positive lorsque la répartition f (p) est isotrope 
(voir problème à la fin du paragraphe). Pourtant pour des réparti- 
tions anisotropes la grandeur Q peut s'avérer négative : les électrons 
céderont en moyenne de l'énergie à l'onde au lieu d’en recevoir !). 
De tels cas sont étroitement liés à l'instabilité possible du plasma 
(voir $ 61), de sorte que la condition Q > 0 (et donc €” >> O)n'est 
le résultat que de la stabilité de l’état du plasma. 

Du point de vue de la physique de l'amortissement de Landau dé- 
crite plus haut, la présence de la dérivée df/dp, dans la formule 
(30,6) est susceptible d'une interprétation simple suivante : le champ 
échange de l’énergie avec des particules dont les vitesses v, sont pro- 
ches de w/k, de telle sorte que les particules avec v, << @/k reçoi- 
vent de l’énergie de la part de l’onde tandis que les particules avec 
v, >> w/k cèdent de l'énergie à l’onde; l'onde perdra de l'énergie si 
les premières particules sont plus nombreuses que les secondes. 


Problème 


Montrer que pour un plasma isotrope la dissipation sans collisions est tou- 
jours positive. 

Solution. Dans un plasma isotrope f est uniquement fonction de 
p°= p? + p° (pet p, étant les composantes de p, longitudinale et transver- 
sale par rapport à k). Ecrivous 


dftps) _ _d À 


À Set ph) nd (ph) =2nps À #8 + pi) a (pi, 
0 


dpx dPx 


se 8 


et comme f(p*)—+0 lorsque po , il vient 


di(ps) _ 


—2n 2), 
dpx Paf (Pà) 


de sorte que df/dpx <0 pour _— =o/k > 0. 


$ 31. Permittivité d’un plasma maxwellien 


Appliquons la formule (29,10) au plasma électronique caractérisé 
par une répartition d'équilibre (maxwellienne) des électrons 


= Ne : PE 
ÎPx) = Grmraue XP (— EnTs ) ; (31,1) 


1) La déduction suggestive de la formule (30,6) faite plus haut n'est pas 
liée à l’isotropie de la répartition. L'expression (30,2) n’y est pas liée, elle non 
plus: voir plus loin $ 32. 


11—-0129S 
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où 7, est la température du gaz électronique (ayant en vue de consi- 
dérer par la suite également le constituant ionique du plasma, nous 
affectons de l'indice e les grandeurs se rapportant aux électrons). On 
trouve 
1 © 
©, k)= + ILE —— ] , ,2 
a (o, D =1+ Te [1+r | ETES ) (31,2) 
où la fonction F (x) est définie par l'intégrale ?) 


a CR m2 _— 
F(2)=— Î = = VS HiVaues (31,3) 


Va 220 
et on a introduit les paramètres 
sa Te Te 
Ure = = » a ane * (31,4) 


La grandeur v-.est une certaine vitesse thermique moyenne des élec- 
trons; a,, la longueur de Debye déterminée par la charge, la tempé- 
rature et la densité des électrons. 

Les valeurs limites de la fonction F (x) pour les grandes et peti- 
tes valeurs de zx sont faciles à trouver directement à partir de la dé- 
finition (31,3). Pour x > 1, écrivons 


z À ed [l C es z 2 
nn = ae (1++2+2+...) à. 
Les intégrales des termes impairs en x s’annulent tandis que les au- 
tres donnent ; 

Fate tire, 151. (31,5) 


2r° 


Pour z< 1, on effectue d’abord le changement de variable d’inté- 
gration z — u + x et on développe ensuite en puissances de zx: 

z £ ed: re? £ ut °ux du 
——> À ——©Ù = ——— Leu 2 
Var Z2—TZT Er u 


—œ —œ 


La valeur principale de l'intégrale du premier terme (impair en u) 
s'annule, si bien qu’en tenant compte du deuxième terme on trouve 


F(r)= —2r+iVnz, 1<1. (31,6) 


1) Les différentes formes de représentation de la fonction F (r) et ses va- 
leurs nique détallées sont données dans le livre: V. N. Faddéev, N. M. Té- 
rentiev « Tables des valeurs de l’intégrale de probabilité d'un argument comple- 
xe » — Moscou: Gostekhizdat. 1954. La fonction w (x) tabulée dans ce livre est 


liée à F (x) par F (x) = iVrzw (x). 
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A l’aide de ces formules on peut écrire les expressions limites pour 
la Fa Aux fréquences élevées on a 


3k° Die }+ 


a = 1 


F1 ne ; 
+i VE 2 (kvre vre)s exp Le ME me) pour O/kbre D 1. (31, 7) 


On a introduit ici un paramètre 


re )/ nie (31,8) 


que l’on appelle fréquence à plasma (ou fréquence de Langmuir) 
pour les électrons. Comme il se doit, dans le cas de &/kvre »>1 la 
dispersion spatiale n'apporte que de petites corrections à la permit- 
tivité et la partie imaginaire de &, se trouve exponentiellement peti- 
te, c'est le résultat de ce que dans la répartition maxwellienne seule 
une partie exponentiellement petite des électrons possède des vites- 


ses v, = w/k > vr.. La valeur limite de la permittivité, indépen- 
dante de k, est égale à 


e (@) = 1 — (Q./w)°. (31,9) 
Cette expression se rapporte aussi bien à la permittivité longitudi- 
nale qu'à la permittivité transversale (voir (28,8)). Elle est facile à 


obtenir à l’aide de raisonnements simples, sans avoir recours à l’équ- 
ation cinétique. 


En effet, quand k —+ 0, le champ de l’onde peut être considéré 
comme uniforme et l'équation du mouvement de l’électron mv = 


= —eE donne v — eE/imuw, de sorte que la densité de courant engen- 
drée par les électrons est 


— Ne 
1 im 
D'un autre côté, on a 
._ : p 3, &(o)—i 
j—= —ioP — IDE E. 


Le rapprochement entre ces deux expressions conduit à la formule 
(31,9) 


Dans le cas limite inverse des rs faibles on a 


a=1+ (5 = K-(-2) +i V + 5 Fe] pour w/kvr, & 1. 


(31,10) 
On notera que la dispersion spatiale fait disparaître le pôle pour 
w — 0 que possède la permittivité d'un milieu conducteur ordinai- 
re. On notera également que la partie imaginaire de la permittivité 
sis 
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est relativement petite (bien que non exponentiellement) aussi aux 
fréquences faibles, cette fois-ci par suite de la petitesse du volume de 
phase des électrons dans lequel est satisfaite la condition kv — o. 

Comme il a été montré au $ 29, la fonction &; (w) définie par l’in- 
tégrale (29,10) n’a pas de points singuliers dans le demi-plan supé- 
rieur de o et que ses points singuliers dans le demi-plan inférieur sont 
définis par les points singuliers df ((p.)/dp. en tant que fonctions de 
la variable complexe p.. Mais pour la répartition maxwellienne, la 
fonction 


ditpg) [PE 
dPx S PxexP ( Tr) 


ne possède pas en général de points singuliers à des distances finies dans 
tout le plan complexe p. (c’est-à-dire qu’elle est une fonction entiè- 
re). C’est pourquoi la permittivité d’un plasma maxwellien sans 
collisions est elle aussi une fonction entière de w, c'est-à-dire qu'elle 
ne possède pas du tout de singularités pour des valeurs finies de w. 

Jusqu'ici nous n'avons considéré que la contribution apportée 
à la permittivité par le constituant électronique du plasma. La contri- 
bution de la partie ionique se calcule exactement par le même pro- 
cédé et les deux contributions s'ajoutent tout simplement dans 
e, — 1; ainsi on est conduit à une généralisation évidente de la for- 
mule (31,2): 


tem) + 1]+ 
+ LA) +1] 6140 


V2 kvri 
2 T; 1/2 _ VTE Ti 1/2 
Pris (+) FU er [ An N; (20° ] , 
Qÿ = LAN 15) (31,12) 


(Ici les indices e et à désignent les grandeurs se rapportant respective- 
ment aux électrons et aux ions, AJ est la masse de l'ion et ze sa char- 
ge.) L'expression (31,11) se rapporte à un plasma « à deux températu- 
res » dans lequel chacun des constituants possède une répartition 
d'équilibre mais à des températures différentes, de sorte que les élec- 
trons et les ions ne sont pas en équilibre les uns avec les autres. 
Un tel cas se présente de façon naturelle du fait qu’une grande diffé- 
rence de masse rend difficile l’échange d’énergie lors des collisions 
des électrons avec les ions. 

On a généralement affaire à une situation où T; < T.; et donc 
Uri & Ur. En tenant également compte que toujours Q,< Q., 
il est facile de conclure que dans le cas de © > Avr. © kvrs. la con- 
tribution des ions est négligeable, si bien que la formule (31,7) est 
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valable. Dans le cas limite inverse on a 


1 1_,,7/ 7 0 
= + ape Er (6149 
oO € hvr; K ktre. 


Quant au cas de Avr; << w<& kvr., il sera examiné au $ 33. 

Tous les calculs faits au paragraphe précédent et au paragraphe 
actuel le sont pour la partie longitudinale de la permittivité. Le 
calcul de la permittivité transversale a un intérêt moindre. Le fait 
est que le champ transverse se réduit généralement à des ondes élec- 
tromagnétiques ordinaires pour lesquelles la fréquence et le vec- 
teur d'onde sont liés par la relation w/k = c/Ve,. Dans ce cas 
ok > cStrr., c'est-à-dire que w > Avr.; c’est pourquoi la disper- 
sion spatiale est faible et la permittivité est donnée par la formule 
(31,9). Pour ces ondes l'amortissement de Landau n'existe pas ; com- 
me la vitesse de phase de l’onde est supérieure à la vitesse de la lu- 
mière, le plasma ne contient pas de particules qui puissent se dépla- 
cer en phase avec l’onde (en toute rigueur la démonstration de cette 
proposition exige un examen relativiste, voir problème 4). 


Problèmes 


1. Déterminer le potentiel du champ électrique engendré par une petite 
charge ponctuelle étrangère e, au repos dans le plasma. 

Solution. Compte tenu de la polarisation du plasma, le champ se dé- 
termine par l'équation div D = 4xe,ô (r). Pour un champ constant, les com- 
posantes de Fourier de l’induction et du potentiel sont liées par la relation D, — 


= € (0, k)E, = —ike, (0, k) g,- On trouve donc pour q, l'équation 
ikD,, = ke (0, k) qu — 47e. 
En prenant e} (0, k) à partir de (31,13), on obtient 
Te: 
k+ at? 
La fonction coordonnée correspondante s'écrit 


Tr = a”? = ac + ai. 


€. 
giron: 


ainsi, la permittivité (31,13) décrit la mise sous écran de la charge statique en 
accord avec V, $ 78. La condition de petitesse de la charge: e, € Vaÿe, — e; 
doit être petite devant la charge des particules du plasma dans un volume — at. 


2. Calculer la permittivité transversale du plasma. 


Solution. En calculant la polarisation électronique P = —j/io avec j 
donnée par (29,3), on obtient pour le tenseur de permittivité 1): 
> âne? l'a ôf 
pda ne | LT 2e Se 


1) Dans cette expression le plasma n'est pas encore supposé isotrope. 
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La parlie transversale de la permittivité est extraite de &,4 sous la forme 


1 kak 
= [eue —eas “| 


et est donnée par l'intégrale 


91e’ 
27e A ôf dp =. e) 
o ôp, kv—@—i0 


et—1— 


où p,=— mv, est la composante de l'impulsion, transversale par rapport à k. 


Pour Ba répartition maxwellienne de f on trouve finalement après l'intégration 
sur dip, 


1 r LT) (3) 


avec la fonction F donnée par (31,3) ; les ions apportent à e, — 1 une contribu- 
tion analogue. Dans les cas limites on a 


_ SE kvre \? VA — 
et—1 = [+ (x) J+: TZ ''wka; "P (- 2k%vTe % 
(&> kvre D kuri), 


3. 1 1 13/77 Le 
ele (ka) (kay)® La V5 kde (5) 
(o < kr: € kvra). 


3. Déterminer la permittivité d’un plasma ultrarelativiste ; la température 
Te > mc° (V. P. Siline, 1960). . 

Solution. L'équation cinétique conserve sa forme (27,9) également 
dans le cas ultrarelativiste. Par conséquent, les formules telles que (29,9) et 
(2) du problème 2 sont valables. Dans le cas ultrarelativiste, la vitesse des élec- 
trons v & c, leur énergie est cp et la fonction de répartition d'équilibre s'écrit 


__ Ness -cpiT, 
Î = Ts * - 


Pour la permittivité longitudinale on trouve 


1 
1 Ane’c \ PR ORNE 
HT Te kc cos Ü— © — i0 (6) 
-1 0 


(où 8 est l’angle formé entre k et v). L'intégration de f sur 21p*dp donne N./2, 
après quoi l'intégration sur d cos B, le pôle cos 8 — w/kc étant sontourné d'en 
bas, conduit au résultat suivant: 


: _ &nNee (G] ©—ck 

Ge, De [it |], : 
E (b, = nw/2kce pour œ/k<c, ( 
1" | o pour @/k>c. 
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D'une manière analogue, en partant de (2), on trouve pour la permittivité 
transversale 


A : _ neNec o° o—ck _2® 

eo, D—1= TE (1— Se) He : 
Se PE MP ES 
DEsE 0 pour @/k> c. 


4. Calculer la partie imaginaire de e, d'un plasma électronique non relati- 
viste (T, & mc?) pour w/k — c > vre (V. P. Siline, 1960). 

Solution. A partir de la formule (29,9) (valable pour toute vitesse 
des électrons) on trouve après l'intégration sur d cos 8 


a 
8n°e°w {(p) p° mcw 
Te \ dp , Pm 


v | V'Ek ot 
Pm 


(le pôle cos 6 — w/kv ne se situe sur le chemin d'intégration sur cos 8 que pour 
@/kv < 1; c'est pourquoi la limite inférieure d'intégration sur dp correspond à 
la valeur & — w/k). La fonction de répartition pour 7, € mc?, valable pour 
toutes les vitesses des électrons. s'écrit 


PP RE EL ee LS =c(p? 2c2)1/2 
f(P)= GanT JTE exp( T- T. }. e=c(p°+mic?)t/ 


e”(@, k)= 


(9) 


(la valeur de l'intégrale de normalisation se détermine par le domaine 8 — 
— me = p2m — T, & mc). Dans l'intégrale (9) pour @/k — c > vr, c'est 
le domaine de valeurs de p au voisinage de la limite inférieure qui est essentiel. 
En posant dans l'exponentielle 


€ (P) 2 € (pm) + 


: (P— pm) = € (Pm) + (P— Pm) 
P=Pm 


{et dans le facteur précédant l’exponentielle p Æ pm, v Æ &/k) et en intégrant 
Sur P — Pm de 0 à , on obtient 


Ge Er one) 


Cette expression traduit la loi d'annulation de e; lorsque @/ck — 1. 


$ 32. Ondes de plasma longitudinales 


La dispersion spatiale rend possible la propagation dans le plas- 
ma des ondes électriques longitudinales. La variation de la fréquence 
en fonction du vecteur d'onde (ou, comme on dit, la loi de dispersion) 
se détermine pour ces ondes par l'équation 


e; (w, k) = 0. (32,1) 


En effet, pour €; — 0 on a D = 0 pour le champ électrique longitudi- 
nal E. En posant aussi B — 0, nous satisferons identiquement au se- 
cond couple d'équations de Maxwell (28,2). Quant au premier couple, 
il n’en reste que l'équation rot E — 0 vérifiée du fait que le champ est 
longitudinal: rot E = i [KE] = 0. 
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Les racines de l'équation (32,1) sont complexes (© — ©’ + iw”). 
Si la partie imaginaire de la permittivité e; > 0, ces racines se si- 
tuent dans le demi-plan inférieur de la variable complexe 6, c'est-à- 
dire que w” << 0. La grandeur y — — w” est le décrément d’amortis- 
sement de l'onde, qui suit la loi e-vt. Bien entendu, on peut dire que 
l'onde est progressive seulement si y &’; le décrément d’amortis- 
sement doit être petit par rapport à la fréquence. 
Nous obtiendrons une telle racine de l’équation (32,1) en suppo- 
sant que 
o > Avr. D Avri. (32,2) 
Seuls les électrons sont alors engagés dans les oscillations et la fonc- 
tion £,; (w, À) est donnée par la formule (31,7). L'équation e,; — 0 
est résolue par approximations successives. À la première approxi- 
mation, en omettant tous les termes dépendant de k, on trouve que !} 


GO) = Q., (32,3) 


c'est-à-dire que les ondes ont une fréquence constante, indépendan- 
te de k. Ces ondes sont dites ondes de plasma ou ondes de Langmuir 
(1. Langmuir, L. Tonks, 1926). Elles sont longues en ce sens que 


ka, € 1, (32,4) 


comme cela résulte de (32,2) pour 6 = Q.. 

Pour déterminer la correction à la partie réelle de la fréquence, 
dépendante de k, il suffit de poser w — Q, dans le terme correctif à 
E’ 5 on obtient alors 


o=0, (1+ 2 at) (32,5) 

(4. A. Vlassov, 1938). 
Pour ce qui est de la partie RS, de di fréquence, elle s'écrit 
@"—= _ QÆi(o, k) (32,6) 


et est exponentiellement petite en même temps que €. Pour sa dé- 
termination (avec le facteur précédant l’exponentielle) il faut 
porter dans e; la valeur (32,5) déjà corrigée. On a finalement 


TR 1 3 ‘ 
eV mer] (62 
(L. D. Landau, 1946). En vertu de la condition ka, & 1, le décré- 
ment d'amortissement des ondes de plasma est exponentiellement pe- 
tit. Il augmente lorsque la longueur d’onde diminue et pour ka, = 1 
(lorsque la formule (32,7) n’est plus applicable il devient de l’ordre 


1) La prise en considération des oscillations des ions ne conduirait’ qu'à 
un faible décalage de cette fréquence : w? = Q3 + Q1. 
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de grandeur de la fréquence, de sorte que la notion d'ondes de plasma 
progressives cesse d'avoir un sens. 

L'examen auquel nous venons de nous livrer ne se rapporte en 
toute rigueur qu’à un plasma isotrope dans lequel le tenseur diélec- 
trique se réduit, en vertu de (28,7), à deux grandeurs scalaires 
e, et e. Dans un plasma anisotrope (c’est-à-dire un plasma dont la 
fonction de répartition f (p) dépend de la direction de p) il n'existe 
pas d’ondes strictement longitudinales. Pourtant dans des conditions 
bien déterminées, dans un tel plasma peuvent se propager des ondes 
« presque longitudinales » dont la composante du champ El‘, trans- 
versale par rapport au vecteur k, est petite devant la composante lon- 
gitudinale Et: 

Et) € Et. (32,8) 


Pour établir ces conditions, remarquons tout d'abord que si l’on 
néglige E!'), il découle de l'équation div D — 0 que 


kD & KtuE4 = + kahgtasE0 = 0. 
Cette égalité qui détermine la loi de dispersion des ondes peut s'écri- 
re de nouveau sous la forme (32,1) si la permittivité « longitudinale » 
est définie par . 


1 
Er — TE kckptos , (32,9) 


soulignons que cette grandeur dépend maintenant de la direction de 
k. Pourtant de la condition €; = 0 il ne résulte plus l'égalité D — 
= 0; la grandeur 


: k 
D, & epE = 5 EU = e,E0 


est différente de zéro (alors que dans un plasma isotrope €, = Ü pour 
8, = 0). Puis, en se servant de l'équation de Maxwell rot B — 
= c-!0D/ôt, on trouve l’évaluation du champ magnétique dans le 
plasma 


B=  eEl) 
ck 
et ensuite, à partir de l'équation rot E — — c-'0Bjüt, l'évaluation 
du champ électrique transversal 
Mme Bel \° EE 32 
EU) = <B ( _ ) eEU, (32,10) 


Ainsi, la condition (32,8) déterminant une onde « presque longitudi- 
nale» sera satisfaite si l'onde est « lente » en ce sens que 


ok ciV'e. (32,11) 
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Notons enfin que la formule (29,10) reste également valable pour 
la grandeur e, définie suivant (32,9) aussi dans le cas du plasma ani- 
sotrope, comme le montre sa déduction à partir de l'expression 


1 
kP — 7x (kctasEs —_— KE) 


le champ E étant longitudinal. Il est essentiel de noter que dans l’équa- 
tion cinétique on peut négliger la force lorentzienne e [vB]/c devant 
eE (bien que maintenant son produit avec d/f/ôp ne s’annule pas iden- 
tiquement, la fonction f (p) étant anisotrope). En effet, avec l’évalua- 
tion (32,10) on a 


I[vB]I wev 
EU ke <1- 


Ce rapport est petit aussi bien du fait que l'onde est « lente » (32,11) 
qu'en vertu de væ c. 


Problèmes 


1. Etablir la loi de dispersion des oscillations transversales du plasma. 

Solution. Pour les ondes transversales la loi de dispersion est donnée 
par la relation w° = c?k?/e,. Les oscillations à haute fréquence (wo > kvr,) 
correspondent à des ondes électromagnétiques ordinaires. En utilisant e, don- 
née par (31,9) (voir aussi problème 2 du $ 31), on trouve 


wt= c'k2+Q. 


Cette expression est valable quelles que soient les valeurs de k; l’amortisse- 
ment de Landau est hul comme il a été indiqué à la fin du & 31. 

Pour les oscillations à basse fréquence (w < kvr,) le mouvement des ions 
est aussi sans importance. Pour les grandes longueurs d'onde (ka, & 1) le terme 
principal intervenant dans la loi de dispersion s'écrit 

no] .3 2 
oi} 2 kcvre . 


° , 
LE 


la valeur pismsn imaginaire de w signifie un amortissement apériodique, de 
sorte qu’il ne peut s'agir d'aucune propagation des ondes. 

2. Etablir la loi de dispersion des ondes de plasma longitudinales dans un 
plasma électronique ultrarelativiste (V. P. Siline, 1960). 


à Solution. Pour w > ck, la formule obtenue au problème 3 du $ 31 
onne 


Q: 262 
ey(o, D= 1 (1+ Le ) , 
où 
z Ane?N,c 
Br —3T, —: 


En annulant cette expression, on obtient la loi de dispersion 


LL 3 2 
DO rer Fr CE (ch & De ret). 
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Lorsque k augmente, cette formule devient inapplicable, mais il reste toujours 
© > ck (et de ce fait l'amortissement de Landau est nul). Dans le cas limite des 
grandes valeurs de k la fréquence © tend vers ck suivant la loi 


2k2c? 
&= ck [142 exp (—-50——2) |. 
ere 


3. Même problème pour les ondes trausversales. 
Solution. En utilisant l'expression de e; (&, k) obtenue dans le pro- 
blème 3 du $ 31, on trouve la loi de dispersion 


Ici encore il reste toujours w > ck et donc l'amortissement est nul. 


$ 33. Ondes pseudo-sonores 


En plus des ondes de plasma liées aux vibrations des électrons, 
dans le plasma peuvent se propager aussi des ondes dans lesquelles 
les densités tant électronique qu'’ionique subissent des oscillations 
considérables. Cette branche du spectre d'oscillations se caractérise 
par un faible amortissement (ce qui permet de parler de leur propaga- 
tion sous forme d'ondes) dans le cas où la température du gaz d'ions 
dans le plasma est petite par rapport à la température des électrons: 


Ti T.. (33,1) 


Comme il sera confirmé par le calcul, la vitesse de phase de ces 
ondes vérifie les inégalités 


Uri & Q/R Lre. (33,2) 


La faiblesse de l’amortissement de Landau dans ces conditions est 
a priori évidente : comme la vitesse de phase se situe en dehors des 
principaux intervalles de dispersion des vitesses thermiques tant des 
ions que des électrons, seule une petite partie de particules peut se 
déplacer en phase avec l’onde et participer par là même à l'échange 
d'énergie avec l'onde. 

La contribution des électrons à la permittivité dans les conditions 
(33,2) est donnée par la formule limite (31,10) et la contribution des 
ions, par la formule (31,7) (avec remplacement des grandeurs élec- 
troniques par les grandeurs ioniques. On a avec une précision exigée 


Q? 1 :V 7 © 
mir (kae)? Li+: "2 Kvre J- (33,3) 
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En négligeant d’abord la partie imaginaire relativement petite, on 
tire de l’équation £e; — 
2 ka Te k? 
Per ST TE 
(dans cette dernière expression on a utilisé le fait que :V, — 2N;). 
Pour les plus grandes longueurs d'onde, à condition que ka. < 1, 
Ja loi de dispersion (33,4) se réduit à la relation !) 


o=k y Te, ha. (33.5) 


Ï] se trouve que la fréquence est proportionnelle au vecteur d'onde 
comme dans les ondes sonores ordinaires. Les ondes régies par cette 
loi de dispersion sont appelées 
ondes pseudo-sonores. Leur vi- 
tesse de phase w/k = (T./A1)/?, 
si bien que la condition (33,2) 
est effectivement réalisée. En 
tenant compte, à l’approxima- 
tion d'ordre suivant, de la 
partie imaginaire de æ&;, on 
trouve facilement le décräment 
d'amortissement 


(33,4) 


> k nm 
l/ae 1/a; Y=o Ve (33,6) 
Fig. 8 ‘Cet amortissement est dû aux 


électrons. Quant à la contri- 
bution des ions à y, elle est exponentiellement petite : elle contient 
lé facteur exp (—2Te/2T;). 
Pour des longueurs d'ondes moins grandes, dans le domaine 
1/a. & k< 1/a; (qui existe en vertu de l'inégalité supposée (33,1)), 
la relation (33,4) donne tout simplement 


oO & Q:. (33,7) 


Ce sont des ondes ioniques analogues à des ondes électroniques dans 
le plasma. Il est aisé de s'assurer que les conditions (33,2) sont satis- 
faites ici encore et que l'amortissement est faible. Pourtant, si la 
longueur d’onde diminue encore, l’amortissement augmente et pour 
ka; > 1, la contribution ionique au décrément d'amortissement de- 
vient comparable à à la fréquence, de sorte qu’on ne peut plus parler 
de la propagation des ondes. 

La figure 8 représente schématiquement le spectre (la loi de dis- 
persion) des oscillations basse fréquence que nous avons considérées: 


: 1) La loi (33,5) a été établie par Langmuir et Tonks (1926) et la nécessité 
de la condition (33,1) a été indiquée par G. V. Gordéeu (1954). 
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ici (la courbe inférieure) en comparaison avec le spectre d'ondes de 
plasma électroniques à haute fréquence (la courbe supérieure). Les 
parties en trails interrompus désignent les régions où l’amortisse- 
ment devient fort. 


$ 34. Relaxation de la perturbation initiale 


Posons-nous le problème de la résolution d’une équation cinéti- 
que avec le champ auto-adapté pour des conditions initiales données 
(L. D. Landau, 1946). Bornons-nous à examiner le cas d’un champ 
électrique purement irrotationnel (E — —Vœ), le champ magnéti- 
que étant nul et supposons que c’est seulement la répartition élec- 
tronique qui a été perturbée alors que la répartition des ions reste 
inchangée. 

Nous supposerons aussi que la perturbation initiale est faible: 
la fonction de répartition initiale des électrons a pour expression 


fr, p) = fo (p) + &g (r, p) (34,1) 


où fo (p) est la répartition d'équilibre (maxwellienne) et g € fo. 
La perturbation reste bien entendu faible à des instants ultérieurs 
aussi, de sorte que les équations peuvent être linéarisées; cherchons 
la fonction de répartition sous la forme 


1 Fr, p) Su Îo (p) + ôf (£, Fr, p). (34,2) 


On trouve pour la petite correction ôf et le potentiel du champ auto- 
adapté o (f, r) (quantité du même ordre de petitesse) un système 
d'équations comportant une équation cinétique 


96f , … 06 ue 
et x eV TE =0 (34,3) 


et une équation de Poisson 
Ay=4ne \ ôfd*p (34,4) 


(la charge électronique d'équilibre est compensée par la charge des 
ions). 

Comme ces équations sont linéaires et ne contiennent pas de coor- 
données sous forme explicite, on peut décomposer les fonctions 6f 
et  cherchées en intégrale de Fourier suivant les coordonnées et écri- 
re les équations pour chacune de leurs composantes de Fourier sépa- 
PRE En d’autres termes. il suffit de considérer des solutions de 

a forme 


ôf(t,r, p)=fut, peikr, (tr. r)=qutheitr. (34,5) 
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Pour de telles solutions les équations (34,3) et (34,4) prennent la 
forme 


De ikvfu+ teur de 2 0, (34,6) 
qu = — Âne \ pe (34,7) 
Pour la résolution de ces équations il est commode d'utiliser la 


transformation de Fourier unilatérale en définissant la transformée 
&x (p) de la fonction fx (£, p) par 


fai (p)= À eivtfu(s, p)at. (34,8) 
[L 
La transformation inverse est donnée par la formule 
w+ic 
ft p= À e-mwtfi(p) 2e, (34,9) 
-5+ia 


où l'intégrale est prise dans le plan complexe des w sur une droite 
parallèle à l’axe réel et passant au-dessus de ce dernier (6 > 0) plus 
haut que toutes les singularités de la fonction f ,x ?). 

Multiplions les deux membres de l’équation (34,6) par e-ivt et 
intégrons sur t. En remarquant que 


rs Je gini dt = jueiot | — io j freiot dt= — 9 —iofii 
0 


(où gx (p) = fx (0, p)) et en divisant les deux membres de l'équation 
par i(kv — w), on trouve 


+ 1 #1 d 
LACET TT Lex —iepiik J: (34,10) 
D'une manière analogue, on tire de (34,7) 


2 = — 4ne (ss fé (p) &p. (34,11) 


1) La transformation (34,8) et (34,9) n'est rien d'autre que la transformation 
de Laplace bien connue 


Fed ! to+0 
Îp= \ fUePidt, [= \ fpePt dp, 
U —1i0+0 


dans laquelle la variable p est remplacée par —io et corrélativement le chemin 
d'intégration est changé dans la formule permettant la reconstitution de la 
fonction f (!) d’après son image /». 
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En portant dans (34,11) l’image fix donnée par (34,10), on ob- 
tient l'équation pour le seul pi ; on en déduit 


4 4ne 8x (P) dp 2 49 
ok — kter (©, k) \ i(kv—0) (34,12) 
où on a introduit la permittivité longitudinale &, définie par (29,9). 
En introduisant de nouveau (comme au $ 29) la composante de l’im- 
pulsion p, — mv, suivant la direction de k, récrivons cette formule 
sous la forme 


LA 


o âne (ex (9) dp 34 
Mere 4 | en Gao 


SEK (Px) = \ gx (Pp) dp, dp.. 


Pour déterminer la variation du potentiel en fonction du temps à 
l'aide de la formule d’inversion 


œæ+io 
1 __——. 

= | ei qhi du (34,14) 
-æ+io 


il faut établir au préalable les propriétés analytiques de q,x en tant 
que fonction de la variable complexe «. 
Une expression de la forme 


œ 


que = | qu (seit di 
U 

considérée comme une fonction de la variable complexe © n’a un sens 
que dans le demi-plan supérieur. Il en est de même pour l’expression 
(34,13). L'intégration dans (34,13) se fait sur un chemin (axe réel 
P+) passant au-dessous du pôle p, — muw/k. Nous avons vu au $ 29 
que la fonction de la variable w définie par une telle intégrale ne 
présente des singularités, étant prolongée analytiquement dans le de- 
mi-plan inférieur, qu’en des points confondus avec les points singu- 
liers de la fonction gK (p.). Nous admettrons que gx (p.) en tant que 
fonction de la variable complexe p, est une fonction entière (c’est-à- 
dire qu'elle ne présente aucune singularité pour des valeurs finies de 
P+); dans ce cas l'intégrale considérée détermine elle aussi une fonc- 
tion entière de ©. 

Comme il a été dit au $ 31, la permittivité e, d’un plasma max- 
wellien est elle aussi une fonction entière de w. Ainsi la fonction 
Pur. analytique dans tout le plan de la variable w, est le quotient 
de deux fonctions entières. Il s'ensuit que les seules singularités (pô- 
les) de la fonction y. sont les zéros de son dénominateur, c’est-à-dire 
les zéros de la fonction &, (w, k). 
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Ces considérations permettent d’établir la forme de la loi asymp- 
totique suivant laquelle le potentiel œu(t) décroît pour de grandes 
valeurs du temps t. Dans la formule d’inversion (34,14) l'intégration 
se fait sur une droite horizontale dans le plan de la variable w. Pour- 
tant en entendant par x une fonction analytique définie de la fa- 
çon indiquée dans tout le plan, nous pouvons déplacer le chemin d’in- 
tégration dans le demi-plan inférieur sans traverser aucun des pôles 

de la fonction. Soit ox = ©; + 

©) — iv, celle des racines de l’équa- 

tion ey (w, k) — 0, dont la valeur 

de la partie imaginaire est la 

plus petite (c’est-à-dire la racine 

la plus proche de l'axe réel); 

Effectuons l'intégration dans 

w4 (34,14) sur un chemin déplacé 

suffisamment vers le bas au-des- 

sous du point © — w, et con- 

tournant ce point (ainsi que 

d’autres pôles situés plus haut 

que lui) comme l'indique la figu- 

re 9. Alors seul le résidu par rap- 

port au pôle w, sera essentiel 

Fig. 9 dans l'intégrale (pour de grands t); 

les autres parties de l'intégrale, 

y compris l'intégrale sur la partie horizontale du chemin, seront 

exponentiellement petites par rapport au résidu indiqué parce que 

l'expression sous le signe d'intégration contient le facteur e-ivt qui 

décroît rapidement lorsque | Im w | augmente. Ainsi, la loi de 
décroissance asymptotique du potentiel est donnée par la formule 


qu(#) 67 inter lent, (34,15) 


c’est-à-dire que la perturbation du champ décroît avec le temps ex- 
ponentiellement avec le décrément y, = | wi | !). 

Pour des perturbations des grandes longueurs d’onde (ka, € 1) 
la fréquence w4 et le décrément y, coïncident avec leurs homologues 
pour les ondes de plasma et sont donnés par les formules (32,5) et 
(32,6). Dans le cas inverse des perturbations à ondes courtes lorsque 


1) Si la fonction initiale g, (p.) présente une singularité, les valeurs com- 
pétitives de w comprennent en plus des zéros de la fonction €, (@, k) aussi les 
points singuliers de la fonction p,, dus à la singularité de l'intégrale (34,13). 
Notamment, si g,(p,) a une singularité (par exemple, une cassure) sur l'axe 
réel, la fonction @,, aura elle aussi une singularité pour une valeur réelle de 


= kv,. Une telle perturbation (dans un plasma sans collisions |) ne s'amor- 
tit pas du tout. 
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ka, = 1, l'amortissement devient très fort ; le décrément y, est grand 
même devant ox !). 

Enfin, analysons les propriétés de la fonction de répartition des 
électrons elle-même. La fonction cherchée 4 (t, p) s'obtient en por- 
tant (34,10) dans l'intégrale (34,9). En plus des pôles dans le demi- 
plan inférieur dus à œux, l'expression sous le signe d'intégration pos- 
sède aussi un pôle au point w — kv situé sur l'axe réel. C’est pré- 
cisément ce pôle qui déterminera le comportement asymptotique de 
l'intégrale pour de grandes valeurs de t. Par le résidu en ce pôle on 
trouve| 


ft, p)ooe-ikt. (34,16) 


Ainsi, la perturbation de la fonction de répartition ne s’amortit 
pas avec le temps. Pourtant la répartition devient une fonction de la 
vitesse, qui oscille de plus en plus rapidement (la période d'’oscilla- 
tions en vitesse —1/kt). C'est pourquoi la perturbation de la densité 


(c'est-à-dire l'intégrale | Adp) s'’amortit comme le potentiel 


a 


L'évolution de la fonction de répartition suivant (34,16) se rap- 
porte au temps où le champ peut être considéré comme amorti; la 
formule (34,16) correspond tout simplement à un vol libre des parti- 
cules, chacune avec sa propre vitesse constante. En effet, une fonc- 
tion de la forme 


fr, p}=g(p}eitkr-kxn (34,17) 


est solution de l'équation cinétique des particules libres 
of of ; 


pour une répartition initiale (£ — 0) suivant les vitesses données et 
une réparittion périodique (« eïikr) suivant les coordonnées. 


1) On peut se demander pourquoi l'amortissement devient fort si la « vites- 
se de phase » wj/k se situe en dehors de l'intervalle principal de vitesses thermi- 
ques. Or, en réalité, pour y > &’ le rapport w’/k ne peut plus être considéré 
comme une vitesse de phase. Si l'on décompose de nouveau une fonction de la 
forme <”i®’!e"V! en intégrale de Fourier, celle-ci contiendra des composantes 
avec des fréquences comprises dans tout l'intervalle de 0 à y et par conséquent 
avec des « vitesses de phase » allant de O0 à —y/k. 

2) Pourtant, notons tout de suite, en anticipant un peu. que le caractère 
oscillant de la fonction de répartition conduit à une forte croissance du nombre 
effectif de collisions coulombiennes lorsque les £ sont grands et accélère par là 


même l'amortissement de la perturbation qui se produit finalement (voir pro- 
blème du $ 41). 


12—01298 
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$ 35. Echo de plasma 


Le caractère thermodynamiquement réversible de l’amortisse- 
ment de Landau se manifeste par des phénomènes non linéaires spé- 
cifiques que l’on appelle écho de plasma. Ces phénomènes résultent 
des oscillations de la fonction de répartition non amorties (34,16) 
qui persistent après la relaxation sans collisions des perturbations de 
la densité (et du champ) dans le plasma. Ils sont en fait d'origine ci- 
nématique non liée à l’existence dans le plasma d’un champ électri- 
que auto-adapté. Nous commencerons par l’illustrer sur l’exemple de 
gaz formé par des particules non chargées sans collisions. 

Soit une perturbation dans le gaz donnée à l’instant initial, dans 
laquelle la fonction de répartition, tout en restant maxwellienne sui- 
vant les vitesses en tout point de l’espace, varie le long de l’axe des x 
suivant la loi périodique 


ôf = A, cos kiz-fo (p) pourt =0 (35.1) 


(au cours de ce paragraphe p — mv désignera la composante x de 
l'impulsion; la fonction de répartition est supposée déjà intégrée 
sur p, et p.). La même loi régit aussi la variation le long de l’axe 
x (au même instant t — 0) de la perturbation de la densité de gaz, 


c’est-à-dire de l’intégrale \ 6f dp. A des instants postérieurs la per- 
turbation de la fonction de répartition variera suivant la loi 


ôf = A; cos ki (7 — vi) fo (ph, (85,2) 


qui correspond au mouvement libre de chaque particule le long de 
l'axe des x avec sa vitesse v. Mais la perturbation de la densité sera 
amortie (pendant un temps — 1/v7k;) par suite de la diminution de 


l'intégrale \ ôf dp du fait que l'expression sous le signe d'intégration 
contient le terme cos k, (x — ut) oscillant en vitesses. La loi asymp- 


totique de cet amortissement est donnée pour des temps t > 1/kvr 
par l'expression 


sN= \ (Sf dp exp ( —+kivtt°) (35,3) 


(l'intégrale est évaluée par la méthode du point selle). 

Supposons maintenant qu'à un certain instant & — t > 1/kivr 
la fonction de répartition soit de nouveau modulée avec l'amplitude 
A, et un certain nouveau vecteur d’onde k, > k,. La perturbation 
de la densité qui en résulte sera de nouveau amortie (pendant un 
temps —1/kovr), mais à l'instant 


# k. 
T = Er. T (35,4) 
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elle réapparaîtra. En effet, une deuxième modulation fait apparaître 
dans la fonction de répartition (à l'instant: £ — +) un terme du deu- 
xième ordre de la forme 


ôf® = A,4, vos (kir — kivt) cos kez-fo (p)A (35,5) 


Une évolution ultérieure de cette perturbation pour { > + transfor- 
me ce terme en 


62 = A,4,f, (p) cos {hr — Aiut] cos [koz — kov (t—7T)] = 
=+ Ai42fo (p) {cos (ke — #4) z — (ke — ks) vt + kout] + 
+ cos [(ke + k) x —(k, + ki) vi + kut]}. 


On voit maintenant qu'à l'instant £ — 1’ la dépendance oscillante 
envers v dans le premier terme disparaît, de sorte que ce terme appor- 
te une contribution finie à la perturbation de la densité du gaz avec 
le vecteur d'onde #, — k,. L’écho né de cette façon sera ensuite amor- 
ti pendant un temps —1{/vr (k: — k;) et le dernier stade de l’amor- 
tissement suivra une loi analogue à (35,3). 

Passons à l'étude de ce phénomène dans un plasma électronique 
(R. W. Gould, T. M. O'Neil, J. H. Malmberg, 1967). Il se déroule 
selon le même mécanisme que nous venons de décrire, mais la loi 
d'amortissement concrète varie sous l’effet du champ auto-adapté. 

Nous supposerons que les perturbations sont produites par des 
impulsions d’un certain potentiel extérieur q(®xt)} (engendré par des 
charges « extérieures ») appliquées au plasma à des instants t — 0 
et {=T: 


text = pô (t) cos k,x + pô (t —T) cos'k,z'; (35,6) 


où k, > het T > 1/kivr, 1/y (k1) (y (k) étant le décrément d amor- 
tissement de Landau). 

La perturbation de la fonction de répartition (f — fo + 6f) 
vérifie l'équation cinétique sans collisions qui présente, compte tenu 
du terme du deuxième ordre, la forme suivante: 


96 , , 06 ,  0® dfo ___ ôp dëf = 
“an Pine Co an Ca op (35,7) 


Dans ces conditions le potentiel @ du champ qui prend naissance dans 
le plasma (englobant aussi la partie « extérieure » q{e*t)) satisfait à 
l'équation 


A (p— perd) = âne \ Sf dp. (35,8) 
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Cherchons une solution de ces équations sous forme d'intégrales 
de Fourier: 


she on do’ dk’ 
ôf= | forrreitt"x o’t) PE ; 
° stp oes do” dk” 

P= \ Pornre (à xt) (2e 


En introduisant ces expressions dans (35,8), puis en multipliant 
l'équation par e-it4*-at) et en les intégrant sur dx dt, on obtient 


d 
Gt — ©) for + Ekqur Se = 


dfurn do’ dk’ 
dp (2x)? ? 


= \ (EE ques 5e (35,9) 


+ Ron == Are | for dp T text, (35,10) 
où 
pt = np lô (k +) + 8 (k—R)] + mp [Ô (k + ke) 4-8 (k— ha)] eior. 


A l’approximation linéaire (c'est-à-dire en négligeant le second 
membre de (35,9)) la solution de ces équations est 


d k p 
fie eo quel, (85,11) 
où €, est la permittivité (29,10). A cette solution correspondent de 
perturbations s’amortissant à partir des instants t — 0 et t — + avec 
des décréments respectifs y (k,) et y (k2). 

A l’approximation du deuxième ordre il faut porter (35,11) dans 
le second membre de l'équation (35,9), ce qui permettra d’obtenir 
pour les termes du deuxième ordre figurant dans les perturbations de 
la fonction de répartition et pour le potentiel les équations suivantes 


Goo) fi+ekqit Le = Le, (35,12) 
eqii= —âne | fx ap. (35,13) 
où 
«y, d@’ dk’ 


Ln= —e | (que afro. (85,14) 


L'effet qui nous intéresse, à savoir l'écho de vecteur d’onde k, — k;, 
sera compris dans les termes contenant 6 (k + (k: — k1)) au second 
membre de (35,12). Réunissons ces termes dans l’expression de Zox. 
Vers l'instant & — + la perturbation q({* produite par l'impulsion 
. appliquée à l’instant t — 0 sera déjà amortie. Il est donc évident 
d'avance qu'en portant (35,11) dans (35,14) il ne faut tenir compte 
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dans ii que du terme contenant .; les termes de la forme 
Von = Ta (is ka) 8 (À — k3 + ki) + 

+ Le (—hs —k3) 8 (+ Es — k) (35,15) 
qui nous intéressent s'obtiennent dans ce cas à partir des termes con- 


tenant @, dans fuk. Finalement. après l'intégration sur dk’ dans 
(35,14), on obtient !) 


43 do . 

Le En ka) = + Epatahiks SE >: 
| pad ei(@-o)t jo’ : : 
ee mac" (6540) 


— ® 


où par la variable d'intégration &’ il faut entendre comme toujours 
@ + i0. 

On peut calculer l'intégrale (35,16) en tenant compte de ce que + 
est supposé grand (t > 1/kvr, 1/y). A cet effet, déplaçons le contour 
d'intégration dans le demi-plan inférieur de la variable complexe 
w’, où il « s'accroche » alors aux pôles de l'expression sous lo signe 
d'intégration. Ces pôles se situent aux zéros de la fonction &e, et au 
point &©’ — —k;v — i0. Les premiers ont des parties imaginaires 
négatives non nulles (— (k,)ou — y (k.)), et les contributions qu'ils 
apportent à l'intégrale (les résidus aux pôles) s’amortissent, lors- 
que + augmente, comme e-Ÿ"t. Quant à la contribution non amortie, 


elle provient seulement du pôle réel &° — —k,v — i0. Ainsi, on 
obtient 
3 i(O+kir)t 
Ts (ki k,) = —e— dho PrPekikse (35,17) 


dp ei(—kv, ke (ok, ke) ” 


En revenant aux équations (35,12) et (35,13) et en portant f5, 
de la première équation dans la seconde, on trouve 


oo 


49 4ne \ di on dp 
PR — He, (©. h dp Kv—6- 10 : (35.18) 


Pour calculer la dérivée dl,x/dp, il faut dériver seulement le facteur 
exponentiel dans (35,17), car k;vrt > 1. 

En réunissant maintenant les expressions obtenues (35,15) à 
(35,18) et en effectuant la transformation de Fourier inverse, nous 
obtenons le potentiel de l’écho de vecteur d’onde k, = k, — k,, qui 
nous intéresse, sous la forme 


pA (t, zx)==Re{A(t)eihsr}. (35.19) 
1) Lors du calcul il faut avoir en vue que e, dépend seulement de | k |, si 


bien ve les notations du présent paragraphe (où & = k,) on a ey (@, —k) = 
= e& (©, k). 
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Ecrivons l'amplitude À (t) tout de suite à la limite asymptotique pour 
t — T— co. À cette limite, l'intégrale sur w se détermine par le ré- 
sidu de l’expression à intégrer seulement au pôle © = kzv — i0. 
Finalement on trouve 


Lee] 
: kik, ( df ec irka(t=T) dp 
= 3 1Âe 0 

AO= een | 


FE 
(35,20) 


où T’ = katlks. 
Cette expression — l'amplitude de l’écho — a sa valeur maximale 
pour 4—7+'et cette dernière est proportionnelle à +t, c'est-à-dire à 


ytk) 


ko ka/k 
UE CA) 


Fig. 10 


l'intervalle de temps séparant deux impulsions. L’amplitude À (t) 
décroît de part et d'autre de son maximum mais suivant des lois 
différentes. Lorsque £ — t’— oo asymptotiquement l'intégrale 
(35,20) se détermine par le résidu de l'expression à intégrer en son 
pôle où la partie imaginaire négative est la plus petite en valeur; 
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ce pôle se situe pour E4 (kav, ks) — O0 et sa partie imaginaire est 
Im v— —y(k:)/k:1). De l’autre côté du maximum, lorsque t — 
— 7 — —co, l'intégrale se détermine par le résidu au pôle pour 
€; (—kw, k,) = 0 avec Im v = y (k,)/k, (le chemin d’intégration doit 
être déplacé dans ce cas dans le demi-plan supérieur de la variable 
complexe v). Finalement on trouve 


A(t) wo exp[—7(k3) (t— 7’ our £— 7! , 

(t) v exp! ne )] pour —> 00 (35,21) 

A() © exp[ -À + (ki) (—0] pour {—T"—> — 00. 
1 


Ainsi, avant d’atteindre son maximum, l’amplitude de l'écho 
croît avec l’incrément k,y (k.)/k, et au-delà du maximum elle décroît 
avec le décrément y (k:). La figure 10 illustre le phénomène que nous 
venons de considérer : les deux premières courbes représentent l’allu- 
re de variation du potentiel dans deux impulsions appliquées aux 
instants { — 0 et t — + et la troisième courbe montre la forme de 
l'écho. Le décrément ou l’incrément correspondants sont indiqués 
près des courbes. | . 

Les calculs exposés sont faits dans l'hypothèse où les collisions 
sont négligées. Aussi la condition d’applicabilité de la formule quan- 
titative (35,20) exige-t-elle que vers l’instant t donné les oscillations 
de la fonction de répartition n'arrivent pas à s’amortir sous l'effet 
des collisions. En anticipant un peu et en utilisant les résultats obte- 
nus au problème du $ 41, on peut énoncer cette condition sous la for- 
me 


v (0r) Gur)t 1, (35,22) 


où v (&r) est la fréquence moyenne des collisions coulombiennes de 
l'électron. 


$ 36. Capture adiabatique d’électrons 


Considérons la répartition des électrons du plasma dans un champ 
électrique irrotationnel lentement appliqué. Soient L l'ordre de 
grandeur de l'étendue du champ et + le temps caractéristique de sa 
variation. Nous supposerons que 


t> Live (36,1) 


Nous supposerons en même temps que + est petit devant le temps de 
libre parcours moyen des électrons, de sorte qu’il s'agit comme pré- 
cédemment d'un plasma sans collisions. 


1) Il est sous-entendu que tous les vecteurs d'onde k < 1/a.. Alors y (k) 
est exponentiellement petit et décroît lorsque k augmente. Comme k, < &,, le 
pôle pour e, (kv, k,) = 0 est dans ces conditions a priori plus éloigné de l'axe 
v réel que le pôle pour ey (ksv, ks) = 0. 
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En vertu de la condition (36,1) on peut considérer que le champ 
est stationnaire pendant le temps mis par l’électron pour le traver- 
ser. La fonction de répartition des électrons dans le champ sera elle 

aussi stationnaire à cette mê- 

vo me précision. Comme il a été 

indiqué à la fin du $27, la 

solution de l'équation cinéti- 

que sans collisions ne dépend 

que des intégrales du mouve- 

* ment de la particule; pour 

une répartition stationnaire il 

ne peut s'agir que des inté- 

grales qui ne dépendent pas 
explicitement du temps. 

Nous nous bornerons à exa- 
miner le cas unidimensionnel 
lorsque le potentiel q du 
champ dépend de la seule 
coordonnée x. Le mouvement 
suivant les axes y et z étant 
dans ces conditions sans im- 
portance, il ne s’agira de la 
fonction de répartition f que 

Fig. 11 suivant l'impulsion p. (et la 
coordonnée x). 

Dans le cas unidimensionnel, l'équation du mouvement comporte 
deux intégrales dont une seule ne dépend pas explicitement du temps 
dans un champ stationnaire), c’est l'énergie de l’électron 


e= + +U(x), (36,2 


a) 


U(x) 


où U (x) = —ep (x) !). C'est pourquoi la fonction de répartition 
stationnaire ne dépendra de p, et x que sous forme de combinaison 
(36,2) : 

= fle (x, p.)l. (36,3) 


Quant à la forme de la fonction f (e), elle doit être déterminée par 
les conditions aux limites. 

Supposons que le champ U (x) présente la forme d'une barrière 
de potentiel (fig. 11, a). Dans ce cas, la fonction f (e) se détermine 
par la forme de la répartition des électrons atteignant la barrière en 
provenance de l'infini. Si par exemple les électrons possèdent de 
part et d'autre de la barrière une répartition d'équilibre (uniforme 


1) Une deuxième her da du mouvement peut être constituée par exem- 
ple par la valeur initiale (à un certain instant donné) de la coordonnée x, de la 
particule exprimée en fonction du temps et de la coordonnée courante le long 
de la trajectoire z, (t, x). S 
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suivant l’espace) de température 7',, on aura dans tout l’espace aussi 
une répartition boltzmannienne 


N e ac 
LE rue SP (7). in 


Pour ce qui est de la densité du gaz électronique, elle sera répartie 
partout suivant la formule 


Nez) = Ne "OUT, (36,5) 


où V, est la densité à grande distance de la barrière. 

Soit maintenant un champ sous forme de puits de potentiel (fig. 
11,d). Dans ce cas, la répartition des électrons d'énergie positive € 
se déterminera de nouveau par la répartition des particules venant. 
de l'infini ; pour une répartition d'équilibre à l'infini, la répartition 
des électrons de € >> 0 sera celle de Boltzmann dans tout l’espace. 
Mais à côté des particules de € > 0 il existe dans ce cas aussi des 
particules d'énergie e << 0; ces dernières sont animées d’un mouve- 
ment fini à l’intérieur du puits: elles sont « capturées ». A l'infini 
il n’y a pas de particules e << 0; aussi les considérations exposées. 
plus haut dans lesquelles l'énergie était considérée comme une gran- 
deur strictement conservatrice, sont-elles insuffisantes pour trouver 
la répartition des particules capturées. A cet effet il faut aussi tenir. 
compte de la variation de l'énergie dans un champ qui n'est pas ri- 
goureusement stationnaire, de sorte que cette répartition se trouve 
dépendante en général de l’évolution antérieure : de l’allure de l'ap- 
plication du champ (4. V. Gourévitch, 1967). 

En vertu de la condition (36,1) la variation du champ pendant. 
une période de mouvement fini des particules capturées est faible. 
On sait que dans un tel cas est conservé l'invariant dit adiabatique, 
l'intégrale 

x 


T(t. e)= 2 


[2m (e—U(t, x))l'/2 dx, (36.6): 


L 
x1 


prise entre les deux limites de mouvement (pour des valeurs données. 
de £&et t). C’est cette grandeur qui jouera maintenant le rôle de l'in- 
tégrale du mouvement par laquelle doit être exprimée la fonction de 
répartition des particules capturées 


Îcapt — feapt (I (4, e)) (36,7) 
(l'énergie & étant supposée exprimée à son tour moyennant x el p, 
suivant (36,2)). Quant à la forme de la fonction (36,7), elle se déter- 
mine par le fait que lors de l'application lente du champ la fonction 
de répartition sera une fonction continue de e. Aussi pour la valeur 
limite de l'énergie des particules capturées la fonction f.,,1 (1} 
doit-elle coïncider avec la fonction de répartition des particules ef- 
fectuant un mouvement fini au-dessus du puits de potentiel. 
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Le cas du puits de potentiel ayant la forme représentée par la fi- 
gure 11, b est pourtant particulièrement simple du fait que la valeur 
limite de l'énergie reste constante et égale à zéro (pour une applica- 
tion progressive du champ). 1l résulte alors de la condition à la limi- 
te indiquée que f.,nt se réduit tout simplement à une constante 


fcapt = f (0), (36,8) 
où f(e) est la fonction de répartition des particules au-dessus du 


puits de potentiel. Cherchons la répartition spatiale des électrons 
dans ce cas en supposant que f (£) est la fonction boltzmannienne 
(36,4). 

En faisant la somme des nombres des électrons de e > 0 et 
€ << 0, on obtient 


œ Pi 
Ne=2\ j(e)dp.+2 | f(O)dp pi=(2m [UIYE 
Pi U 
{les facteurs 2 tiennent compte des particules de p, > 0 et p, < 0). 
En y portant f (e) à partir de (36,4), on trouve 


Nat 2= No{ete[1— © (y FT) +2 . (36,9) 


D(E) = —— \ e-u° du. (36.10) 
0 


où 
= 


Pour £ € 1, en développant l'expression sous le signe d’intégra- 
1ion (36,10) en puissances de u, on a 


va x (5). 


Aussi la répartition des électrons capturés dans un puits de potentiel 
peu profond (| UI|<& T.) du donnée par la formule 


IU 4 IUT \ 3/2 
N.=N, [1+ + F = Tr.) 1: (36.11) 
Le premier terme correctif coïncide avec ce que donnerait la formule 
de Boltzmann (36,5). Mais la correction suivante diffère déjà de celle 
de Boltzmann. 

Pour E > 1, la différence 1 — ® (£) est exponentiellement pe- 
tite (—exp (—E*)). Aussi dans le cas d’un puits de potentiel pro- 
fond (| U|> Te) seul le second terme entre les accolades de (36,9) 
æst-il essentiel, de sorte que 


Net, 2)=2N0 (LL BURE A (36,12) 


Losque | U | augmente, la densité ci beaucoup plus lentement 
que d’après la formule de Boltzmann. 


$ 37] PLASMA QUASI NEUTRE 187 


$ 37. Plasma quasi neutre 


Les équations de la dynamique du plasma admettent des simpli- 
fications importantes pour une catégorie de phénomènes dans les- 
quels les échelles caractéristiques des longueurs et des temps satis- 
font aux conditions suivantes. La dimension caractéristique L des 
inhomogénéités dans le plasma est supposée grande devant lalon- 
gueur de Debye des électrons: 


alL< 1. (37,1) 


Quant à la vitesse du processus, elle est supposée déterminée par le 
mouvement des ions, de sorte que l'échelle caractéristique des vites- 
ses est donnée par la grandeur v#; qui est petite par rapport aux vi- 
tesses des électrons. Le mouvement des ions conduit à une lente va- 
riation du potentiel électrique qui est suivie adiabatiquement par 
la répartition des électrons. 

Soient ôN. et ôN, les variations de densité des électrons et des 
ions dans le plasma perturbé. Ces variations produisent dans le.plas- 
ma une densité moyenne de charge non compensée : ôp= e (zôN; — 
— ôN.). Le potentiel du champ électrique engendré par ces charges se 
détermine par l'équation de Poisson 


Ag = — 4ne (z5N; — ÔN.). (37,2) 
D'après l'ordre de grandeur Ag — œ/L°. Par conséquent 
2 ÔN;—8N, 


1 @ É 
ôNe T FneL= | ôNe |’ (37,3) 
Si le champ est faible (ep<& T4), la variation de la densité électro- 
nique 
ÔNe — epN AT. 
(cf. ( 6.11)) et alors 


zÔN; —ôN ai 
Ne — PF, L= «1. (37,4) 


Cette inégalité reste valable aussi dans le cas d’une forte perturba- 
tion lorsque ep T,; dans ce cas ÔN, — N, et de (37,3) il résulte de 
nouveau (37,4). 

Ainsi, il se trouve que la densité de charges non compensée due 
à la perturbation est petite par rapport aux perturbations de densi- 
tés de charges électroniques et ioniques prises séparément ; on dit 
dans ce cas que le plasma est quasi neutre. Cette propriété permet 
lors de l'étude des phénomènes du type considéré de déterminer la 
repartition des potentiels dans le plasma en partant tout simplement 
de l’équation de « quasi-neutralité » 


N.=2Nh, (37,5) 
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jointe à l'équation cinétique pour les ions et à l'équation traduisant 
la répartition « adiabatique » des électrons !?). 

Bien entendu, à l'instant initial — si l’on considère des problè- 
mes comportant des conditions initiales — les densités d'électrons 
peuvent être données arbitrairement sans vérifier nécessairement 
l'inégalité (37,4). Toutefois le champ électrique intense, qui prend 
naissance dans ce cas, provoque un mouvement des électrons qui ré- 
tablit rapidement, pendant des temps « électroniques » caractéristi- 
ques, la quasi-neutralité (dans le cas de la diffusion ce processus est 
décrit au $ 25). 

Le passage de l'équation électrodynamique (37,2) à la condition 
(37.5) signifie non seulement une simplification importante du systè- 
me d'équations de la dynamique du plasma mais également un chan- 
gement radical de leur structure dimensionnelle. En effet, le poten- 
tiel œ entre dans l'équation cinétique et dans la répartition des élec- 
trons seulement sous forme de produit par la charge e, tandis que 
dans la condition (37,5) ( à l'inverse de l’équation (37.2)) la charge ne 
figure pas du tout. C'est pourquoi la substitution 


ep —+ Ÿ (37,6) 


fait disparaître totalement la charge e dans les équations et avec elle, 
le paramètre possédant des dimensions d’une longueur, qui est la 
longueur de Debye a.. 

L'absence de paramètre de longueur dans les équations rend pos- 
sibles les mouvements self-similar du plasma. De telles solutions ap- 
paraissent dans les cas où les paramètres de dimension d'une lon- 
gueur sont également absents dans les conditionsinitiales ou dans les 
conditions aux limites du problème; alors toutes les fonctions ne 
peuvent dépendre des coordonnées et du temps que dans la combi- 
naison r/t. Supposons par exemple que le plasma occupe initialement 
un demi-espace x << 0. A l'instant t = 0 le « volet est retiré » et le 
plasma commence à se détendre dans le vide. Les électrons commence- 
ront à se mouvoir les premiers, de sorte que la densité électronique 
constitue près de la frontière une couche intermédiaire de largeur ca- 
ractéristique — a.. Pendant un temps t, > a./vr. le mouvement des 
électrons s'amortit et la densité électronique suit adiabatiquement 
le potentiel suivant la formule de Boltzmann. A partir de cet instant 
la variation de toutes les grandeurs se détermine par le mouvement 
des ions. 11 en résulte que pendant un temps t, © a/vr; > aevr. 
la frontière devient floue sur des distances qui sont grandes devant 


1) Soulignons que par lui-même ce résultat se rapporte aussi bien au plas 
ma sans collisions qu'au plasma avec collisions. Notonségalement que la déduc- 
tion de l'inégalité (37,4) n'étant ges liée à l'hypothèse où le champ est faible, 
la propriété de quasi-neutralité a lieu également dans les cas où les propriétés 
électromagnétiques du plasma ne ponrens pas être décrites à l'aide de la permit- 
tivité (c'est-à-dire dans l'hypothèse de la relation linéaire entre D et E). 
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a.. Vers cet instant le plasma devient quasi neutre et le mouvement 
est self-similar ?). 

Ecrivons l'équation de la dynamique d'un plasma quasi neutre 
sous forme développée en supposant, pour fixer les idées, que la ré- 
partition de la densité électronique est partout boltzmannienne : 


Ne=NeVTe: (37,7) 


comme il a été montré au $ 36, cette répartition n’est pas troublée 
par un champ lentement variable si celui-ci ne contient pas de puits 
de potentiel. La formule (37,7) jointe à la condition (37,5) permet 
d'exprimer le potentiel directement par l'intermédiaire de la fonc- 
tion de répartition des ions 


y=T,ln re er: [+ \ fi&p |. (37,8) 
En portant cette expression dans l'équation cinétique pour les ions 
{avec le champ auto-adapté E = — Vo), on obtient 
9 Ü à Q ” 
Le ae A Er B 37, in \ fi Bp = 0. (37,9) 


Notons que les solutions de cette équation, bien qu'elle soit non li- 
néaire, ne dépendent pas de la densité moyenne du plasma: si f4 (t, r) 
est solution, Cf;, où C est un facteur constant, le sera egalement. 


$ 38. Hydrodynamique d’un plasma à deux températures 
C'est le plasma à deux températures dans lequel 
Te> Ti (38,1) 


qui admet une description théorique particulièrement simple. Com- 
me nous l’avons vu au $ 33, le plasma peut dans ce cas être le siège des 
ondes pseudo-sonores non amorties qui se propagent à une vitesse 
= (TAM)V?. C'est aussi cette vitesse qui caractérise la propagation 
des perturbations dans le plasma. Puisque cette vitesse est en même 
temps grande (en vertu de (38,1)) par rapport aux vitesses thermi- 
ques des ions, la dispersion thermique des vitesses des ions peut être 
négligée dans la plupart des problèmes relatifs au mouvement du 
plasma. Le mouvement du constituant ionique du plasma sera alors 
décrit à l’approximation « hydrodynamique » par la vitesse v = v; 
donnée en tant que fonction de point dans l’espace (et dans le temps) 
et vérifiant l’équation 


dv 
M  — ezE 
1) Pour plus de détails, voir Gourévitch A. V., Pariïskaïa L. V., Pitayer- 


ski L. P. Sov. Phys. JETP, v. 22, p. 449 (1966) (en russe). 
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ou 
G) 
+ OV) v= RE. (38.2) 
À cette équation il faut adjoindre l’équation de continuité 
ON; : Q 
7 + div (Niv)=0 (38.3) 
et l'équation de Poisson qui détermine le potentiel du champ électri- 
que œ (et donc l'intensité E = —Voœ): 
Ag = —4ne (zN, — N,). (38,4) 


Quant aux électrons, lorsque le plasma se déplace à des vitesses 
v< (TAM)V° <vr., leur répartition suit adiabatiquement celle 
du champ. Comme nous l’avons vu au $ 36, l'expression concrète de 
la densité électronique W, dépend alors fortement du caractère du 
champ. Pour le champ sans puits de potentiel elle est donnée simple- 
ment par la formule de Boltzmann (37,7), si bien que l'équation (38,4) 
prend la forme 

Aqg= —4neN, (Sete) ; (38,5) 

Les équations (38,2), (38,3) et (38,5) constituent un système com- 
plet d'équations pour les fonctions v, V et œ. Il peut être encore 
simplifié pour le plasma quasi neutre. Dans ce cas on a suivant (37,8) 


Ni VN : 
ep=T.ln TA eE= —T, Nr : (38.6) 
et l'équation (38,2) peut être mise sous la forme 
ôv Te VN; _ 
Ftovve He LE. (88,7) 


Le système d'équations (38,3) et (38,7) est formellement identique 
aux équations de l’hydrodynamique d’un gaz parfait isotherme de 
masse M et de température z7.. La vitesse du son dans un tel gaz 
est égale à (27./M)1/° en conformité avec l'expression (33,5) donnant 
la vitesse des ondes pseudo-sonores ; la dispersion des ondes est à cet- 
te approximation nulle. 

L’analogie qu'on a établie avec l’hydrodynamique exige de faire 
une sérieuse réserve. On sait que le système d'équations hydrodyna- 
miques est loin de posséder toujours des solutions continues dans tout 
l'espace. L'absence de solution continue signifie en hydrodynamique 
ordinaire la formation des ondes de choc, c’est-à-dire des surfaces 
sur lesquelles les grandeurs physiques présentent des discontinuités. 
En hydrodynamique sans collisions il n’existe pas d'ondes de choc 
parce que ces ondes sont, de par leur nature même, liées à la dissipa- 
tion de l'énergie qui est dans ce cas nulle. L'absence de solutions 
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continues signifie ici que dans une certaine région de l’espace l'hypo- 
thèse de quasi-neutralité du plasma ne peut se soutenir. Dans de tel- 
les régions (qu’on appelle par convention ondes de choc sans collisions) 
la variation des grandeurs physiques en fonction des coordonnées et 
du temps est oscillante et la longueur d'onde caractéristique de ces 
oscillations se détermine non seulement par les dimensions caractéris- 
tiques du problème mais également par une propriété intrinsèque du 
plasma, sa longueur de Debye (R. Z. Sagdéev, 1964) ?). 

Revenons aux équations plus générales (38,2) à (38,4) qui ne sup- 
posent pas la quasi-neutralité du plasma. Une propriété importante 
de ces équations consiste en ce qu’elles ont des solutions unidimen- 
sionnelles dans lesquelles toutes les grandeurs dépendent des varia- 
bles t et x seulement dans la combinaison E — zx — ut avec la constan- 
te u. De telles solutions décrivent des ondes qui se propagent à la 
vitesse u sans changer de profil. Si l’on passe à un système de réfé- 
rence se déplaçant à la vitesse u par rapport au système d'origine, le 
mouvement du plasma dans un tel système sera stationnaire. Les 
plus intéressantes sont des solutions périodiques dans l’espace et des 
solutions décroissantes dans les deux sens à l'infini. Considérons pré- 
cisément ces dernières qu’on appelle ondes solitaires ou solitons 
(4. À. Védenov, E. P. Vélikhov, R. Z. Sagdéev, 1961). 

En désignant par une prime la dérivation par rapport à 5, on ob- 
tient à partir des équations (38,2) et (38,3) 


@—u)u'= gp, (Naw) -uNi=0 
(pour simplifier, on a posé z = Â). 


En intégrant ces équations avec les conditions aux limites q = 0, 
v = 0, N; = N, pour Ë —+ c, on trouve 


2 _— pv}? 
fete. es 
u u où 
Ne No No peonne : (38,9) 
Quant à l'équation (38,4), elle donne @” = —4äne(N; —N,) 
ou, après la multiplication par 2’ et l’intégration, 
® 
g2= —Bne | LV: (p)— Ne (q)] do. (38,10) 


0 


La fonction #W; () est alors tirée de (38,9) et la fonction , (p) 
est déterminée par les formules du $ 36. Notons que dans l’onde con- 


1) Pour la construction d'une telle structure dans certains cas typiques, 
_. Gourévitch A. V., Pitayevski L. P. Sov. Phys. JETP, v. 38, p. 291 (1974) 
en russe). 
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sidérée on a toujours > 0, comme le montre (38,8). L'énergie po- 
tentielle de l’électron dans un tel champ U = — ep << 0, c'est-à-dire 
Que par rapport aux électrons le champ se comporte comme un puits 
de potentiel. 

Le problème de la détermination du profil de l’onde œ (E) se ré- 
duit à des quadratures à l’aide de l'équation (38,10). 11 se trouve dans 
ce cas que la vitesse u est directement liée à l'amplitude de l’onde, 
à la valeur maximale de la fonction æ (£) (nous désignerons cette va- 
leur par p4). En effet, pour @ = @,, il doit y avoir q" = 0. En annu- 
lant l'intégrale au second membre de (38,10) (et en y effectuant l’in- 
tégration du premier terme), on obtient l'équation 


9. 
[a (1m) = 7e EC dp (88,11) 


qui détermine en principe la variation de z en fonction de @,. 1l est 
évident qu'on doit avoir 


2ePm/ Mu? < 1. (38,12) 


Cette condition établit, généralement parlant, la limite supérieure 
des valeurs possibles de l'amplitude ,, de l'onde (et par conséquent 
de la vitesse u). 

Notons encore que pour pouvoir négliger totalement les collisions 
il faut que la fréquence w du champ soit grande par rapport aussi 
bien à la fréquence des collisions v, des électrons qu'à la fréquence des 
<ollisions v, des ions. Mais comme v,— (M/m)!/?v, > v, (voir $ 43), 
une situation peut se présenter où ÿ. > © > v;. Dans ce cas les col- 
lisions sont toujours sans effet sur le mouvement des ions, mais la ré- 
partition des électrons peut être considérée boltzmannienne même en 
présence de puits de potentiel. 


Problème 


Déterminer le profil et la vitesse d'une onde solitaire de faible intensité 
{ePm/Te & 1) se propageant dans un plasma dont les électrons sont répartis 
suivant (36,11) (4. V. Gourévitch, 1967). 

Solution. Dans la formule (36,11) on doit garder tous les termes; la 
potes de l'onde solitaire est liée précisément au dernier terme, uon linéaire, 


i t dans cette expression. Le calcul fait à l'aide de (38,11) conduit au 


ltat suivant: 
T 46 [ eQm \1/2 
2° ea m 
“= [145 (7) j 


Le profil de l'onde se détermine par intégration de l’équation (38,10) et présente 


la forme 
= A z ePm "] 
P= Pm Ch [ y15 de ( 1e ) ° 
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$ 39. Solitons dans un milieu faiblement dispersif 


L'existence (dans un milieu sans dissipation) d'ondes non linéai- 
res de profil stationnaire est étroitement liée à la présence de disper- 
sion. Dans un milieu non dispersif, la prise en considération de la 
non-linéarité trouble inévitablement la stationnarité de l'onde; 
la vitesse de propagation de divers points du profil se trouve dépen- 
dante de la valeur de l'amplitude en ces points, ce qui conduit pré- 
cisément à une déformation du profil. C’est ainsi qu’en hydrodyna- 
mique du liquide parfait compressible les effets non linéaires condui- 
sent à une augmentation progressive de la raideur du front avant de 
l'onde (voir VI, $ 104). Quant à la dispersion, elle conduit à son tour 
à ce que le profil devient flou, de sorte que les deux influences peu- 
vent se neutraliser mutuellement en assurant ainsi la stationnarité 
du profil de l'onde. 

Dans ce paragraphe nous étudierons ces phénomènes sous la for- 
me générale pour une catégorie suffisamment large de cas de propa- 
gation des ondes dans un milieu faiblement dispersif, non dissipatif, 
en tenant compte d'une faible non-linéarité. 

Soit u, la vitesse de propagation de l'onde à l’approximation li- 
néaire, la dispersion étant négligée. À cette approximation, dans une 
onde unidimensionnelle se propageant dans un seul sens le long de 
l'axe des x, toutes les grandeurs ne dépendent de x et de { que dans la 
combinaison £ = x — u,t. Cette propriété s'exprime sous forme dif- 
férentielle par l'équation 


ob 
ôx 


où b désigne n'importe laquelle des grandeurs oscillant dans l'onde. 

À la vitesse constante u, correspond la loi de dispersion des ondes 
© —= u,k. Dans un milieu dispersif cette loi ne représente que le pre- 
mier terme du développement de la fonction w (4) en puissances du 
petit &. En tenant compte du terme suivant, on a !) 


db 
Se tu = 0 


o = uk — PAS, (39,1) 


1) Le fait que la fonction w (k) soit Ch en puissances impaires de k 
résulte déjà des considérations de réalité des grandeurs. Le système initial d'équa- 
tions physiques du mouvement du milieu ne contient que des grandeurs et para- 
mètres réels. Quant à l'unité imaginaire i, son apparition ne résulte que de l’in- 
troduction dans ces équations d'une solution proportionnelle à exp (—iwt + 
+ ikz). Aussi la loi de dispersion résultant de cette substitution détermine-t- 
elle iw comme une fonction de ik avec des coefficients réels; le développement 
d'une telle fonction ne peut contenir que des puissances impaires de ik. Dans le 
cas général d’un milieu dissipateur, la fonction « (k) est complexe (© = w’ + 
+ iw”), de sorte que l’affirmation faite se rapporte au développement de la 
partie réelle de la fréquence w’ (x). Quant au développement de la fonction 
&” (k), il ne contiendra pour les mêmes raisons que des puissances paires de 4. 


13—-01298 
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où f est une constante qui peut être, en principe, aussi bien positive 
que négative. 

L'équation différentielle qui décrit à l’approximation linéaire la 
propagation (en un seul sens) de l’onde dans un milieu présentant 
une telle dispersion est de la forme 


db 0b db 
rt Th 0; 


en effet, pour une onde dans laquelle b © exp (—iwt + ikr) on ob- 
tient (39,1) à partir de cette équation. 

Enfin, la prise en considération de la non-linéarité fait apparai- 
tre dans l’équation des termes d'ordre plus élevé en b. Ces termes doi- 
vent satisfaire dans tous les cas à la condition d'annulation pour un 
b constant (indépendant de x), ce qui correspond tout simplement à 
un milieu homogène. En ne gardant que le terme contenant la déri- 
vée d’ordre le plus bas (petites valeurs de Æ !), écrivons l’équation 
de propagation d’une onde faiblement non linéaire sous la forme 


0b db db b 


où « est un paramètre constant (pouvant prendre en principe les 
deux signes) ?). 

Pour simplifier l’écriture de cette équation, introduisons au lieu 
de x une nouvelle variable E et au lieu de b, une nouvelle fonction in- 


connue a, en les définissant par 


E=xz—ut, ‘a=ab. (39.3) 
Alors il vient 
à! da 4 au 
rer = HP —0. (39.4) 


Sous cette forme cette équation est appelée équation de Korteweg-de 
Vries®?). Nous considérerons d’abord, pour fixer les idées, que la cons- 
tante B > 0. 

Nous nous intéresserons à des solutions qui décrivent les ondes de 
profil stationnaire. Dans de telles solutions la fonction a (f, £) dé- 
pend uniquement de la différence & — vit avec un certain v, constant : 


a = aff — ot); (39,5) 
dans ce cas la vitesse de propagation de l’onde est 
U = Uo + Lo. (39,6) 


1) Soulignons pourtant, pour éviter tout malentendu, qu'une telle forme 
de la faible non-linéarité est loin d'être universelle. C’est ainsi que la faible non- 
linéarité pour la propagation des ondes dans le plasma, due au dernier terme 
dans la répartition électronique (36,11) (utilisée dans le problème du $ 38) 
correspondrait à un terme = y/b ôb/ôx dans une équation du type (39,2). 

2?) Elle a été obtenue par D. J. Korteweg et G. de Vries (1895) pour des on. 
des sur la surface d’une couche d’eau d'épaisseur finie. 
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En portant (39,5) dans (39,4) et en désignant par une prime la déri- 
vation par rapport à £, on obtient l'équation 


Ba’*’ + aa’ — va’ = 0. (39,7) 
Notons qu'elle est invariante par papport aux substitutions 
a—a+V, v—v + V (39,8) 


où V est une constante arbitraire. 
L'intégrale première de l'équation (39,7): 


1 c 
Re 2 — = + 
Ba” a Da =. 


En multipliant cette égalité par 2a’ et en l’intégrant encore une fois, 
on obtient 


Ba’? = rot + aa es. (39,9) 


1l est judicieux de remplacer les trois constantes v,, €, et c, par 
d’autres constantes, à savoir par trois racines du trinôme cubique 
figurant au second membre de (39,9). En notant ces racines a,, @, 
az, écrivons 


1, Î 
Ba?= —+(a—a)(a—2.)(a— as). (89.10) 
La constante v, est liée aux nouvelles constantes par l'égalité 
Î 


Nous ne nous intéresserons qu'aux solutions de l’équation (39,10) 
dans lesquelles la grandeur | a (Ë) | est limitée; une croissance in- 
définie de | a | serait en contradiction avec l'hypothèse sur la faible 
non-linéarité. 1l est facile de voir que cette condition n'est pas satis- 
faite si parmi les racines a,, &, a, il y a des racines complexes; 
supposons que ce sont a, et a, (et en outre a, — aï). En effet, dans 
ce cas le second membre de (39,10) prend la forme | a — a, |? (a, — 
— a)/3 et rien n'empêche a de tendre vers —co. 

Ainsi les constantes a,, &, a; doivent être réelles; plaçons-les 
dans l’ordre a, > a, > a;. L'expression au second membre de l’équa- 
tion (39,10) devant être positive, la fonction a (£) ne peut varier 
que dans l’intervale a, > a >> a,. Sans restreindre la généralité, on 
peut poser a; = 0; on peut y arriver toujours par des transformations 
de la forme (39,8). En faisant un tel choix, récrivons l'équation 
(39,10) sous la forme 


peur dteuda Gt 


La solution de cette équation est de caractère différent selon que 
a, = 0oua, 0. Dans le premier cas (a, = 0, a, > 0) l'intégration 
13* 


196 PLASMA SANS COLLISIONS (CH. III 


de l'équation donne 
e@=ach?($ y );: (39,13) 


l’origine des Ë étant choisie au point de maximum de la fonction (ici 
et plus loin nous écrivons, pour simplifier les notations, le profil 
de l'onde en tant que fonction de E = x à un certain instant donné 
t — 0). Cette solution décrit une onde solitaire (soliton): pour 
E— —+ cola fonction a (£) s'annule de même que toutes ses dérivées. 
La constante a, traduit l'amplitude du soliton dont la largeur dé- 
croît, comme a;,!/* lorsque l'amplitude augmente. Suivant (39,11) 
on a y = &1/3, de sorte que la vitesse du soliton 


u = Up + a/3. (39,14) 


On voit que cette vitesse u > u, et augmente avec l’amplitude. 

Rappelons de nouveau que la non-linéarité des processus décrits 
par l'équation de Korteweg-de Vries est supposée faible. La condition 
de cette petitesse a un sens naturel; si le rôle de la grandeur a est 
joué par exemple par la variation de densité du milieu, cette varia- 
tion doit être petite comparativement à la densité non perturbée. 
En même temps, le « degré de non-linéarité » de ces processus est ca- 
ractérisé encore par un autre paramètre sans dimension : L(a;/B)'/?, 
où L est la longueur caractéristique et a,, l'amplitude de la perturba- 
tion. Ce paramètre détermine le rôle relatif des effets de non-linéari- 
té et de dispersion. Il peut être tant petit (prédominance de l'effet 
de dispersion) que grand (prédominance de l'effet de non-linéarité). 
Pour un soliton dont la largeur L — (f/a,)!/° ce paramètre est de l'or- 
dre de 1. 

Passons au cas de a, = 0; la solution de l'équation (39,12) décrit 
dans ce cas une onde périodique dans l’espace et infiniment étendue. 
L'intégration de l'équation donne 


| po = (LE) Fo) (8945) 


[a (a, —a) (a —a,)l/* a 


où F (s, q) est une intégrale elliptique de première espèce : 


© 
és de 
F(s, q)= \ = sint qe ? (39,16) 
0 
avec !) 
sinp=y HE, s=y1-E; (39,17) 


1) Le paramètre de l'intégrale elliptique est désigné par le symbole s (au 
jeu Le k communément admis) pour éviter toute confusion avec le vecteur 
onde 
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l'origine des & est choisie dans l’un des maximums de la fonction 
a (8). 
En inversant la formule (39,15) par introduction de la fonction de 
Jacobi elliptique, on obtient 


Nr 
a=adn(/ LE s). (39,18) 


Cette fonction est périodique et sa période (la longueur d’onde) sui- 
vant la coordonnée x est égale à 


LA v'Êr(+ Le s)=-1Y À K(s), (39,19) 


où X (s) est l'intégrale elliptique totale de première espèce. La valeur 
moyenne sur une période de la fonction (39,18) est égale à 


à 
a=+ \ a(Ë) dé=a, Es (39,20) 
0 


où E (s) est l'intégrale elliptique totale de deuxième espèce. 1l est 
naturel de considérer une onde périodique dans laquelle la valeur 
moyenne de la grandeur oscillante est nulle. On peut y arriver toujours 
à l’aide de la transformation (39,8) en retranchant la quantité (39,20) 
de la fonction (39,18). Alors la vitesse de propagation de l'onde est 
égale à 
ne ñ Gy+ Ge E (s) 2a « 
u= ut [te a PE |. (39,21) 

À de faibles valeurs de l’amplitude des oscillations a, — a, cor- 
respondent les valeurs du paramètre s € 1. En utilisant l'expression 
approchée 

dn(z, s)= 1— + À cos 22, s< 1, 

on constate que la solution (39,18) se transforme dans ce cas, comme 
il se doit, en onde harmonique 


a a Gy—- le a 
a= es + 6 cos kr, k=V + 


La vitesse (39,21) devient alors égale à u = u9 — @/3 = u9 — Pk? 
conformément à (39,1). 

Au cas limite inverse des grandes amplitudes correspondent (dans 
le modèle des ondes considéré) les valeurs de a; — 0 avec le para- 
mètre s—> 1. Ayant en vue la formule limite 


K()æ+m Se, s—1, 


—$* 
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on constate qu’à cette limite la longueur d'onde croît suivant la loi 
logarithmique 


125 ,. 16a 
1=}/ LE nn. (39,22) 


En d'autres termes, les ventres d'onde successifs s’éloignent à de 
grandes distances l’un de l’autre. Le profil de l’onde près de chacun 
d’eux s'obtient à partir de (39,18) à l’aide de l'expression limite de 
la fonction dn z pour s — 1, valable pour des valeurs finies de z: 
dn z — 1/ch z. Finalement on revient à la formule (39,13). Ainsi, à 
la limite de s — 1, l'onde périodique se sépare en un ensemble de 
solitons qui se succèdent. 

Jusqu'ici nous avons supposé que f > 0. Le cas où la constante 
B < 0 n’exige pas une étude particulière : le changement de signe de 
B dans l'équation (39,4) est équivalent aux substitutions E — —E, 
a— —a. Puisque ces substitutions changent l'argument E — w,t 
dans (39,5) en —E — wt, la vitesse de propagation de l'onde sera 
maintenant u = Ug — Lo. Ainsi, les résultats obtenus plus haut 
sont valables pour le soliton à cette exception près que la fonction 
a (£) devient négative et sa vitesse de propagation u < us. 

L'équation de Korteweg-de Vries possède certaines propriétés 
spécifiques qui permettent d'établir toute une série de théorèmes gé- 
néraux. Ils sont basés sur un lien formel qui existe entre l'équation 
de Korteweg-de Vries et le problème des valeurs propres d’une équa- 
tion du type de l'équation de Schrôdinger (C. S. Gardner, J. M. Gree- 
ne, M. D. Kruskal, R. M. Miura, 1967). 

Considérons une équation 


. HT (, B+e]t=0 (39,23) 


et admettons de nouveau, pour fixer les idées, que f > 0. L’équation 
(39,23) est de la même forme que l'équation de Schrôdinger dans 
laquelle la fonction —a ({, £) joue le rôle de l'énergie potentielle 
dépendant de { en tant que paramètre. Supposons que la fonction 
a (t, £) est positive dans une certaine région de E et tend vers zéro 
lorsque Ë — oo. Dans ce cas l'équation (39,23) possédera des va- 
leurs propres correspondant au « mouvement fini dans le puits de 
potentiel —a (t, E) »; comme la fonction a dépend de #, ces valeurs 
propres dépendent en général elles aussi de t. 

Montrons que les valeurs propres de £ seront indépendantes de t 
si la fonction a (t, Ë) vérifie l'équation de Korteweg-de Vries (39,4). 

En exprimant a à partir de (39,23) sous la forme 


a = —6$ (£+e) 
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et en la portant dans (39,4). on obtient après un calcul direct 


+ =(+4A—ÿ4'), (39,24) 


A DEP (GANT) 5 (69,25) 


une chose importante est que le second membre de (39,24) se trouve 
exprimé sous forme de dérivée par rapport à £ de l'expression qui 
s’annule lorsque E — +co (rappelons que les fonctions propres du 
spectre discret de l'équation (39,23) disparaissent à l'infini). Par 
conséquent, l'intégration de l'égalité (39,24) sur toutes les valeurs de 
£ de —o à o donne 

de ; ; 

ra \ y? dŒ =0 


—œo 


et, l'intégrale de normalisation de la fonction ÿ qui y figure étant 
finie. il en résulte que de/dt = 0. 

Montrons maintenant que l'équation (39,23) ne possède en tout 
et pour tout qu'une seule valeur propre dans le cas d’un « poten- 
tiel » stationnaire a (E) de la forme (39,13) correspondant à un soliton 
unique. Avec ce « potentiel » l'équation (39,23) prend la forme 


V+(r+e)v=0, (39,26) 


Us = &/68; à = (a/12B)/2. (39,27) 


Les valeurs propres discrètes de l'équation (39,26) sont données 
par la formule 


en=—at(s—n}, s=+(-1+)/1+ #0), n2=0,1,2, ..., 


(] 
a 


et il doit y avoir n <s (voir III, $ 23, problème 4). Avec les va- 
leurs des paramètres données par (39,27) s = 1, de sorte qu'il n’exis- 
te qu’une seule valeur propre 


e = —a,/12f. (39,28) 


Si le « potentiel » a (t, £) est un ensemble des solitons se trou- 
vant à de grandes distances l'un de l’autre (de sorte que l’« interac- 
tion » entre eux est nulle), le spectre de valeurs propres de l’équa- 
tion (39,23) sera constitué par des « niveaux » (39,28) dans chacun 
des puits de potentiel et chacun d'eux se détermine par l'amplitude 
a, du soliton correspondant. 
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Comme la vitesse de propagation d’un soliton augmente avec 
son amplitude, il est clair qu'un soliton de plus grande amplitude 
finira finalement par rattraper un soliton de plus petite amplitude. 
L'ensemble initial quelconque des solitons éloignés l’un de l’autre 
se transformera finalement, à la suite de processus de « collisions » 
mutuelles, en un ensemble de solitons disposés dans l’ordre de croissan- 
ce de leurs amplitudes (rappelons que toutes les perturbations décrites 
par l'équation de Korteweg-de Vries se propagent dans un seul 
sens !). Les résultats obtenus plus haut permettent de tirer tout de 
suite une conclusion intéressante : les ensembles initial et final des 
solitons sont identiques en ce qui concerne le nombre total et les 
amplitudes des solitons, ils ne diffèrent que par l’ordre d’emplace- 
ment des solitons. Cela résulte directement de ce que chacun des 
solitons isolés correspond à l’une des valeurs propres de € et ces 
valeurs ne dépendent pas du temps. 

D'une façon générale, toute perturbation initiale positive (a > 
> 0), occupant une région finie de l'espace, se sépare finalement au 
cours de son évolution suivant l’équation de Korteweg-de Vries en 
un ensemble de solitons isolés dont les amplitudes ne dépendent 
plus du temps. On peut en principe trouver ces amplitudes et le 
nombre de solitons en déterminant le spectre de valeurs propres 
discrètes de l'équation (39,23) avec la répartition initiale a (0, £) 
comme « potentiel ». Si la perturbation initiale contient aussi des 
régions de a << 0, il apparaît au cours de son évolution encore un 
paquet d'ondes qui s'étend progressivement sans se séparer en soli- 
tons. 

Pour éviter tout malentendu, il convient pourtant de préciser 
ce qu'on entend par perturbation initiale dans l’équation de Korte- 
weg-de Vries. Une perturbation réelle créée dans un milieu à un 
certain instant se sépare, au cours de son évolution (décrite par une 
équation d’onde complète du deuxième ordre en temps), générale- 
ment en deux perturbations se propageant dans les deux sens de 
l'axe des x. Par perturbation « initiale » pour l’équation de Korte- 
weg-de Vries il faut entendre l’une de ces deux perturbations tout 
de suite après la séparation. 


Problème 


Déterminer les coefficients & et B figurant dns l'équation (39,2) pour les 
ondes pseudo-sonores dans un plasma de 7;  T, 

Solution. Le coefficient de dispersion f s'obtient à à partir de (33,4) 
par développement suivant la petite quantité ka, : 


B = œuy 
Gr./M}2. ‘ 


où u 
$uant au Coubticient de non-linéarité &, on peut pour le déterminer négliger 
totalement la dispersion, c'est-à-dire considérer le cas limite où # —+ 0, A cette 
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limite on peut considérer toujours que le plasma est quasi neutre et donc le 
décrire par les équations hydrodynamiques pour un gaz parfait isotherme (38,3), 
(38,7). En posant N,; = N, + ôN, écrivons ces équations à des termes du deu- 
xième ordre en petites quantités ôN et v près. Quant aux termes du deuxième 
ordre, on peut y poser v = uçôÔN/N,, comme cela a lieu à l'approximation li- 
néaire pour une onde se propageant dans le sens des z positifs (u4 étant la vi- 
tesse de propagation des ondes à l'approximation linéaire). Alors %es équations 
prennent la forme 


9ôN d 9 net QU 9 SX 
DE + No ETS == SZ. (v ôY) = Er ôN 0x 0 
dv u® OÔN _ uÿ 0 ÔN dv 
M UM de ds Oops Vas À 


En dérivant la première équation par rapport à ?, la seconde par rapport à x 
et en faisant disparaître d?v/dt dr, on trouve 


(5-0) (+0) SN = — $ (ox 2) : 


Remplaçons avec la même précision per —u0/0zx la dérivée d/ôt figurant au se- 
cond membre de l'équation et dans la différence d/0t — u,0/0x à son premier 
membre. Enfin, en biffant 9/0r dans les deux membres et en comparant l’équa- 
tion ainsi obtenue à l'équation (39,2), on constate que dans l'équation pour 6.V 


a —= UN or 


$ 40. Permittivité d’un plasma dégénéré 
sans collisions 


En calculant aux $$ 29 et 31 la permittivité d’un plasma sans 
collisions, nous avons négligé totalement tous les effets quantiques. 
Les résultats ainsi obtenus sont limités par la condition d'absence 
de dégénérescence tout d’abord en ce qui concerne la température; 
pour les électrons cette condition est 


Ter RNE/m, (40,1) 


où &F = pr/2m et p# est l'impulsion limite de la distribution de 
Fermi à T = 0, liée à la densité de nombre des électrons par l’éga- 
lité pr/3n°hs = N.. 

En outre, la possibilité elle-même d'appliquer l’équation de 
Boltzmann classique au plasma placé dans un champ extérieur est 
liée à des conditions déterminées imposées au vecteur d'onde k et à 
la fréquence w du champ. Les distances caractéristiques de variation 
du champ (-1/k) doivent être grandes devant la longueur d'onde de 
De Broglie associée aux électrons (%/p) tandis que l'incertitude sur 
l'impulsion (—kk) liée à cette inhomogénéité doit être petite par 
rapport à la largeur (—T/v) de la région floue de la répartition ther- 
mique des électrons. Pour un plasma non dégénéré p = Tlv = 
= (mT)"®, si bien que ces deux conditions coïncident. Pour un 
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plasma _dégénéré P Pr Ü Ur = prlm, mais comme T € er, 
on a 7/v < p. Ainsi, il suffit d'exiger dans les deux cas que 


kku € T. (40,2) 
Enfin, la fréquence doit satisfaire à la condition 
ho < Er, (40,3) 


c'est-à-dire que le quantum d'énergie du champ doit être petit com- 
parativement à l'énergie moyenne de l’électron (le plus souvent cette 
condition ne joue d'ailleurs aucun rôle). 

Nous passons maintenant à l'étude des propriétés diélectriques 
du plasma en renonçant à la réalisation des conditions (40,1) à 
(40,3) pour son constituant électronique ; pour ce qui est du consti- 
tuant ionique, il peut rester non dégénéré. Nous calculerons la partie 
électronique de la permittivité. Nous supposerons toujours satisfaite 
. condition permettant de négliger l'interaction des particules du 
plasma 


ENS <E: (40,4) 


pour £ er cette condition devient N° > me’/h° ou e*/fivr & 1 
(cf. V. $ 80, IX, $ 85). 

L'abandon de la condition (40,2) exige d'utiliser dès le début une 
équation de la mécanique quantique pour la matrice de densité. 
L'interaction entre les électrons étant négligée, on peut écrire une 
équation fermée tout de suite pour une matrice de densité à une 
seule particule p5,0, (£: F1» F2) (01, 6 étant les indices de spin). Nous 
supposerons que la répartition des électrons est indépendante du 
spin; en d’autres termes, la dépendance de la matrice de densité 
envers les indices de spin est séparée sous la forme du facteur 65,9, 
que nous omettrons. La matrice de densité indépendante du spin 
p (t. r,,r.) vérifie l'équation 


ih = (1 — HD 0. (40,5) 


où 41 est l'hamiltonien de l’électron dans un champ extérieur et les 
indices 1 ou 2 indiquent les variables (r, ou r,) sur lesquelles l'opé- 
rateur agit (voir III, $ 14). Cette équation remplace le théorème de 
Liouville classique (df/dt — 0) pour une fonction de répartition 
classique à une particule. 

Calculons (comme au $ 29) la permittivité longitudinale. Consi- 
dérons par conséquent un champ électrique de potentiel scalaire 
 (£. r), de sorte que l’hamiltonien de l’électron a pour expression 

À pr ep(t, r). (40,6) 


2m 
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En supposant un champ faible, posons 


P = Por — re) + Ôp (£, ri, re), (40,7) 


où ps est la matrice de densité de l’état non perturbé, stationnaire 
et homogène (mais non nécessairement d'équilibre) du gaz; étant 
donné son homogénéité, p, dépend uniquement de la différence R = 
= Fr, —r,. La matrice de densité P, (R) est liée à la fonction de ré- 
partition (non perturbée) des électrons suivant les impulsions 
ñr, (p) par la formule 


no(P)= Se | Po(R) e-1PR/ dr, (40,8) 


où.f”, est le nombre total d'électrons (voir IX, (7,20)). Ici. n (p) 
est définie comme des nombres d'occupation des états quantiques des 
électrons caractérisés par des valeurs déterminées de l'impulsion 
et de la projection du spin. Le nombre d'états par élément d'espace 
des impulsions dÿp ayant deux valeurs de la projection du spin est 
égal à 2dp/(2nk). Aussi n (p) est-elle liée à la fonction de réparti- 
tion / (p) utilisée précédemment par la formule 
2n 
f(p)= (40,9) 
En portant (40,7) dans (40,8) et en rejetant des termes du deuxiè- 
me ordre de petitesse, on obtient une équation linéaire pour la pe- 
tite correction à la matrice de densité: 


+ 0 h2 
Lin + (ia ]ép(e re r)= 
= —elq(t, r;)—œ(t, re)lpo(ri—rs). (40,10) 
Soit !) 
pt. r)= poreitkt-ut), (40,11) 


Alors on peut séparer la dépendance de la solution de l'équation 
(40,10) vis-à-vis de la somme r, + r, (et du temps) en posant 


6p = exp ps — it ] gux (nr). (40,12) 
En portant cette expression dans (40,10), on obtient une équation 
pour gx (R): 

, ht k\2 .k\2 : 
Dore (v+is) (9-15) Jeux (M = 

= — Epor (eiKR/2 — e-ikR/2) p, (R). 

1) L'hamiltonien (40,6) doit être hermitien et par là même la fonction g qui y 

figure (et donc dans l'équation (40,10)) doit être réelle. Mais dès que l'équation 


(40,10) est écrite, on peut, étant donné sa linéarité, la résoudre séparément pour 
chacune des composantes monochromatiques complexes du champ. 
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Maintenant on peut passer dans cette équation à la décomposition 
de Fourier suivant KR. En multipliant ses deux membres par 
exp (—ipR/h) et en intégrant sur d°r, on a (compte tenu de (40,8)) 


[io —e (p+ + }+e (p — 5) ] gux (p)= 


= [np n(r+ )] 


(où € (p) = p*/2m) ou encore 


EPuok Rik/2) — — hik/2) 
Ex (p)= ne MP AND RE (40,13) 


La valeur de la matrice de densité pour r, = r, = r détermine 
la densité de nombre de particules dans le système: V —2.f"p (t,r,r) 
(voir IX, (7,19)). Aussi la variation de la densité des électrons sous 
l'effet du champ s'exprime-t-elle par 


ôNe=2$.80(!t, r, r)=2/$éeikr-ongx (R=0), 
ou, en exprimant gok (R = 0) moyennant les composantes de Fou- 
rier, 
2 d& 
Ne 2 eiue-00 À gux (p) re (40,14) 


Quant à la variation correspondante de la densité de charges, elle 
est égale à —eônN.. 

La permittivité se calcule maintenant comme au $ 29: en partant 
de la relation entre la densité de charge et le vecteur polarisation 


diélectrique (—eôNV, — —div P — —;kP), on peut écrire 
x 3; 1 __pe &—i 
EN = i ET Ek = ke que. 


Ainsi, on trouve la formule suivante pour la partie électronique de la 
permittivité longitudinale du plasma avec la fonction de répartition 
des électrons n (p) (dont l'indice 0 est maintenant omis): 


âne? [HAN RUE SUR (40,15) 


a (w, k)}—1= —-7 kv—o— {0 EEE 


(Y. L. Klimontovitch, V. P. Siline, 1952); comme d'habitude, le 
contournement du pôle dans l'intégrale se détermine par la règle.de 
Landau. 

Dans le cas quasi classique, lorsque les conditions (40,2) et (40,3) 
sont satisfaites, la fonction n (p + *k/2) peut être développée en 
puissances de k. Alors il vient 

n 
n(p4+48)-n (pan 


2 
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et la formule (40,15) se ramène (compte tenu de la relation (40,9)) 
à l’ancienne formule (29,9). Soulignons pourtant que la répartition 
n (p) dans cette formule peut se rapporter à un plasma dégénéré. 

Appliquons la formule (40,15) à un plasma totalement dégénéré 
à T = 0 lorsque n (p) — 1 pour p << p# et n (p) = 0 pour p > pr. 
En effectuant dans deux termes de (40,15) un changement de variable 
d'intégration p + #k/2 + p, on obtient 

&ne? 1 1 2d3p 
a—1= hk2 \ 5 7 o_—kv+i0 } (27%): ? 
P<Pp 

où 64 = © + fik°/2m. Une intégration élémentaire, bien qu'assez 
fastidieuse, donne le résultat suivant: 


30° nie 
ao, 17e (1 — 8 (0) +8 (0_)}, (40,16) 
__ m(@?— ki?) © Avr 
= MR 
où le logarithme doit être sous-entendu comme In | u | — ix si son 


argument u << 0; la « fréquence de plasma » Q, est définie comme 
précédemment par Q, — (4nWV,e*/m)1/?. 

A la limite quasi classique pour kk € pr, how << er!), la for- 
mule (40,16) conduit à une expression simple ne contenant pas de À: 


u—t=ne [1 — 5 mete |+ 
0 pour |[o| > Avr, 
+ i3nQw/2(kv-)° pour [w| <kvr. 
C'est le cas statique qui présente un intérêt particulier. Pour 


w = 0 l'expression (40,16) en tant que fonction de k a une singu- 


larité en un point où #k coïncide avec le diamètre de la sphère de 
Fermi: 


(40,17) 


Rk = 2pp: (40,18) 


en ce point l’argument de l’un des logarithmes s'annule. Au voisinage 
de ce point 


e (0, D—1= [1-60]. (40,19) 


2nher 


E=(Rk—2pr)/2pr, El 1. 


1) A T = O0 ces conditions sont suffisantes. Le fait est que la valeur limite 
de ey, correspondant à #kv-/er — 0 et T — 0, ne dépend pas de l'ordre dans le- 


quel est effectué le passage à la limite. C'est pourquoi la relation entre fkvk 
et T est sans importance. 
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Montrons que l'existence de cette singularité (dite de Kohn) conduit 
à un changement du caractère de la mise sous écran du champ des 
charges dans le plasma qui devient non exponentiel !). 

Ecrivons l'expression (40,19) sous la forme 


e (0, À) = — QE 1n — (40,20) 


Er ; 
où « = e*/2nhv, et la constante B peut comprendre aussi une con- 
tribution sans singularité apportée par la composante ionique non 
dégénérée du plasma. 

La composante de Fourier du champ engendré par une petite 
charge ponctuelle e, au repos dans le plasma s'exprime au moyen 
de permittivité par la formule 


x = ir (40,21) 
(voir problème 1 du $ 31). Quant au potentiel  (r) en tant que 
fonction de la distance à la charge e,, il a pour expression 


ak 1 C ; 9e 
œ = quete re arr JM queil"k dk. (40.22) 


Lorsque # — 0, la fonction ç (4) tend vers une limite constante et 
n'a pas de singularité. Aussi le comportement asymptotique de l’in- 
tégrale dans (40,22) pour r —+ © se détermine-t-il par la singula- 
Le de cette fonction pour #k — 2p,. Au voisinage de cette singu- 
arité 


Rs [t+ Em]. 


La contribution de cette .. à la valeur asymptotique de l’inté- 
grale est 


o(r) = _— Im(e* PJ), J = \ Eine 6 "F7" dE; 
étant donnée la convergence rapide (voir plus loin), l'intégration 
sur Ë peut être étendue de — à oo. 

Pour pouvoir calculer l'intégrale J, divisons-la en deux parties: 
de — à 0 et de 0 à œ, et dans chacune de ces parties faisons tour- 
ner le chemin d'intégration dans le plan de la variable complexe Ë 
jusqu’à l’amener en coïncidence avec le demi-axe imaginaire supé- 


1) Les conséquences physiques de la singularité qui apparaît sous la condi- 
tion (40,18) ont été indiquées par W. Kohn (1959). 
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rieur. En posant ensuite E — iy, on obtient 


= À o-2Pprulh 1, ] 
J=\c F [in = In mi y dy. 
0 
La différence entre crochets se ramène à ix, si bien que 
J — in (k/2pkr)°. Finalement on trouve 


each? cos (2ppr/h) 
2B°P$ a j 

Ainsi, à une grande distance de la charge le potentiel du champ 
mis sous écran oscille avec une amplitude qui décroît suivant une 
loi puissance. Ce résultat obtenu pour un plasma dégénéré à T = 0 
reste valable pour des températures basses mais finies à des distances 
r € hvFIT. 


(40,23) 


pt) 


Problème 


Déterminer le spectre d'oscillations électroniques d’un plasma dégénéré à 
T = 0 dans le domaine quasi classique de valeurs de k. 

Solution. La fonction « (k) est donnée par l'équation ey (w, k) — 0 avec 
e, définie par (40,17). Pour les faibles valeurs de k (kvr € Q,) il se trouve que 
kvklO < 1; en effet, en développant 
e; (&. k) en puissances de ce rapport, w 
on obtient Î 


3 kvp 2 
u=0e[1+ 5 | a ] «) 
A. À. Vlassov, 1938) !). Cette partie 
u spectre correspond généralement 
aux oscillations ordinaires du plas- 
ma (ci. (32,5)). 

Pour de grandes valeurs de 
k(kvr > Q,, mais comme précédem- 
ment Àk< pp), il apparaît que 
w & kup. En résolvant l'équation 
e, = O0 par approximations successi- 
ves, on obtient 


2kv? 
= kvp [1+2 exp (——?)] (2) 


(7. I. Goldmann, 1947). Cette partie du spectre est analogue au son de zéro dans 
le gaz de Fermi non chargé (cf. IX, (4,16)). 

L'allure du spectre est montrée schématiquement par la figure 12. Notons 
que partout @/k > v# et puisque pour T = Oil n'y a pas de particules de vites- 
ses v > vr, l'amortissement de Landau est rigoureusement nul. 


*) Notons que la condition que la fréquence Q, soit quasi classique dans le 
pense AonnneRe (iQ, & er) coïncide avec la condition d’idéalité du plas- 
ma (40,4). 


CHAPITRE IV 


COLLISIONS DANS LE PLASMA 


$ 41. Intégrale des collisions de Landau 


L'étude des propriétés du plasma en tenant compte des colli- 
sions entre les particules doit être commencée par l'établissement de 
l'équation cinétique pour la fonction de répartition des électrons et 
des ions. | 
d'interaction coulombienne entre les particules chargées est lente. 
Dans ces conditions, l'application littérale de l'intégrale des colli- 
sions de Boltzmann conduit à l’apparition des divergences dans les 
intégrales aux grandes distances entre les particules entrant en colli- 
sion. Cela signifie qu’un rôle important est joué précisément par des 
collisions lointaines. Mais à de grandes distances les particules ne 
sont déviées qu'avec une faible variation de leurs impulsions. Ceci 
permet de donner à l'intégrale des collisions une forme analogue à 
celle qu’elle a dans l'équation de Fokker-Planck. Pourtant, à la 
différence de cette dernière, l'intégrale des collisions n’est pas main- 
tenant linéaire en fonctions de répartition cherchées. Mais la peti- 
tesse relative des variations de l'impulsion lors des collisions signi- 
fie en tout cas que le processus décrit par l’intégrale des collisions 
peut être considéré comme une diffusion dans l’espace des impul- 
sions. Ceci étant, l'intégrale des collisions peut être mise sous la 
forme 


_ __A;i LS COM 
Stf—=—div,s= — ne à 
où s est la densité de flux de particules dans l’espace des impulsions; 
le problème consiste à exprimer ce flux au moyen des fonctions de 
répartition. 
Ecrivons l'expression 


wf (p) f’ (p°) &g &p' 


pour le nombre de collisions avec des particules d’impulsions p’ 
comprises dans l'intervalle dp', subies (en 1 s) par une particule 
d’impulsion p de telle sorte que p et p’ deviennent respectivement 
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p+qetp — gq; ici, on a déjà tenu compte de la conservation de 
l'impulsion lors des collisions. Pour simplifier les notations nous 
omettons les arguments t, r dans les fonctions de répartition. Les 
particules p et p’ peuvent appartenir à une même espèce ou à des 
espèces différentes de particules dans le plasma (électrons, ions). 
La fonction w sera supposée exprimée moyennant les demi-sommes 
des impulsions de chacune des particules avant et après la collision 
et l'impulsion transférée q: 


w(p++, pa); 


elle dépend aussi, bien entendu, de la nature des particules intera- 
gissantes. En vertu du théorème de l'équilibre en détail (2,8) la 
fonction w est symétrique par rapport à la permutation des particules 
initiales et finales: 


w(p++, pk; a)=e(p++, pe; —a). (411) 


La fonction w fait intervenir un facteur contenant la fonction 6, 
qui exprime la conservation de l'énergie lors des collisions (la con- 
servation de l’impulsion a déjà été prise en compte). 

Considérons une surface unité disposée en un certain point p de 
l'espace des impulsions (des particules d'espèce donnée) et perpen- 
diculaire à l’axe p,. Par définition, la composante s, de la densité 
de flux est l'excès du nombre de particules (d'espèce donnée) tra- 
versant cette surface par unité de temps de gauche à droite sur le 
nombre de particules traversant cette surface de droite à gauche. 
Le déplacement dans l’espace des impulsions est le résultat des col- 
lisions. Si lors de la collision la composante & de l’impulsion ga 
(Ga > 0) est transférée à la particule, de telles collisions auront pour 
résultat que la surface unité sera traversée de gauche à droite par 
les particules qui avaient cette composante dans les limites entre 
Pa — Ge et Pa avant la collision. Par conséquent, le nombre total des 
particules traversant la surface unité de gauche à droite est égal à 


Pa 


D ( far À w(p++. p—%4; a) f(p)f' (pare. 


La sommation est étendue à toutes les espèces de particules aux- 
quelles se rapportent des grandeurs accentuées (y compris, certes, 
sur l’espèce donnée à laquelle se rapportent des grandeurs non accen- 
tuées). D’une manière analogue, le nombre des particules qui tra- 
versent la même surface de droite à gauche peut s’écrire sous la 


14—01298 
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forme 
: 
ZT ef &p [ w(p++, p—+; —a)fx 
An >0 Pa” T@ 


X (p+9q) f'(p°—q) dpa. 


En vertu de (41,1) les fonctions w sont identiques dans les deux 
intégrales. Aussi la différence de ces intégrales contient la diffé- 
rence 


{(b)f (bp) —f(p + q)f (p° — q) 


dans l'expression sous le signe d'intégration. 

Profitons maintenant de ce que le transfert de l’impulsion q est 
petit (ou plus exactement de ce que les valeurs de q, essentielles 
dans les intégrales, sont petites par rapport à p et p’). En dévelop- 
pant la différence écrite ci-dessus en puissances de q, on obtient à 
des termes du premier ordre près 


RO OT SE 


Après cela on peut déjà effectuer, avec la même précision, le rempla- 
cement dans les expressions à intégrer 


w(p++, p—+; q) æw(p, p'; q)- 


Quant à l'intégration sur dp, qui s'effectue dans un petit intervalle 
entre Pa — Ga et Pa, elle peut être remplacée simplement par la 
multiplication de la valeur de cet intervalle par g,. Finalement on 
obtient 


sa) | dal w(p p'i a) [/(p) ER nu 
es >0 


tea (41.2) 
En vertu de (41,1), w (p, p’; q) est une fonction paire de q, de 
sorte que toute l’expression sous le signe d'intégration de (41,2) est 
elle aussi paire. Cela permet de remplacer l'intégrale sur le demi- 
espace a >> 0 par la moitié de l'intégrale sur tout l’espace des q 
En récrivant l'expression (41,2), nous y introduirons au lieu de 
la fonction # la section efficace de collisions suivant 


wdSq = | v — v'| do. 


Comme il a déjà été expliqué à l'occasion de l'écriture de l'intégrale 
des collisions sous la forme (3,9), on peut considérer après cela que 
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le nombre d'’intégrations indépendantes est déjà diminué si l'on 
prend en considération la loi de conservation de l'énergie. Ainsi, 
dans l’espace des impulsions la densité de flux d’impulsion pour 
des particules de chaque espèce prend la forme 


af” (p” vpn Ôf , 
Sa= » \ [1 (P) ape — (p)-PE | B,n &p', (41,3) 


où 
[| , 
Bas = > \ Gag8 IV — v'| do. (41,4) 


Il reste à calculer les grandeurs B,4 pour les collisions des particules 
qui interagissent suivant la loi de Coulomb. 

Dans le cas de la déviation d’un petit angle, la variation q de 
l'impulsion des particules entrant en collision est perpendiculaire 
à leur vitesse relative v — v’. Par conséquent, le tenseur B44 est 
lui aussi perpendiculaire au vecteur v — v': 


Bas (05 — v$) = 0. (41,5) 


Notons tout de suite que par là même on assure automatiquement 
l'annulation des flux (41,3) pour une répartition d’équilibre de tou- 
tes les particules. Si les répartitions f et f” sont maxwelliennes (à 
une même température T7), l’expression sous le signe d’intégration 


» 


dans (41,3) devient égale à 
JE (0 09) Bay = 0. 


Le vecteur v — v’ est en même temps le seul vecteur dont peut 
dépendre le tenseur B,$. Un tel tenseur, transversal par rapport à 
v — v', doit être de la forme 


{ (a —v,) (v8—v8) 
Bas = B|ôes — 7 | ï 


où le scalaire 


B= Be = \ gd Iv—v'| do. 


Soit 7 l’angle de déviation de la vitesse relative (angle de dé- 
viation dans le référentiel du centre d'inertie de deux particules). 
Pour de faibles valeurs de cet angle l'impulsion varie de g& 
æplv—v'|%X,où u est la masse réduite des particules. Il vient 
donc 


1 a 
B=<p|v—v'| \ Ldo=u?|v—v'[o, 
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= | (1— cos X) do & + \ 22 do (41,4a) 


est la section efficace de transport. La section efficace différentielle 
de diffusion aux petits angles dans un champ coulombien est donnée 
par la formule de Rutherford 


2 __4(ee*)? do L _8n(ee") dd 

JR Re À À (58) 
(e. e’ étant les charges des particules qui s’entrechoquent). On en 
tire pour la section efficace de transport 


pis Eee 7. ji \ 2. (41,7) 


ue (v—v'} 
Pour les grandeurs B,4 on a donc 


A (ee')2 (La — Va) (0h — v) 

Bus RE L[er- EE]. (418) 
L'intégrale L diverge logarithmiquement. La divergence à la 
limite inférieure est liée à une cause physique : la décroissance lente 
des forces coulombiennes, conduisant à une forte probabilité de 
diffusion aux petits angles. Or, en réalité, dans un plasma électri- 
quement neutre le champ coulombien d’une particule est mis sous 
écran par d’autres charges à des distances suffisamment grandes; 
désignons par um l'ordre de grandeur des angles minimaux pour 
lesquels la diffusion peut encore être considérée comme coulom- 
bienne. Quant à la divergence à la limite supérieure, elle est liée 
tout simplement à ce que toutes les formules ont été écrites dans 
l'hypothèse que les angles sont petits et elles cessent d’être valables 
pour x — 1. En tenant compte aussi de la faible sensibilité du lo- 
garithme du grand argument par rapport aux petites variations de cet 
argument, on peut choisir les limites d'intégration d’après les éva- 

luations de leurs ordres de grandeur, c’est-à-dire décrire 


L = In (L/Xmin)- (41,9) 


Cette grandeur est appelée logarithme coulombien. Soulignons tout 
de suite qu'un tel procédé de sa définition limite toute l'étude à 
une précision dite logarithmique : on néglige des quantités qui sont 
petites non seulement par rapport à la grande quantité 1/%;in, 
mais aussi par rapport à son logarithme. 

L'évaluation réelle de x, varie suivant que la description de 
la diffusion des particules est classique ou quantique (quant à l'ex- 
pression (41,8) elle-même, elle est valable dans les deux cas parce 
que la diffusion purement coulombienne est décrite par la formule 
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de Rutherford aussi bien en mécanique classique qu'en mécanique 
quantique !)). 

La mise sous écran du champ coulombien d’une particule dans 
le plasma se produit à des distances de l'ordre de la longueur de 
Debye a. Dans le cas classique 445 est défini comme angle de diffu- 
sion lorsque la particule passe à une distance égale au paramètre 
d'impact a. La variation correspondante de l'impulsion: qg — 
= | ee’ [/ava (le produit de la force — | ee’ |/a° par le temps de par- 
cours æa/v,a) ©). En la divisant par l'impulsion =uv,, on obtient 
Xnmin lee lapriu. La condition de diffusion classique est donnée 
par l'inégalité | ee’ [/fiva 1 (voir III, $ 127). Ainsi, on a 
ape jee” | 


pour —— Ÿ 1. (41,10) 


ôrel 


L=In 


Dans le cas limite inverse, lorsque [ee’|/hv,., < 1, la diffusion 
doit être considérée quantiquement à l’approximation de Born. La 
section efficace de diffusion s'exprime dans ce cas moyennant la 
composante de Fourier du potentiel diffusant de vecteur d'onde q/À. 
La contribution apportée à cette composante par le « nuage » de 
charges formant écran (de dimensions <a) devient petite pour 
qa/h > 1; c’est ce qui est dans le cas considéré la condition de dif- 
fusion purement coulombienne. Aussi l'angle {nn se détermine-t-il 
par la condition 

Jmina/h + Dokmint À — 1. 
Ainsi on a dans ce cas 


L=In et pour Il 1. (41,11) 
d ivre 

Pour] | — hv,a, les deux expressions (41,10) et (41,11) se con- 
fondent naturellement. 

Soulignons que la petitesse de l'angle {ni Sous-entendue tout le 
long de l'exposé est assurée automatiquement par la condition 
d'état raréfié du plasma (27,1) et la condition de non-dégénérescence 
(27,4). C’est ainsi que dans le cas classique on a en vertu de (27,1) 


: 2 2N13 \ 3/2 
Lin © ge ( ] & 1. 


(Dans les évaluations nous ne distinguons pas e de e’.) 


1) Dans le cas quantique de la diffusion de particules de même nature (élec- 
trons) on doit tenir compte de l'effet d'échange. Cet effet ne change pourtant 
pas la forme limite de la section efficace de diffusion aux petits angles (41,6). 


2) Ici et partout plus loin à des endroits analogues, ei est la valeur moyen- 
ne de la vitesse relative | v — v’ | de deux particules. Si les particules sont de 


même nature, re] coïncide avec la valeur moyenne r. Si les particules sont de 
natures différentes, v.e1 est égale à la plus grande des & et v’. 
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Tandis que dans le cas de Born 


h eN1S \1/2 [ RENTS 
Xinin ( ) ( 


1/2 
a(mT} T mT ] «1 


en vertu de (27,1) et (27,4). 
Ecrivons maintenant l'expression définitive pour les densités de 
flux dans l'espace des impulsions en reportant (41,8) dans (41,3): 


m y LEE 
Sa — D 27 (ee) L \ ( 5 


, Ôf (v— vw")? cp — (va —v,) (vs — vp) , 
he) 5 p'. (41,12) 


Les équations cinétiques correspondantes sont les suivantes: 
ô q 1 o : 
is L+e(e+Livsi) Se —aivs (41,13) 


(e étant la charge des particules auxquelles se rapporte la fonction f, 
c'est-à-dire qu'il faut écrire —e pour les électrons et ze pour les 
ions). L'intégrale des collisions à l'approximation logarithmique pour 
un gaz à interaction coulombienne entre les particules a été établie 
par L. D. Landau (1936). 

L’applicabilité de l'intégrale des collisions de Landau est liée à 
la réalisation des conditions bien déterminées. Les longueurs carac- 
téristiques 1/4 sur lesquelles la fonction de répartition subit des 
variations notables, doivent être grandes devant le rayon a de mise 
sous écran et les intervalles de temps caractéristiques 1/w doivent 
être grands par rapport à a/v,.; pourtant à l’approximation loga- 
rithmique il suffit en fait d'exiger la réalisation de ces conditions 
sous une forme faible 


ka <1Â1, © < 4/4 (41,14) 


avec le signe << au lieu de &. 

Enfin, pour éviter tout malentendu, faisons une remarque sui- 
vante. Etant donnée la décroissance lente des forces coulombiennes, 
ce sont les distances grandes par comparaison aux distances inter- 
particulaires moyennes, qui sont essentielles lors des collisions des 
particules du plasma. Cela signifie qu’en fait chaque ion entre en 
collision non avec une seule mais avec plusieurs particules à la fois. 
Or, l'intégrale des collisions de Boltzmann (à partir de laquelle on 
déduit l’intégrale des collisions de Landau) suppose l'indépendance 
des collisions à deux corps. En réalité, il suffit pourtant que le ré- 
sultat d'une telle collision multiple d’une particule puisse être 
considéré comme la somme des résultats de ses collisions indépen- 
dantes avec chacune des autres particules séparément. Dans le cas 
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général, il n’en est pas ainsi bien entendu. Mais dans le cas des col- 
lisions à grande distance, lorsque la particule donnée ne s’écarte que 
faiblement de sa trajectoire rectiligne, son écart total est réelle- 
ment égal en première approximation à la somme des écarts indé- 
pendants dans le champ de chacune des autres particules. Après la 
prise de moyenne sur les positions des centres diffusants les carrés 
moyens des angles d'écart par chacun d’eux deviennent des quan- 
tités additives. 


Problème 


Au $ 34 il a été montré qu'après l'évanouissement des perturbations de 
densité électronique avec le vecteur d'onde k par suite de l'amortissement 
de Landau les perturbations de la fonction de répartition continuent à osciller 


suivant la loi e °K*{ (34,16). Trouver la loi d'amortissement de ces oscilla- 


tions par suite des collisions coulombiennes avec des temps t > 1/kv. 
Solution. Cherchons une fonction de répartition de la forme 


f=fo+ôf, ôf=a(t, verikttike, (1) 
où ô/ est la perturbation de la répartition d'équilibre f, ; a, une fonction lente- 


ment variable de la vitesse (ne subit une variation notable que sur des inter- 


valles =v > 1/kt). En portant (1) dans (41,12), il faut garder dans l'expression 
sous le signe d'intégration seulement le terme 


: 
— top) SAR à Et 6 (P) fo (P': 


les autres termes ne donnent qu’une faible contribution soit par suite 
de la diminution de l'intégrale grâce à la présence d'un facteur rapidement 


oscillant exp (—ikv't), soit vu l'absence de facteur kt >> 1/v. C’est pour cette 
dernière raison que lors du calcul de div, s il faut dériver seulement le facteur 


exponentiel. Finalement l'équation cinétique donne 
da 


ETS = — kakpbapt?e, 


où les coefficients b.8 sont de l’ordre de v#v (v étant la fréquence des collisions). 
On en tire 


a(e, = ()exp { — 2 kkpbant} , @) 
et donc le temps d'amortissement des oscillations 
Tamort — V1 (kr)-2/3. 


Puisque toute la théorie de l'amortissement de Landau n'a un sens que si &v > 
D Y. Tamort € 1/v. Le résultat (2) n’est valable qu’à la condition que l'expo- 
sant figurant dans (2) soit petit comparativement à l’exposant kvt dans (1); à 


cet effet il doit y avoir t & (vkv)-1/3. Au bout de ce temps les oscillations seront 
exp (—V'kv/v) fois plus faibles. 


216 COLLISIONS DANS LE PLASMA ICH. IV 


$ 42. Transfert d’énergie entre les électrons et les ions 


La grande différence entre les masses m et M des électrons et des 
ions rend difficile un échange d'énergie entre ces particules: lors- 
qu'une particule lourde et une particule légère s’entrechoquent, 
l'énergie de chacune d'elles reste presque inchangée. C’est pourquoi 
l'établissement de l'équilibre entre les électrons eux-mêmes et entre 
les ions eux-mêmes se fait beaucoup plus vite qu'entre les électrons 
et les ions. Il en résulte facilement une situation où les composantes 
électronique et ionique du plasma possèden!’ chacune sa propre répar- 
tition maxwellienne aux températures 7, et 7; différentes (7, est 
généralement plus élevée que T;). 

La différence de température entre les électrons et les ions con- 
duit à un transfert d'énergie entre les deux constituants du plasma; 
posons-nous le problème de la détermination de ce transfert (L.D. Lan- 
dau, 1936). 

Convenons de désigner temporairement les grandeurs se rappor- 
tant aux ions et aux électrons par des lettres non accentuées et ac- 
centuées respectivement. La variation d'énergie des ions (en 1 s 
dans { cm° de plasma) est donnée par l'intégrale 


dE : 
= \ e St f dip — —\ e divpS d‘p 
ou, en intégrant par parties, 
dE o) « 
R=(sSdp- \ sv d'p (42.1) 


(l'intégrale sur une surface à l'infini dans l’espace des impulsions 
s'’annule comme d'ordinaire). 

Dans les sommes (41,3), qui déterminent les flux d’électrons et 
d'ions dans l’espace des impulsions, il ne reste que des termes cor- 
respondant aux collisions électron-ion; les termes correspondant 
aux collisions électron-électron et ion-ion s’annulent pour des ré- 
partitions maxwelliennes. En introduisant dans ces termes restants 
les répartitions maxwelliennes aux températures 7° et T, on obtient 
pour le flux d'ions 


= (EE -) Be. 


Mais en vertu de (41,5) on a Bopvs — Bagvg; en effectuant cette 
substitution et en portant le flux s dans (42,1), on trouve 


JE 2 (++) \ ff'vavsBes Ep Sp’. (42,2 


La masse des électrons étant petite, leurs vitesses sont en moyen- 
ne grandes comparativement à celles des ions. Cela permet de poser 
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Va — Va & Lo dans BQp, après quoi les grandeurs B,4 cesseront de 
dépendre de v, et on peut effectuer dans (42,2) l'intégration sur d°p: 
l AC T 
\ fvavs Sp = + NUE = EN NT: 
Ainsi, 
dE NT [11 | ppp 2: 
= | }| rep (a) 
Enfin, en y portant suivant (41,8) B — 4nez°L/v' (ze étant la charge 
des ions) et en remarquant que pour une répartition maxwellienne 
on a 
rs dp' _yyr, / 2m 
\ f v° = 12 aT' ? 
on obtient 
dE _ANN'#eV2amL pr STE 
ae UT) (42,3) 
Cette même expression changée de signe donne la diminution de 
l'énergie de la composante électronique du plasma, —dE’/dt. En 
exprimant l'énergie des électrons par unité de volume en fonction 
de leur température suivant E’ — 3N'T'/2 et en reprenant la dé- 
signation des grandeurs électroniques et ioniques par des indices e 
et i, écrivons l'expression définitive suivante pour la vitesse de va- 
riation de la température électronique : 
TM 


aTe ner Te—T; PT 19 5 

dt ; NE 8N;z°eiL. (2m)? * (42,5) 
Le logarithme coulombien qui y figure a pour valeur 
In (aT,.ize? our ze°/hvre > 1, 

( el ) p Te > (42,6) 


sde In(V mTealk) pour ze’/hur. € 1. 


La grandeur t:; représente le temps de relaxation pour l'établisse- 
ment de l'équilibre électronique-ionique. 


$ 43. Libre parcours moyen des particules 
dans le plasma 


Comme nous l’avons vu au $ 41, les collisions sont caractérisées 
dans l'équation cinétique par la section efficace de transport 0, 
(41,7). Par conséquent, c’est précisément cette section efficace qui 
doit figurer dans la définition du libre parcours moyen. 

Pour les collisions électron-électron (ee) et électron-ion (ei) la 
masse réduite u — m et comme la vitesse des électrons est beaucoup 
plus grande que celle des ions, on a 


H (ve— vi) — me Te. 
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On obtient donc pour le parcours des électrons l’évaluation suivante: 
1, = TiläneiN L, (43,1) 


avec L, donnée par (42,6). Les facteurs z sont omis dans les évalua- 
tions; on suppose que z; — 1. Le temps de libre parcours des élec- 
trons T, (ou son inverse, la fréquence de collisions v,) a pour ex- 
pression 


3/2 1/2 
Ho te Tim (43,2) 
Ve UTe äneiNLe 
Notons que 

RNCS de 

de Le \ Ne 
et étant donné l’état raréfié du plasma (27,1): L, 5 a. Par voie de 
conséquence, la fréquence de collisions est petite comparativement 
à la fréquence de plasma des électrons: 


Ve E Lrelde = À. (43,3) 


D'une manière analogue, le libre parcours des ions lors des 
collisions ion-ion (ii) a pour expression 


L, = TiläneNL;, L; = In (aT;le’), (43,4) 


où L, est le logarithme coulombien avec des grandeurs ioniques au 


lieu des grandeurs électroniques. Le temps de parcours correspon- 
dant est 


TS? mue 


TT 


La grandeur +. détermine, par l'ordre de grandeur, le temps de 
relaxation pour l'établissement d'un équilibre thermique local de 
la composante électronique du plasma, et la grandeur 7;; le fait 
pour la composante ionique. Bien que les fréquences v.. et v.; des 
collisions ee et ei soient d’un même ordre de grandeur, le temps 7, 
n’est nullement le temps de relaxation pour l'établissement de l’équi- 
libre entre les électrons et les ions; il caractérise seulement la vi- 
tesse de transfert de l'impulsion des électrons aux ions et non pas la 
vitesse de l'échange d'énergie entre eux. Quant au temps de relaxa- 
tion pour l'établissement de l’équilibre électrons-ions, il se déter- 
mine par la grandeur +; définie au paragraphe précédent. La com- 
paraison de ces temps montre que 


Tee: Ti Ti — 1: (M/m)'®: (M/m). (43,6) 
Evaluons les coefficients cinétiques du plasma à l’aide du libre 
parcours moyen. 


Pour évaluer la conductivité électrique 6, utilisons une formule 
élémentaire bien connue en théorie cinétique des gaz. Les particules 
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(porteurs de courant) de charge e et de masse m, animées d'un mou- 
vement libre pendant le temps T, acquièrent sous l'effet d’un champ 
électrique Æ une vitesse « ordonnée » V = teE/m. La densité de 
courant électrique engendré par ce mouvement est ÿj — eNV. Quant 
à la conductivité (coefficient de proportionnalité entre j et E), elle 
s'exprime par 

o me Nm = eNlmvr, (43,7) 


où on doit entendre par !, m et v- des grandeurs se rapportant aux 
particules plus légères, aux électrons. En évaluant la conductivité à 
l’aide de cette formule, on a 


oO T3/2/e2mt/2L.. (43.8) 


Le coefficient de conductibilité thermique est évalué d'une ma- 
nière analogue à l’aide de la formule (7,10) établie en théorie ciné- 
tique des gaz; le rôle principal est joué par les électrons. On a x — 
= NelUrete (où ce — 1 est la chaleur spécifique électronique) d'où 


2 = TS/?jeimti2L,. (43.9) 


A l'inverse des conductibilités électrique et thermique, la vis- 
cosité du plasma est liée essentiellement au mouvement des ions 
parce que c’est précisément dans le constituant ionique du plasma 
que son impulsion est essentiellement concentrée. En outre. l'im- 
pulsion d’un ion varie peu dans les collisions avec les électrons; 
ceci étant, il suffit de considérer les seules collisions ii. Suivant (8,11) 


le coefficient de viscosité est évalué comme 1 = N;Mlivr;, d'où 
n — M'TS/2/eL;. (43,10) 


Le calcul des coefficients intervenant dans les expressions (43,8) 
à (43,10) exige que l’on résolve une équation cinétique linéarisée 
avec l'intégrale des collisions de Landau, ce qui n’est réalisable 
que par des méthodes numériques approchées. C'est ainsi par exem- 
ple que pour un plasma hydrogénique (z — 1) les coefficients figu- 
rant dans les expressions de ©, #, 1 sont égaux respectivement à 
0,6; 0.9; 0,4. 


$ 44. Plasma de Lorentz 


Pour calculer la contribution électronique aux coefficients ciné- 
tiques du plasma il faut dans le cas général tenir compte aussi bien 
des collisions ei que des collisions ee. Pourtant si la charge des ions 
est suffisamment grande, le rôle des collisions ei peut devenir pré- 
pondérant. En effet, la section efficace de collisions ee est propor- 
tionnelle à (e*)* et la fréquence de telles collisions v,. l'est encore 
à la densité d'électrons W, ; d’une manière analogue, la fréquence des 
collisions ei est proportionnelle à (ze*)* N; = etz;,N,, de sorte que 
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pour z >1, il y aura aussi v,; 5 ve. Un plasma dans lequel les 
collisions ee peuvent être négligées devant les collisions ei est appelé 
plasma de Lorentz. Bien que ce cas ne soit pas très réaliste, il pré- 
sente un intérêt tant sur le plan des méthodes que sur celui des 
applications possibles à d'autres objets !). 

Les vitesses des ions étant petites par rapport à celles des élec- 
trons, on peut les négliger en première approximation, c’est-à-dire 
considérer que les ions sont au repos et que leur répartition est 
donnée. Dans le problème du comportement du plasma dans un 
champ électrique extérieur il existe une direction privilégiée, celle 
du champ E. Si la fonction de répartition électronique diffère peu de 
la répartition d'équilibre, f — f, (p) + ôf, la petite correction 6f 
est linéaire en champ, c’est-à-dire est de la forme 6f — pEg (p). 
Dans ces conditions l'intégrale des collisions électron-ion prend la 
forme qui a été donnée au $ 11 à l’intégrale des collisions dans le 
problème de la diffusion de l’impureté d’un gaz léger dans un gaz 
lourd : 


St f — —ve; (0) 6j, (44.1) 


où on a introduit une fréquence effective de collisions dépendant de la 
vitesse 


va (w)= Nivof'?, (44,2) 


et o{°i) est la section de transport de diffusion des électrons par les 
ions. En y portant la section de transport donnée par (41,7) et en 
remplaçant zW; — N,, on obtient. 

AnceiNeL (44 3) 


Vei (v) mas 


Plus loin au cours de ce paragraphe nous écrirons tout simplement 
v (v) en omettant les indices ei. 

Calculons la permittivité du plasma lorentzien dans un champ 
électrique spatialement uniforme (de vecteur d’onde k — 0) et va- 
riable (we-ivt), La contribution ôf à la répartition d'équilibre dé- 
pendra du temps suivant la même loi, et l’équation cinétique pour 
elle sera de la forme 


— iwôf —eE … + v(v) ôf =0. (44,4) 
En remarquant aussi que 0f,/0p — —vf,/T, on en tire 
5f= —<-Ev — (44.5) 


1) Par exemple, à un gaz faiblement ionisé où au lieu des collisions ei il 
faut parler des collisions ‘entre les électrons et les atomes neutres. 
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La permittivité se détermine par la relation (29,4): —iwP — 
=) ou 


: 1" s 
—io SRE —e | vô/ dp. (44,6) 


En y reportant (44,5) et en prenant la moyenne sur les directions de 
v (suivant (vaus) = 64/3), on obtient 


- Anse? fo d'p 
e(w)=1— 7% Jin. (44,7) 
Dans le cas limite de w 5 v ‘) cette formule donne 
eu)=1— re + à SRE (02v(L)) (44,8) 


où la moyenne est prise sur la répartition maxwellienne des élec- 
trons. En calculant cette moyenne pour v . de (44,3), on obtient 


.4AV2n zeilLN. 

3 TS/Em\/? 
Rappelons pourtant que LL domaine de validité de cette formule est 
limité aussi en haut par la condition générale (41,14) d’applicabilité 
de l’approximation logarithmique dans l'intégrale des collisions: 
© < Urelde — À, c'est-à-dire que la fréquence doit être petite 
par rapport à la fréquence de plasma des électrons ©). 

La formule (44,9) a une importance particulière parce qu'elle 
est valable pour toutes (et non seulement grandes) valeurs de z. En 
effet, pour w ÿ v le rôle des collisions se réduit à de petites correc- 
tions ; cela permet de tenir compte des collisions ei et ee indépendam- 
ment les unes des autres. Mais en l'absence d'ions, un champ élec- 
trique uniforme ne conduirait qu'à un déplacement du système 
d’électrons comme un tout et les collisions dans un tel système ne 
peuvent pas donner lieu à la dissipation (qui s'exprime par la partie 
imaginaire e” de la permittivité); dans ces conditions la dissipa- 
tion n’est provoquée que par les collisions ei prises en considération 
dans (44,9). 

Dans le cas limite inverse, quand w << v, la permittivité a pour 
expression 


e (u)= Flo>v. (449) 


a 4no _ eN, cv 44, 

Ent w "9737 (vu (44,10) 
La grandeur 0 figurant dans cette expression limite est la conducti- 
vité statique du plasma (voir VIII, $ 77). Le calcul avec v (v) tirée 
de (44,3) donne pour cette conductivité 


4yV2 Ts? 
Ta? zeLmie * 


C—= (44, 1 1) 
1) Par v (sans indiquer l'argument) on sous-entend la valeur de v(v) pour 
v = vr. Dans le cas considéré v=4neaiNeLimis TER. 
?) Le calcul de &” pour © > Q. est examiné au $ 48. 
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Ce résultat pourrait bien entendu être obtenu aussi par un calcul 
direct de la densité de courant électrique 


j= —e \ vôf dp 
avec 6/ donnée par (44,5) (pour © = 0). 

Calculons aussi les autres coefficients cinétiques du plasma lorent- 
zien liés à son comportement sous l’action d'un champ électrique 
constant (© — 0) et d’un gradient de température. Rappelons au 
préalable la définition de ces coefficients (voir VIII, $ 26). 

Comme on sait, les conditions d'équilibre thermique impliquent, 
en plus de la constance de la température, que la somme up + U, 
où u est le potentiel chimique des particules et U, leur énergie dans 
le champ extérieur, soit constante le long du milieu. Dans le cas que 
nous considérons il s’agit de l'équilibre par rapport aux électrons, si 
bien que par u il faut entendre le potentiel chimique des électrons 
et U — —ew, où est le potentiel du champ électrique. Par consé- 
quent, le courant électrique j et le flux dissipatif d'énergie q’ ne 
s’annulent simultanément que si T — const, u — ep = const, c'est-à- 
dire pour VT —0, Vu + eE — 0. Les expressions de j et de q’ 
s’écrivent sous la forme des relations suivantes satisfaisant à la con- 
dition indiquée: 


E+— vu=+j+avr, (44,12) 
d'—q—(9—#)j=ari—xvr. (44,13) 


Ici, & est la conductivité électrique du milieu, x, le coefficient de 
conductibilité thermique, «, le coefficient de l’effet thermo-électri- 
que; la relation entre les coefficients de VT dans (44,12) et de j 
dans (44,13) est une conséquence du principe d’Onsager. La grandeur 
(g — u/e) j retranchée duflux total d'énergie est la densité de flux 
de convection d'énergie !). 

Pour calculer les coefficients cinétiques, partons de l'équation 
cinétique 


ôf ôfo _ 
—eE 7m Vo vu) 6f (44,14) 
En y portant la répartition d'équilibre sous la forme :) 
h=exp(#=), (44,15) 


1) En écrivant les relations (44,12) et (44,13) dans VIII, $ 26, on a changé 
les désignations : on entendait @ — u/e et E + Vu/e par y et E. Une telle défini- 
tion, admissible dans une analyse phénoménologique, n'est pas justifiée en 
théorie cinétique où on doit entendre par —eE la force agissant sur l’électron. 

2) Il est peu probable que la désignation de la permittivité et de l'énergie 
de l'électron mv°/2 par une même lettre e puisse conduire à une confusion. 
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on obtient 
ôf = — 


F y (E+ Vu)V + fo mn vvT. (44,16) 


Le coefficient thermo-électrique se calcule d'après le coefficient 
dans l'égalité j — —aoVT pour E + Vu/e — 0. Ecrivons 


== j vôf Bp= — + (LS  v (VVT)p 
et après la prise de moyenne sur les directions de v trouvons 
__ Nec v®(u—e) __ {%e/v (v)) (v)) 24 17 
A 307: HZ TT r{n- RE) (44,17) 
Le calcul fait avec v (v) donnée par (44,3) conduit à !) 
Lu . 
a=—(+—4). (44,18) 


Pour calculer le coefficient de conductibilité thermique, remar- 
quons que pour j — Oil doit y avoir E + Vu/e — aVT. En portant 
cette valeur (avec « donné ne (44,18)) dans (44,16), on a 

= EE (4-7) vVT. 


En calculant le flux d'énergie avec cette fonction 


q = \ veôf dip, 


on obtient 
Ve ve (4T —E&) : 
KR = 37: Sn (ä 3,19) 
et enfin 
16Y2 Ts: 
#= RE Am: Fe 


1) En statistique classique le potentiel chimique contient un terme de la 
forme ?:T avec une constante indéterminée & (correspondant à la constante addi- 
tive indéterminée dans l'entropie). C'est ce qui explique l'apparition de la 
costante indéterminée &/e dans l'expression de &. Cette indétermination n’a 
pas de répercussion sur aucun effet observable : les termes indéterminés (ÿ/e) VT 
se réduisent dans les deux membres de l'égalité (44,12). 

Notons que l'écriture de la fonction de répartition sous la forme (44,15) 
détermine déjà le choix de la constante sus-indiquée. Avec cela 


Ne 


= Tor: 


294 COLLISIONS DANS LE PLASMA ICH. IV 


Problème 


Calculer la partie collisionnelle de l'amortissement des ondes de plasma 
électroniques. 

Solution. Si la partie imaginaire de la permittivité est petite, les 
contributions qui lui sont apportées par l'amortissement de Landau et par les 
collisions s'ajoutent. Ceci étant, e est donné par la formule (44,9); en annu- 
lant &, on trouve w = Q, — iy, où le coefficient d'amortissement 


Vei _ 22 :4LN, 


V3 pa 3 mere 
Le rapport 

+ Val (a Fes 

Q. 3 T; 


du fait de l'état raréfié du plasma ; cela justifie l'application de (44,9). 


$ 45. Electrons d’emballement 


La décroissance rapide de la section efficace coulombienne avec 
l'augmentation de la vitesse des particules entrant en collision con- 
duit, comme nous le verrons, à ce que dans un champ électrique aussi 
faible que l’on veut la fonction de répartition des électrons suffi- 
samment rapides dans le plasma se trouve déjà fortement déformée. 

En se déplaçant à la vitesse thermique v, l’électron acquiert lors 
de son libre parcours dans le champ électrique £ une vitesse ordonnée 


eEl . eE 2 wmE 
mr mvoNe06: (v) 4reiLNe 


ve 


(la section efficace 0, étant donnée par (41,7)). Même pour v — v., où 
AN eL \1/2 
Co de (43,1) 


V = v, alors que pour v > v. la longueur et le temps de parcours 
se déterminent déjà par la vitesse V. L'impulsion acquise par l’élec- 
tron pendant le temps de parcours aura pour valeur 


eEl S eE _ Vim?E 1V À< 
" VNeo: (V) AneLN. Ê 


Quant à l'impulsion cédée par l’électron dans la collision à la fin 
du parcours, elle est = mV. Il s'ensuit que les électrons animés de 
vitesses suffisamment grandes seront indéfiniment accélérés;, de 
tels électrons sont dits d’emballement. A la condition que &w > 
> (T./m)'/? ce phénomène ne se manifestera que dans la « queue » 
de la distribution maxwellienne ; pour cela le champ électrique doit 
satisfaire à la condition 


E &E. = 4e LN.IT.. (45,2) 
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Dans ces conditions, le problème des électrons d'emballement 
peut être résolu comme un problème stationnaire. La masse prin- 
cipale des électrons distribués d’après Maxwell joue le rôle d'un 
grand réservoir dont « s'écoule » un faible flux stationnaire dans le 
sens des fortes énergies !). 

Rien que l'origine des électrons d’emballement, qui résultent 
d'une accélération ordonnée par le champ électrique montre déjà 
que ces électrons se déplacent surtout sous de petits angles 6 par 
rapport à la direction du champ. Pourtant, si l'on ne s’assigne que la 
détermination de la valeur du flux d'électrons d’emballement, une 
détermination complète de leur fonction de répartition n'est pas 
exigée ; il suffira de déterminer une répartition énergétique f moyen- 
née sur les angles. 

L'équation cinétique pour la répartition des électrons suivant 
les impulsions dans le champ électrique est de la forme 

ô ô : 

JL —eE + div,s—0, (45,3) 
où s est la densité de flux collisionnel dans l’espace des impulsions. 
En coordonnées sphériques p, 8, @ dans l’espace des impulsions (l’axe 
D Le orienté suivant la force —eE), on a 


—eE À =.£ (cose + LA 0 L)= 


p 08 
cos à 2 
—eE | p° er LE CET + sin0.f). 
La divergence du flux a pour 
. 1 9 
divpS= 77 PS Fe DerTUT N ET _. — sin. “S6- 


Moyennons l'équation (45, 3) sur les angles, c'est-à-dire multi- 
plions-la par 2x sin 0 d8/An et intégrons. Tous les termes contenant le 
dérivées 0/08 seront alors éliminés; quant au facteur cos 8, il peu 
être remplacé en première approximation par l'unité. Finalement on 
obtient pour la FOBDEON moyennée f re 

eE 0 
PH Pt PS0. (45,4) 
Il n'y reste que . composante radiale de la densité de flux dans 
l'espace des impulsions. Cette composante est liée au transfert d'éner- 
gies dans les collisions ; la contribution apportée à cette composante 


par les collisions ei est évidemment petite devant celle des colli- 
sions ee. 


1) Le phénomène d'électrons d'emballement a été indiqué par H. Dreicer 


(1958) et la théorie quantitative que nous exposons ici appartient à 4. V. Gou- 
révitch (1960). 


15—01298 
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Puisque les électrons d'emballement ne constituent qu'une très 
petite fraction de tous les électrons. il faut lors du calcul du flux s, 
tenir compte seulement de leurs collisions avec la masse principale 
d'électrons maxwelliens (et non pas l’un avec l'autre); les vitesses 
de ces derniers sont petites par rapport aux vitesses des électrons 
d’emballement. Dans ces conditions il n’est pas besoin de calculer 
de nouveau le flux s,. On peut écrire pour lui l'expression suivante 


ôf , Le 
s,= Tam [+1] (45,5) 


directement par analogie avec la formule (22,5) obtenue précédem- 
ment ; ici, vee (v) — AnetN,L/m' est la fréquence de collisions cou- 
lombiennes entre les électrons rapides et lents (cf. (44,3)) !). Puis- 
que l'expression (45.5) se rapporte aux électrons de vitesses v = v.. 
on peut poser pour le logarithme coulombien 


L = In (mvèa/e). (45.6) 
Comme il résulte de la forme de l'équation (45,4), la grandeur 
1 (5.7) 


est la densité totale (due aussi bien aux collisions qu'à l'effet du 
champ) du flux radial dans l’espace des impulsions. Du fait de ce 
qui précède, la répartition des électrons d'emballement peut être 
cherchée comme une répartition stationnaire, c'est-à-dire en négli- 
geant la dérivée par rapport au temps dans l'équation cinétique (45,4). 
Alors il vient | 

ARP°S p — CONSt = Nemb- (45.8) 


Cette égalité (avec s, donnée par (45,5)) est une équation différen- 
tielle déterminant la fonction de répartition f. Quant à la constante 
B em». elle donne la grandeur cherchée: le nombre total des électrons 
d’emballement (par unité de temps et unité de volume). 

Introduisons une variable sans dimension w et une constante 
sans dimension b en les définissant par 


u — P/Pe, b = EIE,, Pe — (mTelb}"/?. (45,9) 
L'équation (45,8) prend alors la forme suivante: 
b df | Re 
rx -U-w)f=C (45,10) 


1) Pour établir la formule (22,5) on n'a utilisé que la petitesse du trans- 
fert d'énergie dans les collisions et la petitesse de la vitesse de la particule cible 
par rapport à la vitesse de l’électron incident. Pour passer au cas que nous 
considérons il suffit de remplacer dans (22,5) M par m et d'entendre par par- 
cours / le parcours par rapport aux collisions ee. 
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(où la constante C diffère de 4,1, par un facteur constant). Puisqu'on 
suppose que le champ E € E,, le paramètre b € 1 ; dans le problème 
considéré cette grandeur joue le rôle du petit paramètre caractéri- 
sant le degré d’approximation !). 

La solution de l'équation (45.10) est 


LL 


Î=F—CF | + du, (45,11) 
où Ù 
à SHEnPQUE CSP {5 (5 —u)} (45,12) 


est solution de l'équation homogène. Le facteur de normalisation in- 
tervenant dans F se détermine par la condition qu'avec u — 0 la 


fonction f se transforme en répartition maxwellienne 
sde ui 
LE Gare SP (—5 }: 
Lorsque u — . la fonction F croît indéfiniment tandis que la fonc- 
tion /(u) doit rester finie. Il en découle la condition f/F — 0 


quand u —+ o par laquelle on détermine la constante C proportionnel- 
te à neun ©): 


Ce maer(lexp{— (4u)}u du]. (4543) 
Ü 


L'intégrale se calcule par la méthode du point selle, en dévelop- 
pant l’exposant de l’exponentielle au voisinage du point de son ma- 
ximum, u = Î{. Ainsi, on obtient la loi suivante de variation du 
nombre d'électrons d’emballement en fonction de l'intensité du 
champ E: 


; E s 
Remb  VeVec (Ure) EXP (—5) ' (45.14) 


Le facteur pré-exponentiel est écrit ici seulement d’après les dimen- 
sions (sans coefficients); un calcul plus précis sort du cadre de l’ap- 
proximation adoptée et exige que dès le début on résolve l’équa- 
tion cinétique avec une plus grande précision. 


$ 46. Intégrale des collisions convergente 


L'équation cinétique avec l'intégrale des collisions de Landau ne 
permet de résoudre les problèmes de la physique du plasma qu'avec 


1) En particulier, l’analyse de la partie angulaire de l'équation cinétique 
montre que les directions de mouvement des électrons te nballement se situent 
dans le domaine d'angles 0 = b1/1. 

2) La formulation des conditions aux limites est ici analogue à la formula- 
tion énoncée au $ 24. 


15% 
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la précision logarithmique : le grand argument du logarithme coulom- 
bien n'est pas parfaitement déterminé. Cette indétermination est 
liée à la divergence des intégrales aux grands et aux petits angles de 
diffusion. Comme il a déjà été indiqué, la divergence aux grands 
angles n’a pas un caractère de principe: elle n’apparaît que par suite 
du développement en puissances de l’impulsion transmise q effectué 
lors de l’établissement de l'équation ; dans l’intégrale des collisions 
de Boltzmann elle-même cette divergence est absente. Pour ce qui 
est de la divergence aux petits angles, elle apparaît du fait qu'on n’a 
pas tenu compte de l’effet d'écran du plasma sur la diffusion mutuel- 
le de ses particules. Pour pouvoir calculer l'intégrale des collisions 
avec une précision meilleure que la précision logarithmique, il faut 
tenir compte de l'effet d'écran d’une manière conséquente et dès 
le début (et non seulement lors de la détermination du domaine d’in- 
tégration dans le logarithme coulombien). 

Comme il a déjà été dit au $ 41, les conditions d’applica- 
bilité de l'intégrale des collisions avec l'interaction d'écran 
entre les particules chargées exigent que les fonctions 
de répartition varient peu pendant des temps <a/rva et 
sur des distances —a. Ces mêmes conditions permettent de consi- 
dérer la mise sous écran des charges de façon macroscopique comme 
résultant de la pelarisation diélectrique du plasma. 

Dans ce qui suit nous examinons le problème posé dans deux 
cas limites: 1) lorsque les collisions des particules peuvent être trai- 
tées à l’approximation de Born en mécanique quantique et 2) lors- 
que le processus de collision est quasi classique. 


Cas de Born 
Commençons par le premier cas qui se présente lorsque 
Lee’ [/hva € 1. (46,1) 
L'influence d’un milieu diélectrique sur la diffusion de particules 
peut être énoncée le plus clairement dans le langage de technique 


des diagrammes. A l’approximation de Born, la diffusion de deux 
particules est décrite (dans le cas non relativiste) par le diagramme !) 


a+P p'-q 


Ps (46,2) 


1) De même qu'au $ 41, les lettres non accentuées et accentuées se rappor- 
tent à deux particules en collision (de même nature ou de natures différentes). 
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où à la ligne pointillée correspond la fonction 41/q°, la composante 
de Fourier du potentiel coulombien produit par une charge unité 
(q étant l'impulsion transmise dans la diffusion). La présence du mi- 
lieu ne se manifeste que par le remplacement de cette fonction par la 
composante du potentiel dans le milieu 41/q0q5Eap, Où 8ag (@, q/h) 
est le tenseur diélectrique du milieu et äw coïncide avec l'énergie 
transférée (cf. IX, $ 85). Par conséquent, il y aura apparition d'un 
facteur supplémentaire g°/q.qse4s dans l'amplitude de diffusion et 


du carré de son module dans la section efficace. Ainsi, 
4 
do = dop —17—. 46,3 
R'Tecg9a98 | (46,5) 


Pour plus de simplicité, nous supposerons désormais que le plasma 
est isotrope. Pour un tel plasma, le tenseur e,$ se réduit à deux sca- 
laires (e, et e,) et le produit 


Ex pags = E19* 
ne fait intervenir qu’un seul d'eux; nous omettrons l'indice ! en 
sous-entendant par € la permittivité longitudinale. 
Ainsi, la section efficace de diffusion prend la forme 

: doR 

d0 =, aie * 
où doR est la section efficace de Rutherford ordinaire pour la diffu- 
sion dans le vide ). Notons également que l’énergie transférée dans 
une collision est liée au transfert d’impulsion par l'égalité 


fo = qv, (46,5) 


où V est la vitesse du centre d'inertie des particules en collision ?). 
Quant à la valeur du vecteur q, elle est liée à l'angle de diffusion x 
dans le référentiel du centre d'inertie par la formule ordinaire 


g=2uIv—v|sin+, (46,6) 


où u — mm'/(m + m'). 

Une intégrale des collisions, qui tient compte automatiquement 
de façon correcte des petits et des grands angles de diffusion et est 
exempte de la divergence, s'obtient en portant (46,4) dans l’intégrale 
de Boltzmann ordinaire (cf. (13,9)): 

| doR 


st= À [U@+a/ D pp) me P' 
(46,7) 


1) Pour la diffusion de particules identiques (à des angles non petits) on 
doit entendre par don la section efficace de diffusion coulombienne compte tenu 
des effets d'échange (voir III, $ 137). 

2) Il est facile de s’en assurer en exprimant les vitesses v et v’ des particu- 
les moyennant V et la vitesse de mouvement relatif v — v’ et en tenant compte 
du fait que dans la diffusion V et | v — v’ | restent inchangées. 


(46,4) 
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où la sommation est étendue à toutes les espèces de particules aux- 
quelles se rapportent les grandeurs accentuées. 

L'équation cinétique avec l'intégrale des collisions (46,7) est 
très compliquée et cela non seulement parce que l'expression à inté- 
grer ne peut pas être développée en puissances de q. mais aussi parce 
que la permittivité du plasma se détermine elle-même par des fonc- 
tions de répartition cherchées. Une simplification substantielle n’est 
obtenue que dans le cas d’un faible écart à l'équilibre. lorsque l’équa- 
tion cinétique peut être linéarisée. La permittivité doit alors être 
calculée avec des fonctions de répartition d'équilibre et donc sera 
indépendante des fonctions correctives cherchées. 


Cas quasi classique 
Passons maintenant au cas limite inverse où 
lee” hr © 1 (46,8) 

et la diffusion de particules peut être examinée à l'approximation 
quasi classique. Dans ce cas il est impossible de tenir compte de 
l'influence du milieu sur la diffusion de la même façon aux petits 
et aux grands angles de diffusion (comme cela a été possible dans 
le cas de l’approximation de Born); il faut donc considérer ces deux 
régions séparément et « raccorder » ensuite les résultats à des angles 
intermédiaires. 

Le champ engendré par une charge e animée d'une vitesse v dans 
un milieu diélectrique se détermine par l'équation 

div D = 4neô (r — vt). 


On en tire le potentiel du champ en composantes de Fourier !): 
Axe: sp . 
Gr — He (kv. À) e-ikvi, (16,9) 


Pour la diffusion aux petits angles la variation d'impulsion de 
la particule est donnée (voir 1, $ 20) par la formule classique 


| a, (46,10) 


où U est l'énergie d’interaction de deux particules et l'intégration 
se fait sur la trajectoire rectiligne r — p + v’£ (où p est le vecteur 
paramètre d'impact) 2). En exprimant l'énergie U — e'q sous forme 


1) En établissant la formule (46,9), on suppose qu'entre D et E il existe 
une relation linéaire et par là même que le champ est suffisamment faible. Cet- 
te condition est en tout cas satisfaite (dans un gaz faiblement imparfait) sur des 
distances r > a qui prédéterminent précisément la divergence de l'intégrale que 
nous voulons éliminer à l’aide de la formule (46,9). A ces distances correspon- 
a des valeurs de & << 1/a pour lesquelles la permittivité diffère nettement 

e 1. 

2) Il est indifférent comment calculer la grandeur q: comme la variation 
de l'impulsion de chacune des particules entrant en collision ou comme la varia- 
tion de l'impulsion de leur mouvement relatif. 
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d'intégrale de Fourier 

. i (kr-o!) Le 
FE À ’ e d k 
U = nee \ en eo 


(où w — kv) et en la portant dans (46,10), on obtient 


(46,11) 


Le dk f ke À 
= —/: PS CE D ner ne —ik(v-vot 
q—= —niee \ Gr Er 5 \ er ik (x dt}. 


« 
— > 


L'intégrale intérieure donne 2x8 (k4)’| v — v’ |. où ky est la pro- 
jection du vecteur k sur la direction de y — v’. En faisant disparaî- 
tre ensuite la fonction ô par intégration sur dk,. on trouve 

4niee’ ï kelFiP  dik, 


245 1° 
er En ss à 46,12 
VTT J'Ette.r,, @0° CR 


q== — 


où k, (de même que p) est un vecteur à deux dimensions dans un 
plan perpendiculaire à v — v’. Dans ce cas la fréquence 


6) —= kiv = KV. (46,13) 


Plus loin du cours de ce paragraphe, nous omettrons l'indice L en 
entendant partout par k le vecteur à deux dimensions indiqué plus 
haut. 

Calculons maintenant à l'aide de (46,12) les grandeurs 


L..:* , x 
Bs=— \ Jai: | V—V | do. (46, 14) 


entrant dans l'intégrale des collisions développée en puissances du 
petit q (la section efficace do figurant dans (41,4) est écrite ici sous 
forme de surface d'impact d*p). En écrivant le produit de deux inté- 
grales (46,12) sous forme d'’intégrale double (sur d*k d‘k'), effectuons 
l'intégration sur do suivant 


| ei +k do = (2n)2(k+ k'). 


Après cela, l'intégration sur d‘h’ fait simplement disparaître la 
fonction 6 et il reste 


Zee" À Kakg d°k UT 
Bai = [Y=v | HlekV, k) 1° (46,15) 


(on a utilisé ici le fait que suivant (28,9) e (—w, À) = e* (w, k)). 
Ces intégrales convergent déjà pour de petites valeurs de 4 (puisque 
l[el-*— 0 lorsque w, À —+ 0)!1). 


1) L'élimination de la divergence de l'intégrale des collisions de Landau, 
liée à la mise sous écran du champ cuulombien appartient à R. Balescu (1960) 
et À. Lenard (1960). L'expression complètement convergente (46,7) a été écrite 
par À. À. Roukhadzé et V. P. Siline (1961. 
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L'expression (46,15) fait intervenir la permittivité à une fréquen- 
ce non nulle © — KV ; ayant en vue cette circonstance, on dit parfois 
que cette formule tient compte de l'effet d'écran dynamique. 

On notera que l'expression à intégrer dans (46,15) dépend de la 
direction de V parl'intermédiaire de l'argument kV de la fonction &. 
Cette dépendance disparaît lors du calcul de l'intégrale à l’approxi- 
mation logarithmique lorsque l'intégration est limitée par la région 
s'étendant de 4 — 1/a à k — pwu/] ee’ |. Le rôle principal dans 
l'intégrale est joué par des valeurs de # situées loin de ces deux limi- 
tes; dans ce domaine de valeurs on a | & |[* — { et l’intégrale se ré- 


duit à (écksdkIRs. En moyennant l'expression à intégrer sur toutes 
les directions de k dans un plan perpendiculaire à v — v', nous reve- 


+ 


nons à l’ancienne expression (41,8) avec L — \ dk/k. 


Pour éliminer la divergence pour de forts transferts d’impulsion 
il faut, comme il a déjà été indiqué, effectuer le « raccordement» 
de l'intégrale des collisions développée en puissances de q à l’inté- 
grale non développée (J. Hubbard, 1961 ; O. Aono, 1962). 
Considérons la différence 


Staif _— Stpf, (46,16) 


où St,; est l'intégrale des collisions cherchée et Stg est donnée par 
l'expression (46,7) qui représente dans le cas de Born une intégrale 
des collisions correcte, mais ne joue ici qu’un rôle auxiliaire. 

Divisons tout l’intervalle de variation de l'angle de diffusion en 
deux domaines: 


1) {<< Xx I X> % 


en choisissant %, de telle sorte que 


ee” [paie € %1 € 1. (46,17) 


Dans une diffusion classique aux petits angles dans le champ 
coulombien, l’angle de diffusion % est lié au paramètre d’impact p 
par la relation 


p = 2l|ee [/u (v — v‘}7. 


C'est pourquoi à la valeur 4 — 7, correspond (sous la condition 
(46,17)) la valeur p = p, & a, de sorte qu’à cette distance l'effet 
d'écran est peu important et la diffusion peut être considérée effec- 
tivement comme purement coulombienne. Il en est de même de tout 
le domaine p << p, (c’est-à-dire de x > %1). La section efficace de 
diffusion dans ce domaine sera donc la section de Rutherford et la 
contribution correspondante apportée à l'intégrale des collisions 
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aura pour valeur 


Sti/= D À 1f(p+a)//(p—4)—7(p)f'(p") 1v—v’ | don d'p’. 


LD>Y% 


Mais une contribution exactement la même est apportée à l’intégra- 
le (46,7) par le domaine y > #,: dans ce domaine g > get, en vertu 
de la condition (46,8), 


me brel. Avrelli ss, lee L lee’ | s—+ 


? 
livrels & 


ce qui permet de poser | e | = 1 dans (46,7). Ainsi, la contribution 
à la différence (46,16) n’est apportée que par le domaine % < %1 (p > 
> p1) qu’il nous reste donc à examiner. 

Dans tout ce domaine le transfert d’impulsion est faible, de 
sorte que l'intégrale des collisions peut être développée en puissances 
de q. Les grandeurs B, 4 entrant dans l'intégrale développée St,, sont 
calculées comme des intégrales (46,14) avec des q données par (46,12). 
La contribution apportée à ces intégrales par le domaine p > p;, 
est égale à 


(Bas)a = Fos 


Fas= | Le (( 3 LE ax | 2e Les és dk) (46,18) 
CA 


où dans les intégrales doubles (sur d°o et d*k) on a indiqué convention- 
nellement les limites suivant p et k. Récrivons les grandeurs Fes 
identiquement sous la forme 


= Ÿ #0 al … œk) ( 4: ak) — 


Pi qu/h qih 


+{æ (| …@k) (Ÿ ...æx),. (46,19) 
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Etant transformé comme lors de l'établissement de (46,15), le 

premier terme de (46,19) apporte à (46,18) la contribution suivante: 
2( _. Tu k k 
(ee )- É _HabB_ y 
Tv \ Here dA 

Cette expression coïncide avec celle qui serait obtenue 

lors du développement de l'intégrale (46,7) prise sur le domaine 

4 <'Y1 *); elle n'apporte donc aucune contribution à la différence 

(46,15) qui nous intéresse. 

Pour la transformation des autres termes de (46,19) remarquons 
que dans leurs expressions à intégrer on peut poser € — 1; les inté- 
grales restent alors convergentes et leurs valeurs se déterminent par 
le domaine k — qg,/h dans lequel ka 5 1 et donc | £ | & 1. Il est 
également essentiel de noter qu’en vertu de la condition (46,8) le 
paramètre 


hPilhi = 2] ee [/hr,u > 1; (46,20) 


il faut donc garder seulement les termes qui restent finis quand 
GiP1/h —+ ©. À cette limite, les troisième et quatrième termes de 
(46,19) s’annulent. Ainsi il ne reste que 


(Baghei 3: (Bas)s = 
À q'A 


Pr q 
Er (ee’)? 2 cn Likp LE À ip A ‘9 
SF 23 | v—v"| \ p ( \ ik ei KE \ ikge et +) . (46,21) 
0 0 ° 0 
où les indices « cl » et « B » indiquent que les grandeurs B,; se rap- 
portent respectivement aux développements des intégrales St et 
Ste. 

Chacune des deux intégrales sur d*k est orientée suivant le vec- 
teur p; après l'intégration sur ces directions (dans un plan perpendi- 
culaire à v — v’) on obtient pour la différence (465.21) une expression 
de la forme (41,8), changée de signe, avec 


Pi ah 2x 


L= | p dp fi \ cos qeiipcose dp dk |. 
0 7 0 © 
En utilisant la représentation intégrale bien connue des fonctions 
de Bessel et l'égalité J} (x) = —J, (x). récrivons cette intégrale sous 


1) La section cfficace de diffusion de Rutherford aux petits angles, exprimée 
au moyen de q, est de la forme 


4 (ee’}° 
— "dt 
giv-vis 
(on a utilisé que 9 &æ pv — v’|4, do & d'g'u* (v — v'}). 


do — 
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la forme 
fr dlh pin 


JiGkp)dk = \ Ho()—1FT , 
( : 


ou encore, après intégration par parties, 
L=in DB 2 | Ji (2) (2—tJincdr. 
ù 


Ici, on a tenu compte du fait que le paramètre p,q,/h (qui ne contient 
plus la quantité auxiliaire 7,) est grand ; ceci étant, on a remplacé 
par l'infini la limite supérieure dans l'intégrale restante et on a posé 
Jo (q91/#) & Ô dans le premier terme. En utilisant les valeurs 


0 


\ Ji(x)Inrdr=—C+ln2, 


0 


nr À :| 


Jo (2) J(2) In dx = (In 2—C) 


Ù 


(où C — 0,577... est la constante d'Euler; y — e€ = 1,78...) et en 
tenant compte de (46,20), on trouve en définitive 


vlee | L 
L=Iln Rlv—vT . (46,22) 
En faisant le bilan des calculs effectués, on arrive à cette con- 
clusion que dans le cas quasi classique l'intégrale des collisions dé- 
pourvue des divergences peut être représentée sous la forme 


Staf = Strf — Stz f, (46,23) 


où Stg est donnée par la formule (46,7) et St est l'intégrale des 
collisions de Landau avec le logarithme coulombien (46,22). Souli- 
gnons que dans ce logarithme | v — v’| est une variable exacte et non 
pas une valeur moyenne de tr. 

En vertu des abstractions faites au cours de la déduction ce ré- 
sultat n'est certes valables qu'avec une « précision logarithmique 
améliorée »; l'équation cinétique avec l'intégrale des collisions 
(46,23) permet d'améliorer la précision des calculs seulement dans 
le sens de la détermination du coefficient exact dans l’argument du 
logarithme grand (à cette précision, À, qui ne joue dans (46,23) que 
le rôle d’un paramètre auxiliaire, disparaît bien entendu dans tou- 
tes les réponses). 
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Problèmes 


1. Calculer la partie imaginaire de la permittivité d’un plasma hydrogé- 
nique (2 = 1) en équilibre thermodynamique (7e — T,) aux fréquences © > 
% Ve: dans le cas de Born avec une précision logarithmique améliorée." 

Solution. En calculant e” à la condition que w > v, il ne faut tenir 
compte que des collisions ei (comme il a été expliqué à l'occasion de la déduc- 
tion de (44,8)). Comme l'intégrale des collisions (46,7) ne diffère de l'intégrale 
de Boltzmann ordinaire que par le facteur | e |-* placé devant dor, la partie 
imaginaire e” peut se calculer par la même formule (44,8): 


4e NN 

e" (&)= Sr (vè (Gt)bes (1) 
où ( ... }, ou { ... ); désignent la prise de moyenne suivant une répartition 
d'équilibre des vitesses v, des électrons ou v; des ions. La différence par rapport 
aux calculs faits au $ 44 consistera maintenant en ce que 0, se détermine main- 
tenant par 


-2 
0 = \ (1— cos x) | 8 (2 ; +) | dor (2) 


et la valeur moyenne de 0; doit être prise sur les vitesses des ions (qui ne peu- 
vent pas certes être négligées ici) ; dans l’argument © = qV/# de la fonction e 
la vitesse du centre d'inertie de l'électron et de l'ion est approximativement 
remplacée par la vitesse de l'ion. La section efficace de diffusion Rutherford 
s'écrit sous la forme 


DR ZE sim — pa G) 


2 


g=2pesin £, Î—cosx=T. 0<9< 2pe 
ee € 


(pe. = mv, est l'impulsion de l’électron). 

La fonction £ (w. g/h) — 1 se détermine par la formule (31,11) et se com- 
pose des parties électronique et ionique. Puisque son argument dans (2) fo = 
= qv; € qe, la partie électronique peut être prise pour © = 0; alors il vient 


(Her) 0 


(où v;4 est la projection de v; sur q; on a tenu compte de ce que a; = a, pour 


2 = 


En portant (3) et (4) dans (2), on obtient après des changements de varia- 
bles évidents 


4PEG2/RE oo 


_2Vrea Le d dt 
Ge — ( [ R+2+F OPEL OF 


—œ 


(où F = F’+:iF"). L'intégration sur d£ est élémentaire et en déterminant les 
limites d'intégration il faut tenir compte du fait que #*/p2a? € 1 et rejeter tous 
les termes —%?/p2a2 et ceux d'ordres plus élevés. Finalement on obtient 


4net 2 
Ge er [in te + 4], (5) 
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" 9 A , 5 
qu | {RE Lara 4] tek rot rai) & 
0 


(on a tenu compte de ce que F’ (£) est une fonction paire et F” (Ë) une fonc- 
tion impaire de EË); le calcul numérique donne 4 = —0,69. 
La prise de moyenne dans (1) se fait à l’aide des formules 


eo-(2)e (ee) (8) [nd 


(où C est la constante d'Euler). Finalement on trouve 


"= AV2r etNe A LB, Lp=ln 


ap (mT)l/? a 
3 TS/imi® © 


hi 9 
Inag=+ in 244 1,06 (6) 


(V. 1. Perel, G. M. Eliachberg, 1961). 

2. Même problème dans le cas quasi classique. 

Solution. Suivant (46,23) l'expression de 0 dans le cas quasi classi- 
que s'obtient en retranchant In (ye®/ñv) du logarithme de (5): 


Gri= [in ét +4]. (7) 


mivé ve 


Pour e” on obtient la formule (6) avec le logarithme 


Taete 


La = In ma 


, Inac=21n2—2C+4—1n 0,63 (8) 
au lieu de Lg. 

3. Déterminer avec une précision logarithmique améliorée la vitesse de 
transfert d’énergie des électrons aux ions dans un plasma hydrogénique (: = 1) 
en supposant que la différence entre les températures des électrons et des ions 
est petite (ÔT = 7, — Ti & T.)!). 

Solution. Vu la petitesse du rapport m/Af (et par là même la petitesse 
du transfert d'énergie dans chaque acte élémentaire), il est clair d'avance que 
l'équation pour la fonction de répartition des électrons se réduit à une équation 
du type de Fokker-Planck. Elle est de la forme (voir $ 21) 


ôfe _ 1 Q ° Ôfe Le. 
ot "PE dPe {38 (pe) [ ÔPe Ti t]}- 


Multiplions cette équation par p?/2m et intégrons-la sur 471p2 dp.. Après l'in- 
LT par parties on obtient pour la vitesse de variation de l'énergie des 
ectrons : 


dEe _. _ ôfe_, ve 
Ar \ Bre pe T; te] dSpe. 


1) Cette question a été traitée par R. R. Ramasachvili, A. A. Roukhadzé 
et V. P. Siline (1962). 


238 COLLISIONS DANS LE PLASMA {CH. IV 


En considérant que la fonction de répartition des électrons est maxwellienne et 
la différence de température est petite, on trouve 


dEe _f 1 1 res Jo OT à 
à — (--- T; ) \ Bv?te d Pe = TE NV e {Br£}e. (9) 


Le coefficient B s'exprime, comme dans (21,11), par le carré moyen de la va- 
riation de l’impulsion de l’électron lors de sa collision avec un ion: 


Ni (AP. )? { O 
EE ge - = Nive \ {(APe)?}; do. 110) 


Quant à la grandeur Ap,, on la trouve à partir de l'égalité (46,5): 
vq viq _ Liaf 


APe LA TE Æ nee = Le 
En portant cette valeur dans (10) et ensuite dans (9) et en utilisant la relation 
entre q ct l'angle de diffusion y établie au problème 1, on obtient 


dE ôT … , " , 
rs TE m2 (vi (LFq0t)ie (Ni=Ne= N). (11) 


La formule (11) est tout à fait analogue à la formule (1) du problème 1, si 
bien que les calculs ultérieurs sont les mêmes qu’au problème 1. Dans le cas de 


Born on a 
: 4raT 2MVele . 
QU Etes [in ñ +4] ; 


où À, est une intégrale qui diffère de l'intégrale À du problème 1 par le facteur 
supplémentaire 28? sous le signe d'intégration (le calcul numérique donne À, — 
= —0,52). La prise de moyenne sur les vitesses des électrons se fait comme au 
problème 1. Finalement 

5 dEe 4 V2m N°e° 


7 = — rss — LeôT, Lp= In (bg (mT)1/? a./h), (12) 


in B= > Lo 2—-C + 4, n 1,26. 


D'une manière analogue, dans le cas quasi classique on obtient une formule 
analogue à (12), mais le logarithme Lg est remplacé par 

La = In (TaeBcry/e°), 1n Bo = 2 1n 2 — 2C + 4, = In 0,75. (13) 
Les formules (12), (13) précisent les résultats du $ 42, en déterminant (pour le 


cas d’une petite différence de température) le facteur numérique figurant sous le 
signe de logarithme dans (42,6). 


$ 47. Interaction par l’intermédiaire 
des ondes de plasma 


Dans certains cas, la mise sous écran dynamique de l'interaction 
coulombienne des particules dans le plasma, prise en considération, 
non seulement permet de préciser l’argument du logarithme coulom- 
bien, mais conduit aussi à des effets qualitativement nouveaux. Pour 
les étudier représentons l'intégrale des collisions sous une forme qui 
tient exactement compte de la contribution apportée par la diffusion 
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aux petits angles, en ce qui concerne la contribution due à la diffu- 
sion aux grands angles on en tient compte seulement avec une pré- 
cision logarithmique. 

Dans le cas quasi classique les grands angles de diffusion (7 — 1) 
proviennent des faibles valeurs du paramètre d'impact 


p< |ee lue. 


L'intégrale des collisions cherchée a la forme de l'intégrale de Lan- 
dau avec les grandeurs 2,, déterminées par (46,15): 


_____ 2(ee’)* kakp d®k ; 
Bar = |v--v’ | | pe | ER. HI x) E , (47.1) 
où l'intégration est effectuée sur un domaine jusqu'à 

hnax Her. | ec" |. (47,2) 


Dans le cas inverse. celui de Born. la forme cherchée de l’inté- 
grale des collisions s'obtient en développant l'expression sous le 
signe d'intégration de (46.7) en puissances de q. Finalement on est 
conduit de nouveau à l'intégrale de Landau avec les grandeurs B,$ 
données par la même formule (47.1) à la seule différence près que 
maintenant 

Kmax + rer / (47,3) 
(la valeur de À = g/h lors de la transmission de l'impulsion g — 
Wa). Rappelons encore une fois que le sens physique de coupure 
aux grandes valeurs de k est le même dans le cas classique et dans 
celui de Born: la coupure se fait à des angles de diffusion 4 — 1; 
toutefois la relation différente entre Æ et 7 dans ces cas conduit à des 
expressions différentes pour Aux. 

L'intégrale des collisions de Landau avec les grandeurs B,,$ ti- 
rées de (47,1) est appelée intégrale de Balescu-Lenard ?). ‘Récrivons 
(47,1) sous une forme plus commode 


Ban=2(ee} | \ 5(w—kv)8(w—kv') 


—oœ k<R 


kakg dk dw _ 
Feu, pie" (174) 


max 


où l'intégration se fait maintenant sur des vecteurs k à trois dimen- 
sions (au lieu des vecteurs à deux dimensions). Les deux fonctions 
ô figurant dans l'expression à intégrer assurent l'égalité kv — kv”, 
c'est-à-dire la transversalité de k par rapport à v — v'. Quant à 
l'intégration sur do, elle substitue la valeur requise w — kv = 
= kv' — KkV à l'argument © dans & (w. k). 


1) Cette intégrale sera obtenue de façon formelle à la fin du $ 51. 
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On notera que le facteur | e (w, k) |-* dans l'expression sous le 
signe d'intégration (47,4) devient infiniment grand pour des valeurs 
de w — KV et de k pour lesquelles & (w, Æ) = 0, c'est-à-dire pour 
des valeurs correspondant à la loi de dispersion des ondes de plasma 
longitudinales. Ces valeurs de k peuvent apporter une grande contri- 
bution à l'intégrale des collisions. Physiquement cette contribution 
peut être décrite comme le résultat de l'interaction entre les parti- 
cules effectuée par l'émission et l'absorption des ondes de plasma 
par les particules en interaction. Cet effet ne sera pourtant important 
que si le plasma contient un nombre suffisamment grand de particu- 
les dont les vitesses sont comparables ou supérieures à la vitesse de 
phase des ondes vpn — @/k (c'est seulement pour de telles particules 
que peut être réalisée la relation exigée w — KV). 

Considérons un plasma dont les électrons et les ions sont portés 
à des températures différentes T. et T;. Pour 7, & T;, dans le 
plasma ne peuvent se propager (sans subir un amortissement consi- 
dérable) que des ondes de plasma électroniques dont la vitesse de 
phase vhh © vre.; le nombre des électrons pouvant « échanger » des 
ondes est donc dans ce cas exponentiellement petit. 

Si T, > Ti, le plasma peut devenir le siège de la propagation 
aussi des ondes pseudo-sonores dont la vitesse de phase satisfait 
aux inégalités 


Uri € Ok € uvre. (47,5) 


Ces ondes peuvent apporter une contribution importante à l’inté- 
grale des collisions entre les électrons (V. P. Siline, 1962). 

Prélevons dans les grandeurs électron-électron B£$’ la partie liée 
à cet effet; désignons-la par B{%°. Elle provient du domaine d'in- 
tégration dans (47,4) situé au voisinage de la racine de l'équation 
e (w, k) = 0 correspondant à la loi de dispersion des ondes pseudo- 
sonores. De par elle-même cette racine est complexe avec une petite 
partie imaginaire (coefficient d'amortissement de l'onde); lorsque 
© parcourt des valeurs réelles dans le domaine d’intégration, la par- 
tie réelle de la fonction & — e’ + ie” passe par zéro et la partie 
imaginaire reste petite. En tenant compte de la formule (30,9), re- 
présentons le facteur | e|-* figurant dans l’expression à intégrer de 
(47,4) sous la forme 


Pour l'intégrale des collisions électron-électron les vitesses v et v’ 
intervenant dans (47,4) se rapportent aux électrons, et en vertu de 
l'inégalité w & kvr. les termes w peuvent être omis dans les argu- 


ments des deux fonctions &ê. Ainsi la partie de BL) qui nous inté- 
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resse prend la forme 


(pl) _: A , , kakgdk do ù 
BED = 2ne [| 6(kv) 6 (kv°) 6 (ere  (A7:6) 
et l'intégration sur dk est étendue au domaine (47,5) (pour w don- 
née). 
Transformons l'intégrale sur dk à de nouvelles variables 


x =kn, k, =kv, k, =kv’, ° 


où nest le vecteur unitaire de la direction de [vv’]. Le calcul direct 
du jacobien de la transformation montre que dk est remplacé par 


dx dk, dk, 
HvvIl 
L'intégration sur dk,dk, fait disparaître les fonctions à (en vertu des- 
quelles 4, = k, = 0), de sorte qu'on aura k = xn. La variable x 
parcourt des valeurs tant positives que négatives ; en convenant d'’in- 
tégrer seulement sur des valeurs positives, on peut écrire * 


| 


BU = <eRens 2 | [ le) gode (477) 


Hvv'}l #° |e” (w, %)| 
7 


La permittivité d'un plasma à deux températures dans le domai- 
ne des ondes pseudo-sonores (47,5) est donnée par les formules !) 


ra À, 1 
oo? ka * (47,8) 
»"_3/ TR 0 RE, 9 se 
Be V5+ M on 2kfvri }}- 


La contribution principale à l'intégrale sur dx dans (47,7) est appor- 
tée (comme il sera montré par le calcul ultérieur) par le domaine 
a.x > 1 : aussi le dernier terme figurant dans &’ (©, x) peut-il être 
négligé. En remarquant que 

5(1— 


3 
4 
FE 


}= 2 16 (6 —0,)+ 8 (+0) 


et en effectuant dans (47,7) l'intégration sur do, on trouve 


(D en | ee —. 
Bab = Patp yv]t | 7er 0 


1) Voir (33,3). Dans (47,8) on a pres tenu compte de la contribution 
ionique apportée à e”. Bien que dans le domaine (47,5) elle soit exponentielle- 
ment petite, c'est elle qui détermine le domaine d'intégration dans l'intégrale 
(47,9) ci-dessous. 


16—-01298 
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ou encore, en substituant l'expression pour &” et en introduisant 
une nouvelle variable £ — x°ai, 


cl) 2 V 2n eivreai & 
Bas = PalD ler (mcm (479) 
où 
4 MT 
Ds Tn re re, (47,40) 


Qué. Ti 
e”Ti mai 
En vertu des conditions (47,5) l'intégration dans (47,9) doit être 
étendue au domaine (Q,a;/Q,a,.)}? € E € 1. Vu que l'intégrale con- 
verge aux petites valeurs de £, la limite inférieure peut être posée 
égale à zéro. 

Lorsque L, —+ co, 1 intégrale de (47,9) tend vers zéro ; en suppo- 
sant que L, est suffisamment grand, nous le calculerons à l'appro- 
ximation logarithmique, c'est-à-dire en ne gardant que le premier 
terme du développement suivant 1/L,. La contribution principale à 
l'intégrale est apportée par le domaine dans lequel on peut négliger 
le terme exponentiel au dénominateur. Pour cela il faut que —1/2£ — 
+ L/25> 1, c’est-à-dire que l’intégrale doit être prise dans les 
limites de O à 1/(L, — 1) Æ 1/L,, ce qui donne tout simplement 
4/L, *). Ainsi, on obtient finalement 


1) _ 2 2x ereTe 

Be —=nonn EIITL, (47,11) 

La valeur totale des grandeurs B£$’ dans l'intégrale des collisions 

électron-électron s'obtient en ajoutant à (47,11) l'expression coulom- 

bienne ordinaire (41,8) avec la longueur de Debye suivante dans 
l'argument du logarithme coulombien ZL: 


a= (a+ ar) V2 a. 
La contribution apportée par les ondes de plasma (47,11) devient 


prédominante pour 
2T IT LL, > 1. (47,12) 


$ 48. Absorption dans le plasma à la limite 
des hautes fréquences 


Le domaine de fréquences dans lequel la formule (44,9) est va- 
lable pour la partie imaginaire de la permittivité du plasma est li- 
mité par les inégalités Q, > © > vas; l'inégalité de gauche exprime 
la condition générale d’applicabilité de l'intégrale des collisions 

1) Dans le domaine essentiel pour l'intégrale E — 1/Lç, c'est-à-dire que 
x = Â/a;Li®. Dans ces conditions 

Xae aelaiLil® Co (Te/Til)P8 > 1 
conformément à l'hypothèse adoptée plus haut. 


& 48] ABSORPTION À LA LIMITE DES HAUTES FRÉQUENCES 243 


avec l'interaction coulombienne mise sous écran. Considérons main- 
tenant un cas limite inverse par rapport à la dernière condition, lors- 
que 

o > Q.. (48,1) 


Signalons tout de suite que dans ce cas la partie réelle &’ de la permit- 
tivité est a priori proche de l'unité et que la partie imaginaire €” 
est petite. 

Ce sont les collisions ei, dont la durée est de l’ordre de la période 
du champ ou plus petite, qui conduisent à la dissipation de l'énergie 
du champ variable extérieur. Cela signifie que pour © > Q,. des 
collisions se produisant à des distances -vr./o & vrelQ, — a, se- 
ron! essentielles. A de telles distances le champ coulombien des ions 
n'est plus mis sous écran et les collisions acquièrent le caractère de 
collisions à deux corps (et non à plusieurs corps que sont en fuit les 
collisions avec l'interaction mise sous écran). Dans ces conditions 
les actes microscopiques d’absorption de l'énergie du champ devien- 
nent des processus inverses du rayonnement de freinage (de Brems- 
strahlung) lors des collisions à deux particules chargées. Ceci permet 
d'exprimer €” moyennant la section efficace de rayonnement de 
POV à l’aide du principe de l'équilibre en détail (V. L. Ginsburg, 
1949). 

La dissipation Q de l’énergie du champ électromagnétique par 
unité de volume et unité de temps s'exprime en fonction de €” par 
la formule (30,4). Pour pouvoir lier cette grandeur à la section effi- 
cace de rayonnement de freinage admettons que le champ est engendré 


par une onde monochromatique plane dans laquelle la densité d'éner- 
gie est égale à 


TT Br 8x 


(dans cette dernière expression on suppose que E est exprimée sous 
forme complexe, cÎ. note au bas de la page 160) ; étant donné que la 
permittivité est proche de l'unité, nous posons ici £ = 1. Après cela 
la formule (30,4) peut être mise sous la forme 


Q = we'é. (48,2) 


D'un autre côté, la dissipation est égale à la différence entre 
l’énergie Q,r, absorbée lors des collisions entre les électrons et les 
ions et l'énergie rayonnée dans ces collisions. On a en vue précisé- 
ment l'énergie Qua de l'émission induite (et non spontanée) qui con- 
duit à l'apparition de photons cohérents avec le champ initial et en 
ce sens indiscernables de lui. 

Ecrivons la section efficace d'émission spontanée d'un photon, 
c'est-à-dire de rayonnement de freinage ordinaire, sous la forme 


do, = 208) B(e—8— ho) D dp'. (48,3) 


1G* 


244 COLLISIONS DANS LE PLASMA [CH. IV 


lci, k est le vecteur d'onde du photon, p et p’ sont les impulsions 
initiale et finale de l’électron. Le produit Nvdo., (où N; est la den- 
sité de nombre d'ions) exprime la probabilité d'émission d’un photon 
par un électron par unité de temps; la fonction w (p’, p) dépend aussi 
de la polarisation du photon émis. En intégrant sur les directions 
de p’ etk et en sommant sur les polarisations du photon, on obtient 
la section efficace différentielle (par rapport aux fréquences) de 
rayonnement de freinage do, ; la fonction ô intervenant dans (48,3) 
est éliminée par l'intégration sur &’ — p’°/2m. Ainsi, 


&äm?v' =, 
uw° do 
nvc ï 


où w (p, p')est la valeur de la fonction w (p, p') moyennée sur les 
directions de pet p’ ; cette valeur ne dépend plus de la polarisation 
du photon, de sorte que la sommation sur les polarisations se réduit 
à la multiplication par 2. En introduisant un « rayonnement effi- 
cace » x, défini par 


do, = 


hodo, = x,d0, 
exprimons w sous la forme 
= ñvcs 
Dr TE TES (48,4) 


La section efficace d'émission induite ne diffère de (48,3) que par 
le facteur Vie qui traduit le nombre de photons dont l'état quanti- 
que se caractérise par le vecteur d'onde k et la direction de polarisa- 
tion e est orientée suivant E (voir IV, $ 44). Aussi l’énergie totale 
d'émission induite est-elle égale à 


, ak , 
Qu = Ni D À Nuchow(p’, p} f(p)5(e—e"—h0) er dp dip', 
e 


où f(p) est la fonction de répartition des électrons. Dans ce qui 
suit nous considérons que cette fonction est maxwellienne et dé- 
pend uniquement de la valeur absolue p. En moyennant sur les di- 
rections de pet p’ et en remarquant que vu la monochromaticité du 


champ on a 
dk _ $ 
2 \ Nue (2x5 ho ’ 
e 


récrivons Qina Sous la forme 


Qina = M8 À wf(p)8(e—2" — hw) d'p asp”. (48,5) 

On calcule d’une manière analogue l'énergie absorbée lors des 
transitions inverses avec une variation de l’impulsion de l’électron 
p — p (diffusion inélastique d’un électron dans un champ électro- 
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magnétique). Suivant le théorème de l'équilibre en détail, les fonc- 
tions de probabilité w déterminant les sections efficaces des proces- 
sus direct et inverse sont égales l’une à l’autre. Aussi l'expression ob- 
tenue pour @,:. ne diffère-t-elle de (48,5) que par la fonction de 
répartition f (p°) au lieu de f (p). La dissipation Q = Q,bs — Qina 5 
en comparant cette expression avec (48,2), on obtient 

e= TL | wif(p)—f(PN6(E—E"— ho) dpdip'. (48,6) 


[A] 
Bornons-nous aux fréquences pour lesquelles 
ho <T. (48,7) 


Alors la différence p° — p est a ce qui permet de poser 
L 


et, dans les autres facteurs, p — p'. En le portant dans (48,6) et en 


exprimant w moyennant x, à partir de (48,4), on obtient finalement 
l'expression suivante pour la partie re. de la permittivité: 


e"(o) NN, ee + _ (DXe), (48,8) 


où les chevrons indiquent une moyenne sur la répartition maxwellien- 
ne des électrons. 

Appliquons cette formule aux deux cas limites: au cas classique 
et à celui de Born. Dans le premier cas, c’est-à-dire pour 


ze/hv > 1, (48,9) 


nous limiterons encore le domaine de fréquences © > Q, par un in- 
tervalle plus étroit 


mue/2e > © > Q, (48,10) 


(la"grandeur placée à gauche est l'inverse du temps de parcours de 
l’électron à une distance de l’ion à laquelle l’angle de diffusion de- 
vient —1); il est facile de voir que des conditions (48,9) et (48,10) il 
résulte automatiquement la condition (48,7). Dans le cas quasi 
classique le rayonnement efficace aux fréquences définies par (48,10), 
résultant d’une collision de l'électron avec un ion jau repos, s’ex- 
prime par la formule 


16z2e° 2mvS 
EL «D 


où y = € — 1,78 ..., C étant la constante d' Euler (voir II, (70,21)). 
En reportant cette expression dans (48,8) et en calculant la moyen- 
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ne !), on obtient 


r_ AV2n zaN, Q 25/273/3 . 
= Dames © Lion - (48,12) 


Dans le cas de Born, c’est-à-dire pour ze*/hv € 1, le rayonnement 
efficace aux fréquences fo € T est donné par la formule ©) 


416z°e5 2mv° 
lo = per 10 (48,13) 


Le calcul d’après (48,8) conduit à l'expression 


7 AV can, 4T 
= 3 MATE © M po" (48,14) 


qui ne diffère de (44,9) que par l'argument du logarithme. 


E 


$ 49. Théorie quasi linéaire de l’amortissement 
de Landau 


La théorie des oscillations de plasma exposée au cours des $$ 29 à 

32 est fondée sur la résolution de l'équation cinétique à l’approxima- 
tion linéaire de la théorie des perturbations. La condition de son 
applicabilité est la petitesse de la correction ôf à la fonction de ré- 
partition (29,2) par rapport à la fonction f, non perturbée : 

eE ôfo 
Pour des oscillations de plasma faiblement amorties de fréquence 
=Q, et de vecteur d'onde k € Q,/vr. il faut donc que 

eE£ ôfo 

Se op he 
Pour le plasma maxwellien, cette condition peut s'écrire (après 
l'élévation au carré de ses deux membres) sous la forme 


Elan & NT. (49,2) 


Sous cette forme elle est susceptible d’une interprétation physique 
simple : la densité d’énergie du champ d’onde doit être de beaucoup 
inférieure à la densité d'énergie cinétique des électrons du plasma. 

La condition (49,2) assure la petitesse de la correction ôf pour la 
masse principale d'électrons. Mais même dans le cas où cette condi- 


1) On utilise la valeur de l'intégrale 
a 
\ e*]Inzdrz= —C. 
r) 
2) Voir IV, (92,16). En passant de cette formule à (48,14), on a également 
tenu compte de ce que pour ñw & T = mvé, l'électron ne perd par suite de 
l'émission qu'une petite fraction de son énergie. 
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tion est réalisée, il existe un nombre relativement petit de particu- 
les pour lesquelles la condition (49,1) peut être transgressée. Ce sont 
des particules qui se déplacent presque en phase avec l'onde (kv = 
æ o)et participent par là même à l'amortissement de Landau (par- 
ticules résonantes); un champ même faible peut faire sensiblement 
varier leur fonction de répartition. Cette variation sera un effet 
non linéaire, de sorte que son caractère dépend fortement de la 
composition spectrale (suivant w et k) du champ d'onde; le fait est 
que c'est seulement à l'approximation linéaire que les différentes 
composantes de Fourier du champ sont indépendantes dans leur 
action sur les particules. 

Nous allons considérer ici les perturbations électromagnétiques 
dans le plasma, représentant un ensemble des ondes de plasma dont 
les vecteurs d’onde prennent une série continue de valeurs dans un 
certain intervalle Ak. 

Si la perturbation initiale contient un large spectre de vecteurs 
d'onde % = Q./vr., l'amortissement de Landau s'étend à un grand 
nombre des électrons qui se trouvent dans les mêmes conditions 
{en ce qui concerne l’action qu’ils subissent de la part du champ). 
Il en résultera que la déformation de la fonction de répartition sera 
relativement petite à toutes les vitesses ; la théorie linéaire sera donc 
applicable (sous la condition (49,2)) à toute l’évolution de la per- 
turbation. 

Par contre, si la perturbation ne contient les vecteurs d'onde que 
dans un intervalle étroit Ak autour d’une certaine valeur À, pour 


laquelle £s € Q./vr., l'intervalle de résonance de vitesses des élec- 
trons 


JA] A < JAk|, vo= 2e Ke (49,3) 
0 


sera lui aussi petit et situé autour de la valeur v, > v.. Le nombre 
des électrons qui participeront à l'amortissement de Landau sera 
donc relativement petit, de sorte que leur fonction de répartition 
pourra subir une variation considérable. 

Nous exposerons la théorie quantitative de ce phénomène pour 
le cas où la perturbation est constituée par une onde presque mono- 
chromatique dont l'amplitude et la phase sont modulées dans l’es- 
pace suivant une certaine loi statistique. Le spectre de valeurs de k 
de la perturbation initiale est étroit 


| Ak l/k, € 1, (49,4) 

mais en même temps 
IAk|] 14 [el@ol \ 1/2 = 
> () (49,5) 


où qe est l’ordre de grandeur de l'amplitude de potentiel du champ 
électrique des ondes (le sens de cette condition sera expliqué plus 
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loin); notons qu’en vertu de (49,2) (où £ — kg) l'expression au 
second membre de l'inégalité (49,5) est petite: e | po |/mrè € 1. 
Nous supposerons aussi qu'en moyenne le champ est uniforme dans 
tout le volume du plasma; cela signifie que le carré E° moyenné sur 
la distribution statistique des phases et des intensités des ondes ne 
dépend pas des coordonnées (une telle moyenne est équivalente à 
la moyenne sur des régions de l’espace de dimensions Az > 1/|Ak|). 
- Représentons le champ E à l'instant initial par l'intégrale de 
ourier 


:. dk . 
E= [Erenr (49,6) 
où EX = Eÿ en vertu de la condition de réalité. L'hypothèse (49,4) 


sur le caractère de la perturbation initiale signifie que l'intégration 
dans (49,6) ne s'effectue en fait qu’au voisinage des points k — +k,. 
Quant à la condition d’homogénéité spatiale de la perturbation, 
elle est facile à formuler en écrivant le tenseur quadratique EVE, 
sous forme d'’intégrale double 

EEn= \ \ ErcE pet (k+k’) _. 


Après être moyennée sur la distribution statistique cette expression 

doit devenir indépendante de r'). Pour cela la valeur moyenne 

(ExaEx8) doit contenir la fonction delta 6 (k +k’). En tenant 

compte aussi de ce que les ondes de plasma sont longitudinales, on 

peut écrire 

kakg : ; ä 

(ExaEur) = (21) “EE (E2)16 (k + k'). (49,7) 

Cette relation doit être considérée comme la définition des grandeurs 

désignées ici par le symbole (E*);. Notons que ces grandeurs sont 

réelles. L'expression (49,7) n’est nulle que pour k = —k’ et est sy- 

métrique par rapport aux permutations de k et k’. C’est pourquoi 

Œ*)x = (E°)x et le changement de signe de k est équivalent à la 

conjugaison complexe. Le carré moyen (E°) s'exprime en fonction 
de ces grandeurs suivant 

dk 

Œn= | En Er. (49,8) 

L'intégration dans (49,6) et donc dans (49,8) se fait, comme il à 

déjà été indiqué, sur les voisinages des points k, et —k,. 1l est pour- 

tant plus commode d'éliminer le vecteur —k, en représentant (49,ti) 


1) Pour les perturbations du type considéré les intégrales E, — 


: \ E (r)e-{kr ®z divergent en fait puisque E (r) ne disparaît pas à l'infini. 


Cependant cette circonstance est sans importance pour des déductions formel- 
les qui ont affaire à des carrés moyens de valeurs certainement finies. 
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sous la forme 


E — \ Eeixr 
k=ke 
où l'intégration ne se fait déjà que sur le voisinage du point k = k, 
et le symbole c.c. indique une expression complexe conjuguée. Par 
conséquent, l'expression (49,8) s'écrira sous la forme 


d& 
_. +c.c., (49,9) 


3 2 
(Æ?)= 2 \ Eh er (49,10) 
k= ke 
et les relations (49,7), comme suit: 
kakp 


(Ena Et) = (27)9 (Eu SE 6 (k—k'), 


(EraE 8) = 0. 
L'évolution temporelle ultérieure de la perturbation (49,9) sera 
représentée par l'expression 


dk 
_ à (kr-ot) . 
Fe : eitkr-ot) E, (1) BE) + c.c., (49,12) 


(49,11) 


où o (k) = Q, est la fréquence des ondes de plasma et les coeffi- 
cients Ex (ft) subissent de lentes variations par suite de l'amortisse- 
ment de Landau. Représentons sous une forme analogue aussi la 
fonction de répartition des électrons 
1 
f=fott, p)+{ | fu (t, p) ei &r-ur) Ds +esc.}. (49,13) 
k=ke 

L'expression entre accolades représente la partie « désordonnée », 
rapidement oscillante dans l’espace et dans le temps, de la varia- 
tion de la fonction de répartition; elle disparaît par la prise de 
moyenne statistique des ondes. Quant au terme f, (t, p), il traduit une 
distribution moyennée, lentement variable ?). 

Notre but consiste à obtenir un système d'équations déterminant 
l'évolution des caractéristiques moyennées du plasma : des fonctions 
(E°)x et fo (t, p). Pour qu'un tel système soit fermé, ces caractéristi- 
ques doivent recouvrir tous les électrons participant aux effets non 
linéaires qui nous intéressent. À cet effet, l'intervalle de vitesses 
(49,3) correspondant à la dispersion Ak des vecteurs d'onde doit. 
à son tour recouvrir largement dans tous les cas l’amplitude d'oscil- 
lations de la vitesse des électrons sous l’action du champ des ondes 
qui sont en résonance avec elles. C'est précisément cette condition 
qui est traduite par) l'inégalité! (49,5); (elol/m)/* est l'ordre de 


1) On RE garde à ne pas la confondre avec la distribution d'équilibre 
de Maxwell ! 
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grandeur de l'amplitude indiquée. En effet, dans un système de 
coordonnées en mouvement à la vitesse de phase de l’onde, le champ 
dû à cette onde est statique et représente une suite de bosses de po- 
tentiel de hauteur | q, |. Dans ce système, l’électron de résonance 
effectue des oscillations entre deux bosses et sa vitesse varie dans 
l'intervalle entre (2e g |/m)!/°. 

Une des équations qui lient (E*)x à f, exprime l'amortissement 
de Landau de chacune des composantes de Fourier du champ: 


L (Eh = —2yx (Er (49,14) 


vu = 21260, \ Te 6 (w—kv) p (49,15) 


est, suivant (32,6) et (30,1), le coefficient d'amortissement d'am- 
plitude des ondes ; le facteur 2 au second membre de l'équation (49,14) 
est lié à ce que la grandeur (E°)k est un carré. 

On obtient une seconde équation en partant de l'équation ciné- 
tique d'un plasma sans collisions: 


ôf of ôf 
at Va Ep — 0. (49,16) 


Commençons par l'appliquer, à l’approximation linéaire, à une com- 
posante de Fourier distincte de la perturbation. Dans le dernier 
terme de l'équation, qui contient déjà une petite grandeur Egeitkr-"1), 
posons f Æ fo. Dans le premier terme, négligeons la variation lente 


de f£ en fonction de ft. Finalement on obtient pour f, une expression 
ordinaire 


Ex à 
fe (49.17) 


et comme toujours, dans les intégrations ultérieures par © on doit 
entendre © + i0. 

Ensuite, portons dans (49,16) les expressions complètes de E et 
sous la forme (49,12) et (49,13) (avec fx donnée par (49,17)) et calcu- 
lons la moyenne sur la distribution statistique des ondes à l’aide de 
(49,11). Par suite de ces opérations tous les termes linéaires en per- 


turbation disparaissent, tandis que les termes quadratiques détermi- 
nent la dérivée?0/f,/ôt sous la forme 


9/0 = 9 df \ Li (EX x 


dt Pa  0P8 


&k 
[ i _ i dk 
w—kv+i0 5—kv—i0 Jj (27) ° 
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En remplaçant la différence entre crochets, suivant (29,8), par 
275 (© —kv), on obtient finalement 


dfo _ 0 (n) Of, 
FE Pa ( ap aps }. (5528) 


où 


(27) 
k=ko 


DS} (p)= 2e | (Er SE 6(u—k) ET. (49,19) 


Les équations (49,14) et (49,18) constituent le système complet cher- 
ché. La théorie des ondes de plasma basée sur ces équations est dite 
quasi linéaire |). 

L’équation (49,18) a la forme de l'équation de diffusion dans 
l’espace des vitesses où D joue le rôle du tenseur de coefficients 
de diffusion (l’indice « n » rap- k 
pelle que cette « diffusion » est 1/00) 
liée à l'effet de la non-linéarité). 
Ces coefficients, considérés en 
tant que fonctions de la vitesse 
des électrons, sont non nuls dans 
l'intervalle Av au voisinage de w 
lié à la dispersion Ak par (49,3). 
C'est dans ce domaine des vites- 
ses que se produira la diffusion 
et donc sera déformée la fonction 
de répartition (qui demeurera 
maxwellienne pour toute la mas- 
se restante d'électrons). Le ca- 
ractère de cette déformation dé- 
coule avec évidence des proprié- 
tés générales de tout processus 
de diffusion : la diffusion conduit Fig. 13 
à un aplatissement, c'est-à-di- 
re, en l'occurrence, à l'apparition dans la « queue» de la fonction 
f (p) (pour v & v > vre) d'un plateau de largeur — Av comme le 
représente schématiquement la figure 13. Notons que pour un tel 
caractère de la déformation c’est surtout la dérivée 0f,/dp qui varie, 
tandis que la valeur elle-même de f, reste proche de la valeur max- 
wellienne. 


1) Elle a été développée par 4. 4. Védenov, E. P. Vélikhov et R. Z. Sag- 
déev (1961). Les équations (49,14), (49,18) ont été énoncées aussi indépendamment 
d'eux, par Y. À. Romanov et G. F. Philippov (1961) et par W. Æ. Drummond 
et D. Pines (1961). 5 


— 41 "4 _ 
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Evaluons le temps de relaxation 1, de ce processus. Comme il 
s'agit de l’aplatissement dans l'intervalle Ap = mAv, il vient 


T% — M (Av)/D). (49,20) 


Pour évaluer le coefficient de diffusion, remarquons que d’après 
(49,10) (Ex (Ak/27n)° — (E°). Quant à la présence de la fonction à 
dans l'expression à intégrer (49,19), elle est équivalente, en ce qui 
concerne l’ordre de grandeur, à la multiplication de l'intégrale par 
1/v, Ak. Ainsi, on a 
. e? (E°) e? (E°) 

DR RE 69:20 
Enfin, en exprimant (E?) par l'intermédiaire de l'amplitude 
d’oscillations du potentiel (—k? | @ |*) et en reportant (49,21) dans 
(49,20), on trouve !) 


(Av)s 
ko (elPol/m)? * 


Dans l’exposé qui précède on suppose bien entendu que le temps 
Th est petit comparativement au temps d'amortissement de Landau: 
Tn € 1/y; dans le cas contraire, les ondes seront amorties avant 
que les effets de non-linéarité aient le temps de se manifester. En 
même temps, l’applicabilité de l'équation (49,14) suppose la peti- 
tesse du temps 1/y devant le temps de libre parcours moyen des élec- 
trons: 1/y << 1/v,, où v. est la fréquence moyenne des collisions. 
Cette dernière condition ne garantit pas encore qu'il est légitime de 
négliger les collisions dans le phénomène considéré (c'est-à-dire qu’il 
est légitime d'utiliser ici une équation cinétique sous la forme 
(49,16)) : pour être compétitif avec les effets de non-linéarité ce n’est 
pas le temps total de relaxation collisionnelle qui importe mais 
seulement le temps de relaxation collisionnelle dans l'intervalle de 
vitesses Av; nous le désignerons par Tec. 

Puisqu'il s’agit de la relaxation dans un intervalle Av situé près 
de la valeur v, 5 vr. et ne comprenant qu'une fraction relative- 
ment petite de tous les électrons, la situation est analogue à celle 
que nous avons eue dans le problème concernant les électrons d’em- 
ballement. Le processus considéré est une diffusion dans l’espace des 
impulsions avec le coefficient de diffusion 


t,— (49,22) 


4 6 
D(oD = mevee (v)vre=-MEEPete D Merde (49,23) 


1) Pour Av = (e| Po |/m)t/?, lorsque la théorie exposée n'est en toute ri- 
gueur plus applicable (le signe — au lieu du signe # dans (49,5)), cette évalua- 
tion donne Tn — kg? (m/e | po |)'/3. C'est précisément à ce résultat qu'il fallait 
s'attendre lorsque la dispersion des vitesses de résonance A» coïncidait avec 
l'amplitude de vitesse des électrons lors de leurs oscillations dans le champ de 
l'onde: l'ordre de grandeur de 7, coïncide avec la période de ces oscillations. 
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(le coefficient devant 0f/0p dans la densité de flux dans l’espace des 
impulsions (45,5)). 

Le temps cherché de relaxation collisionnelle dans l'intervalle Av 
diffère de (49,20) par l'emploi de D(col) au lieu de DM): 


LS m3 (Av)? (A) v 3 
Tool — eo —  Whevee WT) (=) ‘ (49,24) 
Pour 
Ta > Tcol (49 ,25) 


(c'est-à-dire pour D(n € D(ol)) les effets non linéaires ne jouent 
aucun rôle : les collisions arrivent à maintenir la distribution max- 
wellienne au voisinage de v, malgré la perturbation due au champ 
d'onde ; par voie de conséquence, le coefficient d'amortissement de 
Landau y sera donné par une expression ordinaire correspondant 
à la valeur maxwellienne de la dérivée ôf/ôp au voisinage de vs. 
Ainsi, l'inégalité (49,25) exprime la condition d'’applicabilité de la 
théorie rigoureuse de l'amortissement de Landau. Rappelons en 
même temps que la théorie quasi linéaire que nous exposons est 
valable sous une condition beaucoup plus faible’(49,2). La condition 
(49,25) peut être représentée sous la forme 

E* 7= {vo 3*A0 ls 

De € NeTa[ V'An Lnv (re) Eee]; 1(49,26) 
où n = e°N{/3/T est le paramètre de teneur en gaz. La petitesse du 
facteur entre crochets illustre la faiblesse de la condition (49,2) par 
rapport à (49,25) 1). 

Dans le cas limite inverse, lorsque +, & Te, les effets non li- 
néaires provoquent une diminution considérable, dans le rapport de 
D(coD/D(), de la dérivée 0f/ôp dans le domaine indiqué. Le coef- 
ficient d'amortissement de Landau subit une diminution corres- 
pondante. 


$ 50. Equation cinétique pour un plasma relativiste 


Si les vitesses des particules (des électrons) dans le plasma ne 
sont pas petites comparativement à celle de la lumière, l'équation 
cinétique doit être écrite en tenant compte des effets relativistes 
(S. T. Béliaev, G. I. Boudker, 1956). 

Montrons au préalable que la fonction de répartition dans l'es- 
pace des phases f (ft. r, p) est une grandeur invariante du point de 


1) Comme il a déjà été dit, la théorie strictement linéaire est aussi appli- 
cable dans le cas où +, > 1/y. Cette condition qu'on peut mettre sous la forme 


suivante é 
E Av \2 Av 
a <nere[() +] 
peut s'avérer plus faible que (49,26). 
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vue relativiste. Pour cela remarquons que la densité spatiale de par- 
ticules et la densité de leur flux, c'est-à-dire les intégrales 


N = \ fdp, i— \ vf dp, 


doivent former un quadrivecteur & — (cW, i) (cf. 11, $ 28)!). En 
tenant compte de ce qu'en mécanique relativiste la vitesse d’une 
particule d’impulsion p et d'énergie e est v — pc*/e, on peut écrire 
ce quadrivecteur sous la forme 


Mec | pti, (50,1) 


où p# — (e/c, p) est une quadri-impulsion. Mais l'expression d°p/e 
est un quadriscalaire (voir II, $ 10). 1l est donc clair que du fait 
que l'intégrale (50,1) est quadrivecteur il résulte que la fonction f 
est un quadriscalaire ?). 

En passant à l'établissement de l'équation cinétique, remarquons 
que les calculs faits au $ 41 restent en vigueur dans le cas relativiste 
aussi jusqu’à l’expression (41,3) avec (41,4) donnant la densité de 
flux dans l’espace des impulsions. 1] faut calculer de nouveau seule- 
ment les grandeurs 


1 À ‘ 
Bas \ JaQhVrel do. (50.2) 


La grandeur v.. est ici comme précédemment la vitesse relative 
de deux particules. Rappelons toutefois qu'en mécanique relativiste 
elle est définie comme la vitesse de l’une des particules dans le ré- 
férentiel où l’autre particule est au repos et qu’en général elle ne 
se réduit pas à la différence v —v’ (voir II, $ 12). 

Commençons par élucider le caractère de transformation propre à 
ces grandeurs. Le produit 


Ureid0 - ff" dSp dp’ zx dt 


est le nombre d'actes de diffusion se produisant dans un volume 
dx pendant un temps dt entre deux particules dont les impulsions 
sont comprises dans des intervalles donnés dp et dÿp' ; de par sa dé- 
finition même ce nombre est un invariant. Récrivons-le sous la 
forme 

CA do-f-f. EP. EP, dx dt 


E E 


1) Dans ce paragraphe les lettres latines k, ! désignent les indices vectoriels 
quadridimensionnels. Le produit scalaire de deux quadrivecteurs a et b est dé- 
signé comme (ab) = a3bh. 

2) Quant à la fonction de répartition suivant les seules impulsions, c’est-à- 
dire à l'intégrale f (4, p) = \ f(, r, p) dr, elle n’est plus un quadriscalaire 
(c'est précisément une telle fonction qui est considérée dans II, $ 10). 
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et, en remarquant que les cinq derniers facteurs (séparés par des 
points) sont invariants, concluons que le premier facteur ee’v.e do 
est lui aussi un invariant. ]l en résulte à son tour que les intégrales 


Wkl— <ue' \ q“q'Ure dO (50,3) 


forment un quadritenseur symétrique. Quant aux grandeurs (50,2), 

elles sont liées aux composantes spatiales de ce quadritenseur par 
B 

me. (50,4) 


E8 


Bo; un 


Calculons d’abord le quadritenseur (50,3) dans un référentiel où 
l'une des particules (disons la particule e) est au repos. La section 
efficace relativiste de diffusion de Rutherford de particules e” par 
des particules e au repos (avant collision) dans le cas des petits angles 
de diffusion % est de la forme !) 


4(ee')2e°3 
d=— 


Un même calcul que celui fait lors de l'établissement de (41,8) 
conduit à l'expression suivante pour les composantes spatiales du 
quadritenseur (50,3) : 


274 dx. (50,5) 


WoB = On (ee L (0 *6ap — vavÿ) me À. (50,6) 


Quant aux autres composantes, elles doivent être considérées comme: 
nulles: 


W0 = Wa = 0. (50,7) 


En effet, la variation de l’énergie des particules lors de la collision 
(g°) dans le référentiel considéré est une grandeur du deuxième ordre 
en petit angle de diffusion ; aussi W°« et W9® seraient-elles des gran- 
deurs du troisième ou du quatrième ordre de petitesse. alors que 
toute la déduction de l’intégrale des collisions se fait à des gran- 
deurs du second ordre près. 

De (50,6) et (50,7) on tire 


WÈ = —WS = —4n (ee) Lmc®° e'/v'. 


Ce quadriscalaire peut être mis sous la forme invariante si l’on re- 
marque que dans le référentiel où la particule e est au repos on a 


[(@u’)3—1J1/? 
m'c?? (uu”) 


n— Se 
(uu') = =— 


? 


1) Cette expression se rapporté à la diffusion des électrons tant par les 
électrons que par les ions. Dans le premier cas elle s'obtient à partir de IV, (81,7) 
et dans le second, à partir de la section efficace de diffusion par un centre cou- 
lombien immobile IV, (80,7). 
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, 


où u* — p“/mc, u'* = p'*/m'c sont les quadrivitesses des deux 
particules. 11 vient donc 


Wi = —4n (ee'}? Lmm'c Se (LES . (50,8) 
De (50,6) et (50,7) on déduit aussi que 
Wälu, = Wälu; = 0, (50,9) 


et la forme de ces égalités étant invariante relativiste, elles sont 
valables dans tout référentiel. 

L'expression du quadritenseur W#“!, valable dans tout référentiel, 
doit évidemment être symétrique par rapport aux deux particules. 
La forme générale d’un tel quadritenseur dépendant uniquement 
des quadrivecteurs u* et u’* est la suivante: 


WA = agit + B (uut + vu!) + 6 (utu'! + u'ut), 


où &, B, à sont des scalaires. En déterminant ces scalaires à partir 
des conditions (50,8) et (50,9), on obtient 


RI : mm'ei (uu’)3 
W*'—=2n(ee PL Te pe * 


X {—{(uu’}— 1] gft— (uhut ut) L(uut) (uku!—u'kul)}. (50,10) 


Enfin, en prenant la partie spatiale de ce quadritenseur dans un 
référentiel quelconque, on obtient en définitive l'expression sui- 
vante pour les grandeurs B,4 entrant dans l’intégrale des collisions : 


#\2 A vv/ 2? , 
Be = 21 (ee 2 L RACE {[v2v 2% 
112 2 2 CO = 
x (1-5) — 1] 55% veus — LE vavé + (50,11) 


+ (1e ) vavitrun}, 


sont les multiplicateurs lorentziens pour les deux particules. Notons 

que malgré sa forme plus compliquée (que dans le cas non relati- 

“viste) le tenseur tridimensionnel (50,11) satisfait aux relations 
Bagve —= Bopvs. (50,12) 


Pour évaluer le logarithme coulombien, notons que dans le cas 
relativiste c’est la situation de Born qui a lieu; z°/hiv — zeffic € 1. 
C'est pourquoi pour les collisions ee et ei on a 


L & In (pa/h) & ln (T,alhc). (50,13) 
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Pour les collisions ii il faut remplacer 7, par T,; (si les ions sont 
eux aussi relativistes) ou se servir des expressions non relativistes. 

L'équation cinétique avec l'intégrale des collisions coulombienne 
garde son sens tant que la diffusion de Rutherford constitue la 
cause principale de la variation d’impulsion et d'énergie de l’élec- 
tron. Le processus concurrent est ici le rayonnement de freinage 
(et aussi l’effet Compton si le plasma contient un nombre considé- 
rable de photons). La section efficace (de transport) de diffusion de 
Rutherford est de l’ordre de grandeur 


e 


ns (ER) Lee (E) (RE) 2. Goun 


Quant à la section efficace de rayonnement de freinage des photons 
d'énergie #o — T,, elle est 


Te 
mc® 


(50,15) 


Gr 7 (SE) In 


(cf. IV, (93,17)). Ces deux sections s’égalisent pour 


Te | 137L 
mc 1n (137L) 


Problèmes 


1. Calculer la vitesse de transfert de l'énergie des électrons de température 
T. > mc* aux ions de température T; & Meî. 

Solution. Les calculs faits au $ 42 restent en vigueur jusqu'à (42,3) y 
comprise. Quant aux grandeurs B(4), on les prend à partir de (50,4) et (50,6) 
en y posant v’ Æ c: 

B{eÿ) = 4netz®L}e. 
Finalement on trouve 


dE _.__ dEe =(1-2) anze4N NL 
dt dt Te Mc ? 

En exprimant l'énergie des électrons ultrarelativistes en fonction de leur tem- 

pérature suivant E, = 3T,N, (voir problème dans V, $ 44), on obtient 


aTe 4nzteiN;L 

dt 38McT e 
2. Déterminer la conductivité électrique d'un plasma lorentzien relati- 
viste. 


Solution. Dès qu'on a négligé les collisions ee et passé à la limite 
M — oo, la résolution dans le cas relativiste devient la même que celle du 


problème non relativiste au $ 44. Pour la correction à la fonction de réparti- 
tion dans un champ électrique constant (© = 0) on obtient de nouveau 


eEv 
= Te l 


= —(Te—Ti) 


17—-01298 
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(cf. (44,5)) à cette différence près que la fréquence de collisions se détermine 
maintenant par la section efficace relativiste de diffusion de Rutherford : 


= _ x? ,_.__ AnzteiL 
Va (P)=Nior, | Er 


En calculant le courant comme l'intégrale | vôf d'p, on obtient pour la 
conductivité 
— _{v°p°) 
12nze TL ° 


Dans le cas ultrarelativiste v æ c, (p°) = 12 (7./c)®, si bien que 
o = cTelnzeL. 


$ 51. Fluctuations dans le plasma 


La théorie des fluctuations dans le plasma est construite en 
principe de la même façon que dans les gaz ordinaires ($$ 19, 20). 
Les corrélateurs successifs, par exemple 


(ôfa (ts Tir Pa) Ôfb (las Tor Pe))s (8@ (trs F1) Ofa (£2s las P2)) 


(où w est le potentiel de champ électrique ; les indices a, b désignent 
les espèces de particules), vérifient pour t = t, —t, >> 0 le même 
système d'équations — de l'équation cinétique linéarisée et de 
l'équation de Poisson linéarisée — que la fonction de répartition 
fa et le potentiel . La résolution de ce système exige que l’on con- 
naisse, comme condition initialé, les corrélateurs simultanés cor- 
respondants. Mais, à la différence d’un gaz de particules neutres en 
équilibre, le plasma est le siège d’une corrélation simultanée entre 
les positions des différentes particules liée à leur interaction coulom- 
bienne et s'étendant à une grande distance (—a). Dans le cas d’équi- 
libre cette corrélation est décrite par des corrélateurs de densité 
qui ont été calculés dans V, $ 79. Dans les cas hors d’équilibre la 
détermination des corrélateurs simultanés est un problème délicat. 

Ce problème peut pourtant être résolu sous forme générale dans 
le cas d’un plasma sans collisions. Notons que c’est précisément pour 
un plasma sans collisions que le problème des fluctuations dans l'état 
hors d'équilibre stationnaire se pose de la façon particulièrement na- 
turelle puisque dans un tel plasma toutes fonctions de répartition 


fa (p) dépendant uniquement des impulsions des particules sont, 
en l’absence de champ extérieur, une solution stationnaire de l’équa- 
tion cinétique. Le corrélateur de fluctuations par rapport à une telle 
répartition dépendra, comme dans le cas de l'équilibre, des coordon- 
nées de deux pointset de deux instants de temps seulement par l’inter- 
médiaire des différences r —r, — rs et t —t, —t,+. L'absence 
de collisions dans le plasma signifie dans ce cas que l’on considère 
des temps t petits par rapport à 4/v, où v est la fréquence effective de 
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collisions. La méthode que nous exposons ci-dessous{est applicable 
justement dans ces conditions ; elle adopte dès le début l'hypothèse 
où le plasma est sans collisions. Elle est basée sur la prise de moyenne 
directe des produits des fonctions de répartition fluctuantes exactes 
far, pr) À 

Ces fonctions vérifient les équations 

dfa __ 0fa. da _ 0® fa _ 

Abo a Le op ed (51,1) 
où æ est le potentiel exact de champ électrique, satisfaisant à l’équa- 
tion 

Ap= —4n Ÿ ea | fa dp. (51,2) 
a 
Les équations (51,1) représentent un analogue du théorème de Liou- 
ville. Soulignons que dans ces équations exactes les collisions 
ne sont pas encore négligées. Les fonctions de répartition exactes 


fattr r p)=Ù fr—re(t))ô[p—pa(t)l (51,3) 


(où la sommation est étendue à toutes les particules de l'espèce a) 
tiennent compte du mouvement des particules sur les trajectoires 
r = r, (t) qui sont des solutions exactes des équations du mouve- 
ment du système de particules en interaction. Les équations (51,1) 
peuvent être facilement vérifiées par une dérivation directe des ex- 
pressions (51,3) compte tenu des équations du mouvement des parti- 
cules dans un champ auto-adapté. 

Les équations (51,1) et (51,2) ne sont presque d'aucune utilité de 
par elles-mêmes ; se servir des fonctions de répartition sous la forme 
(51,3) reviendrait à suivre chaque particule séparément. Si elles sont 
moyennées sur des volumes physiquement infiniment petits ©), on 


obtient des équations cinétiques ordinaires. En posant f, = f, + 


+ ôfa, P = p + ôpet en moyennant les équations (sans rien négli- 
ger !). on obtient 

fa. + y Of 06 da 889 ldôfa =. 
at + En — la Tr dp = Ca € Gr PL) , (51.4) 


Ap= An e, | fe dp. (51.5) 


Le second membre de (51,4) est l’intégrale des collisions 5). 


1) Cette méthode appartient à NV. Rostoker (1961) et à Y. L. Klimontoritch 
et V. P. Siline (1962). 
?) Ou, ce qui revient au même, sur les conditions initiales d’un problème 
exact de mécanique, correspondant à l'état macroscopique donné. 
3) Nous reviendrons sur cette expression à la fin du paragraphe et notons 
ur l'instant qu'elle correspond au second membre de l’équation (16,7) dans 
e cas où l'interaction des particules est coulombienne. 


17* 
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En retranchant (51,4), (51,5) des équations exactes (51,1), (51,2), 
on obtient les équations pour les parties fluctuantes des fonctions de 
répartition et du potentiel. Dans ce cas les termes quadratiques en 
ôp et 6f, dans l'équation cinétique décrivent l'influence des colli- 
sions sur les fluctuations. En négligeant ces termes et en considérant 
un cas spatialement homogène, c'est-à-dire en posant 


FA ons Te (p), m — 0, (51,6) 
on obtient les équations 


af CA 250 da — 5: 
Co Von eo op no SEEN 


Aôp= —4n Se, \ 6fa dip. (51,8) 


a 


Ces équations permettent d'exprimer les fonctions ôf, (t, r, p) 
à un instant t quelconque au moyen de leurs valeurs à l’instant initial 
t = 0; il devient possible par là même d'exprimer le corrélateur lui 
aussi 


(ôfa (ls Pis Pi) ôfs (to, los P2)) (51,9) 


par sa valeur à #, = t, — 0. Cette valeur initiale du corrélateur (que 
nous désignerons par £gob (T1 — To Pi: P2)) est dans une mesure 
importante (voir plus loin) une fonction arbitraire des impulsions et 
des coordonnées. Soulignons tout de suite qu’elle n’est pas le corréla- 
teur simultané dont la détermination (ainsi que celle du corrélateur 
successif complet) constitue notre but. Le point central qui assure 
l’effcacité de la méthode que nous exposons consiste en ce que pour 
un choix arbitraire de la fonction g le corrélateur (51,9) ainsi calculé 
se réduit avec le temps (f,, {. étant de l’ordre du temps d’amortisse- 
ment de Landau) à une fonction de la seule différence t = 1, — 1, 
qui ne dépend pas du choix de g. Par là même le problème sera réso- 
Ju : cette fonction limite sera précisément le corrélateur successif cher- 
ché dont la valeur pour {, — t, — 0 donnera le corrélateur simul- 
tané. 

En passant à la réalisation du programme indiqué, introduisons 
les composantes du développement de Fourier unilatéral suivant le 
temps 


Lo] 


Gféx (p) = | dx Ü dt-e-iur-engf, (tr, p), (51,10) 
| Ô 


et d'une manière analogue pour qéx. En multipliant les équations 
(51,7), (51,8) par e-itkr-ot) et en les intégrant sur dt dans les limites 
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de 0 à et sur dir, on obtient 
| . pôle 
i(kv—&) 8f$2 — ieak Le But = Gfau (0 p): 


— 2606 = 47 Se, \ 8 sp. (51,11) 


Nous avons déjà rencontré plus d’une fois les équations de ce type 
(cf. (34,10), (34,11)); elles donnent 


(+) 2 An ôfou (0, pP) æ 
SP = — prie m Dee | Hiver 7 GE 


où e, est la permittivité du plasma caractérisée par la fonction de ré- 
partition f (p) !). En multipliant deux telles expressions et en prenant 
la moyenne statistique de ce produit, on obtient 


(4) sat) = 167? S _ 

(Opui Bpw’k’) = Her(@, Het. k) 2 Cab * 
> (Ofar (0. p) ôfpu- (0, p'}) , : 
are CPdp. (5113) 


La valeur moyenne au numérateur de l'expression sous le signe 
d'intégration est liée à la composante de Fourier g,px (P1, p2) du cor- 
rélateur «initial» ges (F1 — Te, Pi, Pe) par la formule 


(ôfax (0, p) ôfoxe (0, p°)) = (2x) (k + k’)Zavx (P1: P2) 
(cf. (19,13)). Comme toute fonction de corrélation simultanée, le 
corrélateur initial doit faire intervenir un terme contenant une fonc- 


tion & qui exprime les cas où une seule particule se trouve dans des 
éléments confondus de l’espace des phases: 


6avf (P) Ô (r1 — re) Ô (P1 — P2) 


(voir (19,6)). L'image de Fourier de ce terme est ô,2f (p) $ (p1 — p:). 
Ainsi, dans (51,13) il faut poser 


(ôf ak (0, p) ôf bk® (0, pr) = 
= (2n)%6 (k + k°) Lôcvfa (P) 8 (p — p') + lux (p, pl, (51,14) 
où px (p, p’) est une fonction arbitraire lisse (ne présentant pas de 
singularités lorsque p et p’ sont réelles) qui est l’image de Fourier 


d’une certaine fonction pi (r, — re, P1, p.) tendant vers zéro quand 
| r1 — ro | —- oc. 


1) C’est seulement pour simplifier l'écriture des formules que nous suppo- 


serons isotrope la fonction j (p), de sorte que le tenseur diélectrique Exp qui lui 
correspond se réduit aux scalaires € et æ. 
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Lorsque cette expression est portée dans (51,13), le terme conte- 
nant cette fonction arbitraire dans (51,14) donne 


4 (2x)° ô (k+ k’) Uk (P, p’) dp ap’ 
Fes (©, k) eo”, k°) 2 \ TKv—o) iv —0) * (51,15) 


Montrons que cette expression correspond dans la représentation tem- 
porelle à une fonction qui s'amortit rapidement lorsque t ou t’ 
augmente. 

Le passage de la transformée de Laplace (voir note au bas de la 
p. 174) (6puxôplx) à la fonction du temps t, et t, = t, + t se 
fait à l’aide de la formule d'inversion 


(qu (24) 8qu (= | ete sp Ep h) PE, (51,16) 
où l'intégration est effectuée sur des chemins dans des plans des va- 
riables complexes w et w’ passant au-dessus de tous les points singu- 
liers de l’expression à intégrer. Nous nous intéressons à l’asymptote 
de l’expression (51,16) pour t,, £: + oo. Pour la trouver il faut dépla- 
cer les chemins d'intégration vers le bas jusqu’à ce qu'ils ne « s’accro- 
chent » aux points singuliers ; c’est ainsi que la singularité au point 
w —= w, conduit à une dépendance asymptotique de l'intégrale sur 
do vis-à-vis du temps de la forme exp (—io,t). Il est facile de voir 
que l'expression (51,15) ne présente des singularités que dans des de- 
mi-plans inférieurs des variables © ou w’ (mais non sur des axes réels 
de ces variables) et de ce fait l’asymptotique de l'intégrale (51,16) 
avec (51,15) comme (6phrôp{) ne‘contient que des termes amortis. 

Considérons par exemple l'intégrale sur ©. Le facteur 1/e, (w, X) 
figurant dans (54,15) possède des pôles aux zéros de la fonction 
& (w, À) situés seulement dans le demi-plan inférieur de la varia- 
ble w!). L'intégrale sur d°p dans (51,15) présente une même propriété. 
En effet, cette intégrale est de la forme 

| ta 
À =—œ/k—i0 ? 


où : = v, est la projection du vecteur v sur la direction de k et le 
facteur 14 (z) ne pourrait avoir (suivant les propriétés supposées de 
la fonction u4 (p, p’)) des points singuliers que pour des valeurs com- 
plexes de z. Une intégrale de cette forme a déjà été examinée à la 
fin du $ 29 où il a été montré qu'elle ne peut avoir ses pôles que dans 
le demi-plan inférieur de la variable «. 

Ainsi, la partie non amortie, qui nous intéresse, du corrélateur 
n’est due qu'à la contribution apportée par le premier terme de 


1) Il est sous-entendu que la répartition f (p) correspond à l’état stable du 
plasma, de sorte que les ondes de plasma s’amortissent. Il est évident que c’est 
seulement dans un tel cas qu’on peut en général poser le problème des fluctua- 
tions stationnaires. 
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(51,14) à l'intégrale (51,13): 


EpLE) 6qhiie) — 
_ 4 (2n)° ô (k+k’) 2 À Î (p) d'p = 
= — ut bete 52% prete (51141) 


a 


Transformons l'expression sous le signe d'intégration en écrivant 


K@— kv + i0)(u"+kv +0) X 


Er — le 
@— kv+ i0 ©’ kv<+i0 
Lors de l'intégration ultérieure sur w’ dans (51,16) une contribution 
non amortie pour { —+ o provient du résidu au pôle © = —æ — i0 
qui est contourné par le chemin d’intégration comme l'indique la fi- 
gure 14; en ce sens le facteur 

{/(o + w') doit être entendu () 
comme —2niô (wo + w’). Quant —w 

au sens des facteurs 1/(© + kv), 

il se détermine lors de l’intégra- 

tion ultérieure sur & par la for- 

mule (29.8) suivant laquelle 


Î 1 
©—KVEO  &--kv—i0 


= —2niô (0 —kv) 
Fig. 14 
(cette désignation sous-entend 
que les intégrations sur w et w’ se font déjà sur l'axe réel). 
Ainsi, pour calculer le corrélateur à la limite asymptotique des 
grandes valeurs des temps t, il faut effectuer dans l'intégrale (51,17) 


{Co — kv + i0) (w° + kv + i0)]-t — — (2x)*6 (wo + ©’) X 
X Ê(æ©—kv). (51.18) 
Finalement on obtient ?) 
(ôpirkôpus) = (21) 8 (w + w’) 8 (k + k’) (6P'hurs (51,19) 
où 
327 


(8P=)wk = Flat DIE 2e \ fa (P}£(&—kv) d'p. (51,20) 


1) Rappelons pour dissiper tout malentendu que ce n'est pas toute l’ex- 
pression mais seulement sa partie Her par rapport à w + w’ qui déter- 
mine le comportement asymptotique du corrélateur. Dans une expression com- 
plète tous les termes ne contiennent pas 6 (o + w’) puisque la fonction corres- 
pondante de £,, t. ne dépend de la difference t = t,— t. que de façon asymptoti- 
que lorsque f,, {. sont grands. 
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La relation de définition (51,19) (cf. (19,13)) montre que les gran- 
deurs (ô@*)ux représentent l'image de Fourier cherchée de la fonction 
de corrélation, c’est-à-dire le corrélateur spectral. Ainsi, la formule 
(51,20) résout le problème posé pour les fluctuations du potentiel. 

On définit de même d’autres corrélateurs. Par exemple, en expri- 
mant ôféux- à partir de (51,11) en fonction de ôpf,:, en multipliant 
par ôqux de (51,12) et en prenant la moyenne, on obtient le corréla- 
teur du potentiel et de la fonction de répartition :): 


€ak a 8n° # = 
(ÔP Bfa)ak = îe (6)or-+ 7er Je (p) 6 (0 —kv). 


(51,21) 
Rappelons que l'ordre dans lequel sont écrits ôv et ôf, dans le sym- 
bole (6p ôfa)ux est essentiel : par définition (cf. V, (122, 11)) l’ex- 


pression (51.21) est l’image de Fourier du corrélateur spatio-tempo- 
rel 


(8 (£, r) ôfa (0, 0)). 


Si le corrélateur est défini comme (6f, (t, r) ôq (0, 0)}, on aura 
(Éfa0Phor — (0PO/ a) -w-k — (8PÔ/a)ok (51,22) 


(cf. V, (122,13)). 
Enfin, le corrélateur spectral des fonctions de répartition a pour 
expression 


(6fa 6fs)ux = 2100ÿ 8 (Ps — Pa) fa (P1) 8 X 
eatb (ÔP?)ok fa |] ! 
© —kv, +10) (© —kv: — 50) ( Pi 
ôfb ST°eceb dfa \ 5 ô (&—kv:) 
: (k TR) - ro {( 7) fe e (©, ) ok, F0) cs 
7 (km) ; 
+3 +) 7e el (&, k) (@— Te (51,23) 
C'est l’image de Fourier du corrélateur 
(fa (é, r, Pi) ôfs (0, 0, P2)). 


Si dans les formules (51,20) à (51,23) on choisit les fonctions max- 


welliennes f,, en tant que f,, on obtient les corrélateurs des fluctua- 
tions dans un plasma d'équilibre sans collisions. 


X (o—kv;) + 


1) On notera que la règle de contournement dans le premier terme est inver- 
se (© — i0 au lieu de w + i0). Cela est dû à ce que pour © = —6”, k = —k” 


(K'v — & — i0) 2 = — (kv — © + i0)"À, 
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Considérons les fluctuations du potentiel par exemple. Pour le 
plasma maxwellien la partie imaginaire de la permittivité longitudi- 
nale peut être représentée sous la forme 


mr D éà | fo (p)6(0—kv)dp (51,24) 


e(o, k) = 


(voir (30,1) ; la généralisation au cas de plusieurs espèces de particu- 
les est évidente). En introduisant cette expression dans (51,20), on 
obtient 
___ BnTei(w. k) 
(tp? )ok = Ok [er (©, #) [2 e (51,25) 
Quant au corrélateur de l’intensité du champ électrique longitudi- 
nal, il s’écrit 
(EE pjox = kky (ÔP*)w- (51 ,26) 


Ce résultat pourrait certes être obtenu aussi à partir de la théorie 
macroscopique générale des fluctuations électromagnétiques en équi- 
libre exposée dans IX, $$ 75 à 77 !). Suivant cette théorie le corréla- 
teur spectral de l’intensité de champ électrique s'exprime au moyen 
de la fonction de Green de retard qui prend à la limite classique: 
(iw< T) la forme 

2wT 


(EE BJok = Re? 


(voir IX,(76,3), (77,2). Dans un milieu à dispersion spatiale, la fonc- 
tion de Green *) 


Im DR, (w, k) (51,27) 


R änh kakl Anh koh 
Das (or = (bent %e) + (51.28) 
C'est l'introduction de la partie longitudinale (du deuxième terme) de 
cette fonction dans (51,27) qui donne (51,25) et (51,26). 
Enfin, revenons à l'équation (51,4) et montrons que l'expression 
à son second membre 


eu CCE Gp (4 r, p)) (51,29) 


coïncide réellement avec l’expression connue de l’intégrale des colli- 
sions dans le plasma. La grandeur (51,29) s'obtient à partir de la fonc- 
tion de corrélation (ôœ (t, r) ôf, (0, O0)) par dérivation par rapport à 


1) Le champ auto-adapté dans le plasma étant une grandeur macroscopi- 
que, on peut lui appliquer la théorie macroscopique des fluctuations. Quant à 
la fonction de répartition, elle n'est pas une grandeur macroscopique et ses 
fluctuations exigent toujours une étude cinétique. 

2) Cette expression s'obtient à partir de IX, (75,20). si cette dernière est 
divisée par les parties transversale et longitudinale et & est remplacée dans ces 
parties respectivement par e, (w&, k) et ey (o, k). 
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r, après quoi on doit y poser r — 0. Ainsi on trouve 


a dur { duo dk 
Che) = | 1 (6 Bo) Bee = — | Km (69 faux Bar 
(51,30) 


(dans la”dernière égalité on a tenu compte de (51,22)). Mais de (51,21) 
on déduit}(enutilisant aussi (51,20) et (30,1)) 


jf 2e" = 
Im (8 6f)ox = { —nk le (Spthux — pere fe} X 


32ne, 2 ôfa 5 
x e5(0—kve)= — pres D 6 | k { Le Lo — 
b 


—}, 7] 6(0—kv:) Pps-8 (0 —kv.). 


En introduisant cette expression dans (51,30), on ramène facilement 
Na à la forme de l'intégrale des collisions de Balescu-Lenard 
($ 47). 

A propos de la déduction faite il peut paraître surprenant que pour 
calculer l'intégrale des collisions il s’est avéré suffisant de considérer 
les fluctuations dans un plasma sans collisions. Cela s'explique pour- 
tant par le fait que lors des collisions dans le plasma ce sont les com- 
posantes de Fourier du champ électrique avec k :> 1/a 5 1/1, qui 
importent, d’où la possibilité de négliger les collisions. La situation 
qui se présente ici est tout à fait analogue à celle qui avait lieu lors 
de l'établissement de l'équation cinétique de Boltzmann au $ 16. 
En effet, l’équation (16,10) signifie précisément que l'influence des 
collisions sur la fonction de corrélation à deux particules est négli- 
gée. 


CHAPITRE V 


PLASMA DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


$ 52. Permittivité d’un plasma froid sans collisions 


Ce chapitre est consacré à l'étude des propriétés d’un plasma pla- 
cé dans un champ magnétique extérieur ; un tel plasma est dit ma- 
gnétoactif. En obligeant les particules chargées de se déplacer suivant 
des trajectoires hélicoïdales le long des lignes de force, le champ ma- 
gnétique a une grande influence sur le comportement du plasma. Il 
influe en particulier sur ses propriétés diélectriques. 

Rappelons au préalable certaines propriétés générales du tenseur 
diélectrique en présence d'un champ magnétique d'induction B 
(voir VIII, $ 103). De même qu'en l'absence de champ, on a l'égali- 
té (28,6): 


eus (— ©, —k:B) = eïg (w, k:B). (52,1) 


En outre. suivant le principe d'Onsager ce tenseur est symétrique à 
condition que le champ change simultanément de signe !) 


Ear (0, k;B) = £a (©, k; —B). (52,2) 


Soulignons pourtant que cette propriété n’est relative qu’à un plas- 
ma en équilibre thermodynamique, à la différence de la propriété 
(52,1) qui résulte de la définition elle-même de e, ©). 

Dans le cas général le tenseur &,4 peut être divisé en deux par- 
ties: l’une hermitienne. (8,5 + ef)/2, et l’autre antihermitienne, 
(Eas — Efa)/2. Cette dernière détermine la dissipation de l’énergie 
du champ dans le milieu (cf. (30,3)). 


1) La formule (52,2) est écrite d'emblée pour un milieu invariant par rap- 
port à l’inversion d'espace. (Un plasma en équilibre jouit bien entendu de cette 
propriété.) Dans un tel milieu e,, sont des fonctions paires de k. Pour un milieu 
quelconque les relations d’'Onsager sont de la forme 


Etap (©, k, B) = ep (©, —k, —B). (52,2a) 


2) Soulignons aussi qu’il s'agit de la permittivité dans un champ électrique 
variable. Quant à la permittivité longitudinale suaue (w = 0) qui est une 
grandeur purement thermodynamique, elle n'est pas du tout influencée par le 
champ magnétique dans le cadre de la théorie classique (cf. V. 8 52); les gran- 
deurs ey (0, k: B). finies (pour k + 0), coïncident avec e, (0, k: 0). 
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Nous commencerons l'étude du plasma magnétoactif par le cas 
le plus simple, un plasma «froid » sans collisions. La température 
d'un tel plasma est supposée si basse que l'agitation thermique des 
particules peut être négligée (les conditions nécessaires pour cela 
seront énoncées plus loin). À cette approximation la dispersion spa- 
tiale est nulle et la permittivité dépend seulement de la fréquence du 
champ électrique. La dissipation est elle aussi nulle, de sorte que 
le tenseur eg est hermitien 


Eap (05B) = efc (0;B). (92.3) 


Compte tenu de l'égalité (52,1) il en résulte que 
Eap (©; B) = £po ( — ©; B). (52.1) 


En divisant le tenseur hermitien en parties réelle et imaginaire, 
Eap — €os + ieag, On obtient en vertu de (52,2) et (52,3): 


Ecs (©; B) — efa (W;B) — ep (©; —B), 
(52,5) 
Eos (©:B) = — ego (©; B) = — ecp (wo; —B). 


Ainsi, dans un milieu non dissipatif, e,8 sont des fonctions paires et 
es des fonctions impaires du champ. 

Nous supposerons que l'’anisotropie du plasma n'est liée qu’à la 
présence d’un champ magnétique, uniforme et constant, dont l'in- 
duction à l’intérieur du plasma sera désignée par B,. Dans un tel cas 
la dépendance linéaire générale entre l'induction et l’intensité d'un 
champ électrique monochromatique faible est de la forme 


D = e,E + (ey — 21) b (bE) + ig (Ebl, (52.6) 


où b — B,/B; et e:, ey, g sont des fonctions de w et de B,. Sous for- 
me tensorielle cette relation s'écrit D, = ec8Eg, où 

Eap = ETLAT: + (ei _ e1) bebe ee igeapy0y. (52.7) 
Si l'axe des z est choisi dans le sens de B,, les composantes de ce ten- 
seur seront 


Exx — Eyy — El, Ezz — Elle 
Exy = — Eyx = Er Exz = Eyz = Ù. 


(52.8) 


De la condition d’hermiticité du tenseur (52,7) il résulte que les fonc- 
tions 81, ey, g sont réelles, et de la relation (52,4) il s'ensuit que 
e. et e, sont des fonctions paires et g est une fonction impaire de la 
fréquence. Le principe d’Onsager est automatiquement satisfait par 
l'expression (52,7). 

Dans des champs faibles, le tenseur e, £ doit se développer en puis- 
sances entières du vecteur B,. Aussi, quand B, — 0, le coefficient 
e. tend vers une limite finie qui est la permittivité en l'absence de 
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champ magnétique. Quant à la différence e, — ey, elle est © Bi 
et le coefficient g © B4,. 

Le calcul du tenseur eg à l'approximation considérée peut se 
faire directement en partant des équations du mouvement des parti- 
cules dans un champ électrique variable E et un champ magnétique 
constant B, pareillement à ce que l'on a fait au $ 31 pour obtenir la 
formule (31,9)..C'est ainsi que pour les électrons on a 

dv e : 
me = —€æÆE—— [vB,]. (52,9) 
La vitesse v varie avec le temps suivant la même loi (e-ivt) que le 
champ E; en négligeant la variation spatiale de ce dernier dans le 
domaine de mouvement de la particule, on déduit de (52.9) 


iov = + E + [vB]. 


La solution de cette équation vectorielle algébrique contient des ter- 
mes orientés le long de E, b et [Eb]; par un choix convenable des 
coefficients dans ces termes, on obtient 


pm {E-+ Obe h (Eb)— i ®Be [Eb]} , (52,10) 


m (©? — 08e) 
où @pe = eBg/mc. La polarisation P produite par le mouvement des 
électrons et donc l'induction D sont liées à la vitesse des électrons 
par la relation”(29,4) : 

D—E 
an 


On calcule de®même la contribution ionique à la polarisation et 
les deux contributions s'ajoutent. Finalement on trouve 


—ioP= — io =j=—eN,x. 


: oi Qi 
es =1— w?—0%, ot oh à 
Q£+ 0i ; 
en 1— ÈS L , (52,11) 
g= wpeQ? . CTH 
w (—@B)  @(0?—wBi) ” 
où 
eB, ceB, È 
Ope = ne? OBi = 73 (52,12) 


sont des fréquences dites de Larmor des électrons et des ions !); les 
valeurs de ces paramètres constituent une caractéristique importante 


1) On les appelle aussi fréquences cyclotrons où gyromagnétiques. 
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du plasma magnétoactif (rappelons que c’est la fréquence de révolu- 
tion de particules chargées sur des orbites circulaires dans un champ 
magnétique). 

Les rapports 

WBi __ 2m Q; __fzm \1/2 

se o=(#) (629) 
sont petits. En ce qui concerne le rapport des fréquences Q, et w x 
(ou Q; et w z;) qui dépendent des paramètres tout à fait différents (de 
la densité du plasma et du champ B,), il peut varier dans de très lar- 
ges limites. 

Notons que la contribution ionique à la permittivité du plasma 
magnétoactif peut être comparable ou même supérieure à la contri- 
bution électronique (pour des fréquences w suffisamment basses) 
malgré la grande masse des ions. Lorsque w — 0, les deux termes fi- 
gurant dans g se réduisent entre eux et g —+ 0; il est facile de s’en as- 
surer en remarquant que 


ope = /o8 (52,14) 


en vertu de la neutralité électrique du plasma (W, — 2:W;). Les deux 
termes de g demeurent de même ordre de grandeur pour & = & y;. 
et la partie ionique de g peut être négligée pour © > wg;. Quant à la 
permittivité transversale &,, les deux termes ne s’égalisent que dans 
le domaine 


o Op; (Mim)® L (© x:0 pe)/*. 
L'abstraction de la contribution ionique n'y est justifiée que pour 
© > (0 pi pe) /°. (52,15) 


Enfin, dans la permittivité longitudinale e, (où S et Qi figurent 
sous forme de somme) la partie ionique peut être négligée dans tous 
les cas. Notons à propos que l'indépendance de &,, envers B, est une 
conséquence de ce que le champ E a été considéré comme uniforme: 
dans des champs uniformes croisés le champ magnétique ne fait pas va- 
rier le mouvement des particules suivant la direction de B,. 

Examinons enfin les conditions d’applicabilité des formules obte- 
nues. En appliquant au mouvement des particules l'équation (52,9), 
nous avons négligé la variation spatiale du champ E dans le domaine 
où la particule est localisée. Les dimensions de ce domaine dans la di- 
rection du champ constant B, se déterminent par la distance v-/o 
parcourue par une particule se déplaçant à la vitesse thermique 
moyenne v- pendant une période de variation du champ variable. 
Dans des directions perpendiculaires au champ B, ces dimensions 
se déterminent pour © < © par la grandeur 


TR vr/O8 (52,16) 
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qui est le rayon des orbites circulaires des particules animées de la 
vitesse v- dans le champ magnétique B, (rayon de Larmor des parti- 
cules). L'abstraction faite plus haut exige que ces distances soient 
petites devant les distances sur lesquelles le champ E varie (dans des. 
sens correspondants) : 


vr |kz:|/o<1, vrkalon<1, (52,17) 


où k, = ki, et k: sont les composantes du vecteur d'onde parallèle 
et perpendiculaire au champ B,. Ces inégalités doivent être véri- 
fiées pour chaque espèce de particules dans le plasma. 

En outre, comme nous le verrons plus loin, la fréquence «w ne 
doit pas être trop proche de l’une quelconque des fréquences o 3e, 
© 8; ou de leurs multiples (conditions (53,17)). Au voisinage de ces 
fréquences la dispersion spatiale doit être prise en compte même si 
les conditions (52,17) sont réalisées. Comme nous le ver:ons au $ 55, 
il en résulte l’élimination des pôles que les expressions (52,11) possè- 
dent pour © — où ou &° — &@:. 


$ 53. Fonction de répartition dans un champ magnétique 


Le tenseur diélectrique d’un plasma magnétoactif sans collisions 
se calcule, compte tenu de la dispersion spatiale, d'après les fonctions 
de répartition des électrons et des ions déterminées par l'équation 
cinétique. 

Pour fixer les idées, nous écrirons toutes les formules pour les 
électrons. Les équations cinétiques du plasma sans collisions ont dé- 
jà été écrites au $ 27. Pour les électrons une telle équation est de la 
forme !) 


of of 1 of 53: 
Ttvae(E+—IvB)) = . (53,1) 


Supposons que le plasma est placé dans un champ magnétique. 
uniforme et constant, d’intensité quelconque B, et dans un champ 
électromagnétique variable de faible intensité où 


E, B’ — eïtkr-wt), (53,2) 
Par ailleurs, en vertu des équations de Maxwell 


+ B'={kE). (53,3) 


1) En toute rigueur, l'espace des phases d’une particule soumise à l’action 
d’un champ magnétique doit se déterminer comme l’espace r, P, où P — p — 
— eÀ (t, r)/c est une impulsion généralisée. Mais dîr dP = &z dp, car l’ad- 
jonction de A ne fait que déplacer l’origine des impulsions en chaque point de 
espace. Aussi la fonction de répartition peut-elle être rapportée comme pré- 
cédemment à dr d'p. 
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Introduisons B = B, + B’ dans (53,1) et représentons la fonc- 
tion de répartition sous la forme f —f, + ôf, où f, est une répartition 
uniforme stationnaire en l'absence de champ variable; la petite cor- 
rection ô/ dépend de t et r suivant la même loi (53,2) que les champs 
E, B’ auxquels elle est proportionnelle. En séparant dans 
l'équation les termes d’ordre zéro et du premier ordre en champ fai- 
ble. on obtient !) 


_- [vB,1=0, (53,4) 
i (kv —0) 6j —<[vB,] a +. % {E+-(vIkEN}. (53,5) 


Désignons par v., k. les composantes des vecteurs v, k orientées 
dans le sens du champ B, et par v.,k, les composantes de ces vec- 
teurs dans un plan perpendiculaire à B,; soit @ l’angle formé entre 
v.etleplank,, B,(compté dans le sens de rotation du tire-bouchon 
progressant le long du vecteur B,) ; les variables v,, v,, @ constituent 
les coordonnées cylindriques dans l’espace des v. Avec ces variables 
l'équation (53,5) prend la forme 
J(kv, +kivicosp—o)ôf+oz LIRE 


dp 
=e{E+<ivIkE]} . (53,6) 


11 résulte de l'équation (53,4) que 6f./0 = 0, c’est-à-dire que fo 
peut être une fonction arbitraire dépendant uniquement de p. et 


Pi: 
fo = fo (P:, P1) (53,7) 


(pour un plasma sans collisions ce résultat est évident d'avance par- 
ce que p. et p, sont des variables sur lesquelles le champ magnétique 
n'influe pas). 

Pour simplifier l'écriture des formules, introduisons les désigna- 
tions 


bn k 
ee Le enr 628) 
. __e  ôf Le 
QU var De {E + IvIKEI}. (53,9) 


Si f, ne dépend que de l'énergie des électrons 8 — p°/2m, la dérivée 
ôf0/0p = vdf/de, et son produit par le deuxième terme entre acco- 


1) Dans un plasma froid on n’a pas eu à tenir compte de la force de Lo- 
rentz s'exerçant de la part du champ faible B’ pare qu'elle est du deuxième 
ordre de petitesse lorsque le mouvement propre des particules (en l'absence de 

champ) est négligé. 
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ades s’annule, de sorte que 


d 
Q=—— le vE. (53,10) 


Avec ces notations l’équation (53,6) prend la forme 
PH 1 (a+ Bcos p) 8f=0Q (4) (53,11) 


(nous omettons les arguments v,, vA4 de la fonction Q). Sa solution 
est 
œ 
ôf = ei (av+8 sin 9) f ei (a9°+8 sin ©) Q (p') dy’, 
C 


ou, après le changement de la variable d'intégration @” — @ — +, 


—C+9 
ôf—=e-ibsiny \ eiBsin (g-t)—iat Q (p— +) dt. 
ô 


La constante C se détermine par la condition que la fonction ô6f 
soit périodique en @ avec une période de 21. L'expression sous le 
signe d'intégration étant périodique en @ (de même que le facteur 
devant l'intégrale), cette condition sera satisfaite si les limites d’in- 
tégration sont indépendantes de p; pour cela il faut poser € — 
ou € — — ©. Le choix entre ces deux possibilités se détermine par 
la règle de contournement de Landau (29,6): l'intégration doit se 
faire pour &© —+ © + i0, c'est-à-dire pour « —+ &« — i0; une telle 
intégrale ne converge que pour € — — % !). Finalement on obtient 
00 
ôf—e-t8sin v ( eiBsin (5-D1a1Q (p— +) dr = 
0 


_ | exp { — iat—2if cos (e—+) sin +} Q(g—T)dt. (55,12) 
0 


A la limite, quand B, — 0, cette expression doit se ramener à 
(29,2). Pour effectuer le passage à la limite, remarquons que pour 
a > 1 le domaine important dans l'intégrale est celui de T& 1. 
Dans ce domaine sin (® — t) Æ sin @ — + cos p et l’intégrale prend 


1) Ce choix dépend du signe avec lequel w entre dans l'exposant. Dans le cas 
des ions la charge —e est remplacée pes ze, de sorte que wpe — &pi. Pour & — 
— © + i0 on aurait alors & —+ & + i0 et il faudrait choisir la valeur pour C. 


18—01298 


274 PLASMA DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE ICH. V 


la forme 


= Q(w) \ ei (a+f oo @) 1 dr = 


mn d : _ kv—o 
=Q(p) \ exp {—ir de }ar. 
En prenant l'intégrale pour w — w + iU, on obtient 


Que Say ge 
ôf = STE (53,13) 
ce qu'il fallait obtenir. 

Si la fréquence du champ coïncide avec la fréquence de Larmor 
© 7e OÙ en est multiple, on dit qu'il y a résonance cyclotronique simple 
ou multiple (des électrons). Pour étudier les propriétés diélectriques 
du plasma au voisinage de telles résonances il est commode d'utili- 
ser un autre procédé de résolution de l'équation (53,11), basé sur le 
développement de la fonction cherchée en série de Fourier suivant la 
variable œ. 

En effectuant dans (53,11) le remplacement 


ôf = e-iBsinve, (53,14) 
on obtient pour la fonction g l'équation 
D tiag=eininsQ (ou, vi, ). 


Cherchons sa solution sous forme de série de Fourier 


L2 
g= À eig(e. v.) (53,15) 
= - © 
et trouvons pour les coefficients g, les valeurs suivantes : 
ga = Qli(a+s), (53,16) 


2x 


QE, vi) — _—. | eitBsint-st)Q (v,, Li, T) dt. 
( 
Le développement (53,15) assure automatiquement la périodicité 
de la fonction 6f suivant q. 

Notons tout d'abord que l'expression de 6f par la série (53,14), 
(33,15) permet d’énoncer tout de suite les conditions sous lesquelles 
il est admissible de négliger la dispersion spatiale. Le vecteur d'onde 
entre dans les termes de la série par l'intermédiaire des paramètres 


B == kivi/0 pes a +s—= — (ù — Swüpe — k:v-)/@ Be. 


La permittivité du plasma se détermine par la fonction de réparti- 
tion pour des vitesses v — vr. Le vecteur d'onde disparaît dans cette 
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fonction si 
kiv_ & Opes | @ — sw Be | > | k; | Ur- (53,17) 


La première des inégalités (53.17) et la seconde avec s = 0 coïnci- 
dent avec les conditions (52.17). On voit qu’en plus de ces conditions 
il faut encore que la fréquence &w ne soit pas trop proche de l'une quel- 
conque des résonances cyclotroniques. 

Sous des conditions déterminées, la fonction de répartition peut 
être déterminée dans le voisinage des résonances cyclotroniques par 
un seul terme de la série de Fourier. À savoir, il faut que 


Ph: ur & One | © — no ge | K @ Re, (53,18) 


où n est l'un quelconque des nombres 0, + 1, + 2, . . .:ll est faci- 
le de voir-que dans ce cas le n-ième terme du développement (53.15) 
est grand par rapport aux autres. En effet, 


QnO8 

Ter lo roni © Qr 

alors que pour s n on aura g, & Q, (parce que | sw x — © | x 
> wg). En ne gardant que ce terme, on obtient pour la fonction de 
répartition des électrons 


kiv, 
one esp | à (ng— Ope sin 1)] 
ôf—Q, 7 ilkt,—(o—roge)] 


a (53,19) 


Q, = | exp[ —i (nr _ ee sin r) Jeu. Us T) dt. 


Be 
[D 


En 


, 


Cette formule détermine sous une forme explicite la dépendance 
de la fonction de répartition vis-à-vis de l'angle @. En particulier, 
pour n — O0 et À: — 0 la répartition ne dépend pas du tout de ®. 
L'origine de cette propriété est évidente à partir de la condition 
© One ((53,18) avec r — 0): la fréquence de rotation de Larmor 
est grande par rapport à la fréquence de variation du champ, ce qui 
a pour effet de « moyenner » la fonction de répartition sur l'angle de 
rotation !). 


$ 54. Permittivité d’un plasma maxwellien magnétoactif 


La contribution électronique au tenseur diélectrique est calculée 
d’après la fonction de répartition à l’aide de la formule 


P,= 8e gp, © | vuôf dp (54,1) 


49] 


1) Des considérations correspondantes à un propos analogue ont été déve- 
loppées d’une manière plus détallée au $ 1. 


18% 
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(et d'une formule analogue, avec le remplacement e — — ze, pour 
la contribution ionique). Pour le plasma maxwellien l'intégration 
sur d°p dans cette expression peut être effectuée sous forme explici- 
te. 

La fonction ôf est donnée par l'intégrale (53,12) et suivant la dé- 
finition (53,10): 


me no (54,2) 
Récrivons cette intégrale sous une forme plus compacte en introdui- 


sant au lieu des vecteurs k — (k.,k.) et 
E — (£,,E.) les vecteurs 


K= (Ar. 2isinr), E—(£,, Ë.), 
(54,3) 


oùk, est le vecteur k, tourné d’un angle 
+/2 (dans un plan perpendiculaire à B,) 


et É,, le vecteur E, tourné d'un angle +. 
La fonction 6f prend alors la forme: 


8 = | exp {= (r—Kv)} fo (p) Ev) dr, 


où f, (p) est la fonction de répartition de Maxwell. 
Portons cette expression dans (54,1) et changeons la variable d'in- 
tégration p = mv suivant 


= u — iKT/mope. 
L'intégration sur d‘u étant élémentaire, on trouve finalement 
2 
p= Ve ( (Ë 
mOOBe 


0 


En vertu de la définition (54,3) 


K}exp[ — Le pe mr Jar (54,4) 


OBe 


K? = Kit? + 4 sin. 

En représentant l’expression (54,4) en composantes, on trouve les 
composantes du tenseur e,g. Convenons du choix des axes de coor- 
données: dirigeons l’axe des z suivant B,, l’axe des zx suivant k, 
et l'axe des y suivant [B,k, ] (fig. 15). Après un calcul bien simple on 
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obtient 

œ € +0 

Ë 5 _ o+i 
Es Bas = une | #an6XD (re — 

0 
1 + Ci] ni 9 - LL 
= RirBet? — 9% rBe sin? 3} dt, (54,5) 

où 


Haix =COST—(Airpe) Sin?T, 


PTE 7 
Kyy = COS T+ 4 (kirpe)® Sin 3) 


LL 
Kzz = 1 — (krpe)? TT (54,6) 
a ‘ . . T 
Hxy = — Ayx = —SintT+2(kirge) Sin TSsin® +, 
Hyz = Hu = —K.hirBetSiNT, 
2 ein? * 
Hyz = —#y= —2k.hirBet sin œ 


(ge = Vre/O pe est le rayon de Larmor des électrons). 
Notons que les égalités 


Exy = — Eyxs ©Exr = Eyes  Eyr — —Ey (54,7) 


sont «a priori évidentes. En effet, pour un système de coordonnées 
fixé, le principe d'Onsager indique que ess (Bo) = Ep (— Bo)- 
Pour des axes liés aux directions de B, et de k,, comme il est conve- 
au plus haut, les sens des axes y et z s inversent lorsqu'on effectue le 
changement B, — —B,. C'est pourquoi en de tels axes on aura 


Exy (Bo) = — Eyx (—B:), Ex (Bo) = — €, (—Bo), 


Eyz (Bo) = Ezy (—Bo)- 

D'un autre côté, B, (direction de l'axe z) est un pseudo-vecteur, tandis 
que k, et [B;k.] (directions des axes x et y) sont des vecteurs vrais. 
C’est pourquoi, l’invariance par rapport à l'inversion des coordonnées 
étant en vigueur, les composantes &,, et e,, (contenant une seule fois 
l'indice z) doivent être des fonctions impaires et toutes les autres 
composantes des fonctions paires de B,. C'est d'ici et de (54,8) que 
résultent (54,7). 

Notons qu’étant donné les relations (54,7), les parties hermitien- 
nes et antihermitiennes des différentes composantes £cp = &cs + 
+ ies s'expriment différemment par leurs parties réelle et imaginai- 
re. À savoir, la division en deux parties, hermitienne et antiher- 
mitienne, est donnée par la somme suivante: 


(54,8) 


(ESS lEey Ex Br Exy Lx 
(eag) =| — ie, Euy Eye |+| —Ey ieyy Eye |. (54,9) 


° ° 


Ex — legs Ezz. Ex: — Eyz ÎE; 
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Bien que nous ayons fait tous les calculs pour la partie électroni- 
que de la permittivité, des formules tout à fait analogues sont aussi 
valables pour la contribution ionique. Le passage au cas des ions se 
fait en effectuant les substitutions Q.. tr, — Q;,0r;; One — — © pi 
avec le remplacement simultané par — o de la limite supérieure de 
l'intégrale (54,5) (voir note au bas de la p. 273). Puis en changeant la 
variable d’intégration t — — +t, on revient aux anciennes expressions 
(54,5) et (54,6) avec Q;, vr;. © pi au lieu de Q,, üre. pe à la seule 
différence près que le signe de x,, et x,. sera inversé. Ainsi, la règle 
de passage de la contribution électronique à la contribution ionique à 
la permittivité consiste à remplacer les paramètres électroniques par 
les paramètres ioniques et à inverser en même temps le signe des com- 
posantes &,, et €,.. 


$ 55. Amortissement de Landau dans un plasma magnétoactif 


L'agitation thermique des particules du plasma prise en considé- 
ration fait apparaître une partie antihermitienne dans le tenseur 
Eap- Dans un plasma sans collisions où une vraie dissipation de l’éner- 
gie est nulle, cette partie du tenseur e, & est liée à l'amortissement de 
Landau. 

Nous avons vu au $ 30 que le mécanisme de l'amortissement de 
Landau est lié au transfert de l'énergie du champ électromagnétique 
à des particules qui se déplacent en phase avec l'onde : les particules 
participant à l'amortissement sont celles pour lesquelles © = kv, 
c'est-à-dire que la projection de la vitesse v sur la direction de k 
coïncide avec la vitesse de phase œ/* de l'onde. Pour un plasma 
magnétoactif cette condition est un peu modifiée : ce sont les projec- 
tions de la vitesse de la particule et de la vitesse de phase de l'onde 
sur la direction du champ constant B, qui doivent coïncider : 


tk, = ©. (55,1) 


En effet, le mouvement de la particule dans une direction perpendicu- 
laire au champ B, s'effectue sur des trajectoires circulaires et ne peut 
pas s'accompagner d’un transfert systématique de l’énergie du champ 
à la particule: si la particule se déplace en phase avec l'onde et re- 
çoit de l’énergie de la part du champ sur une partie de la trajectoire 
circulaire, elle restituera au champ la même énergie sur la partie op- 
posée de la trajectoire. 

Toutefois dans un plasma magnétoactif il existe encore un méca- 
nisme de dissipation sans collisions lié précisément à la rotation de 
Larmor des particules. Dans un système de coordonnées en mouve- 
ment le long du champ B, avec la particule (à la vitesse v.) cette der- 
nière se déplace sur une orbite circulaire à la fréquence w,. Au point 
de vue électrodynamique une telle particule est un oscillateur émet- 
tant un rayonnement de fréquence w, (rayonnement de freinage ma- 
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gnétique). Par contre, étant placé dans un champ extérieur variable, 
l'oscillateur absorbe à la même fréquence. Dans un système de coor- 
données en mouvement (par rapport au plasma) la fréquence de l'onde 
électromagnétique modifiée par l'effet Doppler est égale à w° = 
= &@ —k,v.. C'est pourquoi les particules participant à l'absorp- 
tion indiquée seront celles pour lesquelles 


wo —kh,v, = oz. 


Sik, = 0, le champ de l'onde est uniforme dans des directions 
transversales (par rapport à B,), c est-à-dire que la force élastique 
s’exerçant sur l'oscillateur ne dépend pas de ses coordonées. C'est 
précisément dans de telles conditions que l'oscillateur n'absorbe que 
sur sa fréquence propre w,. Au contraire, si k: 0, la force élasti- 
que dépend des coordonnées de l'oscillateur, de sorte que l'absorption 
s'effectue aussi à des fréquences mulliples. c'est-à-dire lorsque 


wo — ht, = no, (55.2) 


où n est tout nombre entier (positif ou négatif). Le mécanisme de dis- 
sipation qui vient d’être décrit porte le nom d'amortissement cyclo- 
tron de Landau ; suivant la valeur de »# on dit qu il y a un amortisse- 
ment de résonance cyclotron simple (7 = + 1) ou multiple. 

Ainsi, un amortissement important peut avoir lieu dans des do- 
maines de fréquences où 


Lo—no|< |. lrr n=0,+1,+2,... (55,3) 


(la valeur 7 — 0 correspond à la condition (55,1)). Ces raies d’absorp- 
tion par résonance existent aussi bien aux fréquences électroniques 
&ge qu'aux fréquences ioniques wy;. 

Au point de vue mathématique, aux conditions (55,1) et (55,2) 
correspondent des pôles que différents termes du développement de la 
fonction de répartition en série de Fourier (53,14) à (53,16) possèdent 
en ces points. Les parties antihermitiennes du tenseur e,g provien- 
nent des résidus lorsque ces pôles sont contournés dans l'intégrale 
(54,1) suivant la règle de Landau. Le passage à la limite B, — 0 
a au point de vue mathématique un caractère particulier. Dans un 
champ magnétique les valeurs de v. correspondant aux pôles (pour 
k, donné) forment une suite discontinue déterminée par l'équation 
(55,2). Au fur et à mesure que le champ diminue, les pôles se rappro- 
chent et à la limite quand B, -- 0, ces valeurs de v. deviennent dé- 
pendantes non plus du numéro # discret mais d'un paramètre continu 
k.v. conformément à la condition 


o =kv =k,v, +kivi 
(comme cela a été montré pour le passage de (53,12) à (53,13)). 


Calculons à titre d'exemple le tenseur diélectrique dans le domai- 
ne d’une résonance cylotron simple (n = 1) des électrons. Nous sup- 
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poserons aussi que 
| k, | VrelO pe € 4, kivrelO pe & 1. (55,4) 


On pourra alors utiliser pour la fonction de répartition un seul terme 
de la série de Fourier, à savoir l'expression (53,19) correspondant à la 
valeur donnée de ». En vertu de Ja seconde condition (55,4) cette 
fonction peut être développée en pussances de £,. Dans le cas de 
n — 1, on peut ne pas garder dans un tel développement que le ter- 
me d’ordre zéro, en accord avec ce que l'absorption cyclotron à la fré- 
quence &. n’exige pas que le champ extérieur soit non uniforme 
dans le plan zxy. 
Ainsi, on peut écrire la fonction de répartition sous la forme 

io 


— ©OBce - 
ôf=Q ilkv:—(o—o8e)] (55,5) 
où 
27 
Q,= — \ Eve-ir dr. 
0 
En écrivant 
Ev = E,v,cos t + E,v,sin t + E,v, 
et en effectuant l'intégration, on obtient 
ev 
Q: = Fox Îo (Ex — iE;;). (55,6) 


Avec cette fonction de répartition le vecteur polarisation (54,1) ne 
comporte que les composantes x et y. Après l'intégration sur v,dv,d 
elles prennent la forme 6 


Pa —iPy= (Es il) son (7 )"E À exp x 


2omk,; \2aT 
00 
TE mu ] dv: 
( 2T Ju; —(o—ope)/k:—i0 sign k.° 


L'intégrale de cette forme s'exprime au moyen de la fonction F 
définie suivant (31,3). Finalement on trouve pour les composantes du 
tenseur diélectrique !): 


…. pi _ Qi O—OBe 
Ex 1= En —Â = ie, = F rare }» (55,7) 


Er —1= Ex = Ep = 0. 
1) Le pôle v — (w — wge)/k, est contourné d’en bas ou d'en haut suivant 


le signe de k.; c’est cette circonstance qui fait apparaître le symbole du module 
de K. dans l'argument de la fonction. 
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La partie antihermitienne de ce tenseur décrivant l’amortisse- 
ment a pour expression 


TE RC 55 
Enx Eu Ex ZA |k, | vre exp { PERS }. (65,8) 


Quant à la partie hermitienne dans le voisinage immédiat du point 
o = pe, elle est de la forme 


° Gé a Qè = 
tete, = — (55,9) 


[O—@Be More | k, | 1. 


En ce point lui-même elle change de signe en passant par zéro. Nous 
voyons ici comment la prise en compte de la dispersion spatiale fait 
disparaître les pôles de la per- 
mittivité d’un plasma froid 
(52,11): la dépendance disconti- 
nue représentée en traits inter- 
rompus sur la figure 16 est 
remplacée par la dépendance 
continue répresentée en traits 
pleins 1). 

A la limite, quand | #, |—0, 
l'expression (55,8) se ramène à 
la fonction 6: 

En = by eg SE 6 (0 — Une) 
(55,10) 


(en effet, pour © — 064, #0 la 
fonction (55,8) s'annule à la li- Fig. 16 
mite ; en même temps l'intégrale 
de cette fonction sur do est égale à nQ°/26 quelle quesoit la valeur 
de k,). Ce résultat est parfaitement clair: en l'absence de la dis- 
persion spatiale (4 —- 0) la largeur de la raie d'absorption s’annule 
et l'amortissement ne subsiste que pour une coïncidence précise de 
w avec ge. La formule (55,10) peut être utilisée au lieu de (55,8) 
dans les expressions où l'intégration s'effectue sur «. 

Notons que la formule (55,10) peut être aussi obtenue directement 
à partir des expressions (52,11) de la permittivité d’un plasma froid 
en utilisant à cet effet la règle de contournement de Landau. Suivant 
cette règle, lorsqu'il y a un pôle à la fréquence w, cette dernière doit 
être entendue comme &@ + i0. Aussi les facteurs polaires figurant 


1) L'expression (55,7) ne présente naturellement pas la propriété (52,1). 
Cette propriété n’apparaîtrait que si en plus de la raie d'absorption au voisinage 
de © = &ge, on tenait également compte de la raie au voisinage de la fréquence 
O= —Onge. 
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dans (52,11) doivent-ils être entendus en fait dans le sens suivant: 


[l 1 1 Î 
0, 7 Zope Een 7 o+ope + ] 


el suivant la formule (29,8), 


1 1 L 
So P Tux Fo (0 —wp.)—8(0+owge)l. (55,11) 


En effectuant une telle substitution dans (52,11), on obtient (55,10). 
Lorsque k£. = 0 (c'est-à-dire lorsque k 1 B,), l'amortissement de 
Landau dans un plasma magnétoactif est nul: la vitesse des particu- 
les échappe aux conditions (55,1), (55,2), et ces dernières ne peuvent 
pas être satisfaites (excepté le cas d’une coïncidence précise de © 
avec l’une quelconque rw) !). Soulignons que cette propriété est 
liée à l’approximation non relativiste; dans un plasma relativiste 
l'amortissement de Landau (cyclotron) peut exister également pour 
k. = 0. Pour une particule chargée relativiste d'énergie € la fré- 
quence de rotation autour de la direction de B, est égale à 
mc? POSE TE 
rs: V l— + 
{avec l’ancienne définition de w3). Cette valeur doit figurer au se- 
cond membre de la condition (55,2) au lieu de w,. Notamment, pour 
k, = 0 on aura 


O = A0 /1 — _ ; (55,12) 


et pour que la réalisation de cette condition soit possible il faut seu- 
lement que © << no %. 

Dans un plasma relativiste magnétoactif l'amortissement de Lan- 
dau peut exister aussi à la limite quand k — O (à la différence non 
seulement d’un plasma non relativiste magnétoactif mais aussi d’un 
plasma relativiste en l’absence de champ magnétique). 11 s'effectue 
aux dépens des particules qui sont en résonance cyclotron simple 
avec un champ uniforme constant (condition (55,12) avec n — 1) et 
ne donc aux fréquences w< © (voir problème 2 de ce paragra- 
phe). 


Problèmes 


1. Déterminer le tenseur diélectrique d’un plasma magnétoactif pour 
© <|#,;|tre; on suppose satisfaites aussi les conditions (55,4). 

Soiution.A l'approximation d'ordre zéro du petit paramètre k | vre/o ge° 
la fonction de répartition pour ce cas (le terme s — 0 de la série de Fourier 


1) A la limite, quand B, — 0, l'amortissement rAnparst bien sûr aux dé- 
i 


pens de l'énergie des électrons qui satisfont à la condition w — kv &k,v,. 
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(53,14), (53.15)) a pour expression 


O fre 
= Q 4 ——"#ÿ— 
6 i(kw; —0) ? 
où 
b_ 1 E 
Sn 0" \ ELLES 
Go OpeT 2 | EX OBeT fo- 


Avec cette fonction 6/ le vecteur polarisation P ne possède que la composante z 
et de toutes les composantes du tenseur e,g — 6,4 une seule est non nüllo: 


neysie | fo (p) v? dSp 
#5 oT ksv, —@ —i0 ” 
Après le remplacement identique 
1 @ 
= — (ke, — er, 
vi FE (sc &) v, | pa rs 


l'intégrale du premier terme s'annule (lors de l'intégration sur dp,); le second 
terme conduit au résultat suivant: 


€ A o 
er Le (rs) nl: 
La partie imaginaire de cette expression est 
. xl/20Q; PE 


2. Trouver la partie antihermitienne du tenseur diélectrique d'un plasma 
électronique ultrarelativiste magnétoactif à la limite quand k —+ 0. 

Solution. Dans le cas relativiste, l'équation cinétique (53,5) reste la 
même, mais lorsqu'elle est mise sous la forme (53,6). la relation relativiste p = 
= ev/c? (où e est l’énergie de l’électron) conduit au remplacement de w£. par 
© gemc?/e au lieu de p = mv; avec ce remplacement, toutes les autres formules 
du $ 53 restent valables. 

Pour # = ( l'amortissement ne provient que de la résonance cyclotron 
simple ; aussi pour calculer la partie antihermitienne de e,, 4 suffit-il de ne tenir 
compte que du terme s = 1 dans (53,14), (53,15). D'une manière analogue à 
(55,5), (55,6) on trouve 


iep icteiffo 
SI — re —onemette) (Ex iEn. 
La fonction /, ultrarelativiste (7 5 mc?) s'écrit !) 


2 Nec -eT 
b= gr 


Le vecteur polarisation se calcule comme 


__e pc 
P=<— \ D 6j p. 

1) Dans cette expression le coefficient de normalisation est écrit à la pré- 
cision ultrarelativiste ; étant donnée l'intégration ultérieure sur p dans les li- 
mites de O0 à o, il est encore impossible de poser & & cp. 
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où d°p doit s’écrire sous la forme p° dp do = pe de do/c?. Après avoir effectué 
l'intégration sur do et le remplacement cp = (e° — m*ct)!/? on obtient 


œ 

... __  Qime (e2—m?ei)3/2 e ET Ge 

Per leg — = itey = — 56m | = opme/o +0 
mc? 


Cette intégrale a une partie imaginaire si le pôle e = w£.mc?/w se situe dans 


le domaine d'intégration, c'est-à-dire si © << w£.. Dans ce cas on trouve finale- 
ment 


: . 2 aQioi, wo? \3/2 mc?oBe 
ue us (I uR) SP(— ET ): 


$ 56. Ondes électromagnétiques 
dans un plasma froid magnétoactif 


Proposons-nous d'obtenir une équation générale déterminant la 
variation de la fréquence en fonction du vecteur d'onde (ou, comme on 
dit, la loi de dispersion) pour des ondes monochromatiques libres se 
propageant dans un milieu de tenseur diélectrique 8,9 (©, k) quel- 
conque. 

Pour un champ électromagnétique variant en fonction du temps 
et des coordonnées suivant la loi exp (—iwt + ikr) les équations de 
Maxwell (28,2) prennent la forme !) 


KE]=+B, (kBl=—<D, (56,1) 
kB—0, ” kD=-0. (56,2) 


En introduisant la première des formules (56,1) dans la seconde, on 
obtient 


2 LL] 
+ D= —({k{kE]] = EX —k(kE), 
ou, en composantes, 
2 2 
ER kkEs= + Da = + EatEs- (56,3) 


La condition de compatibilité de ce système d'équations homogè- 
nes linéaires s'exprime par la nullité du déterminant : 


wo 
Rup—kokp——7 Ep = (. (56,4) 
C'est à cette relation qu’on donne le nom d’équation de dispersion ?). 
Lorsque k (réel) est donné, cette équation détermine les fréquences 
1) On prendra garde à ne pas confondre le champ magnétique variable B 


de l'onde et le champ constant B,! 
?) En optique cristalline on l'appelle équation de Fresnel. 
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o (k) (complexes, en général) ou, comme on dit, le spectre d'oscil- 
lations propres d'un milieu. Dans le cas général des dispersions fré- 
quentielle et spatiale, l'équation (56,4) détermine une infinité de 
branches de la fonction © (k). 

Considérons les ondes électromagnétiques dans un plasma froid 
magnétoactif dont le tenseur diélectrique est donné par les formules 
(52,7) et (52,11) ‘). Ce tenseur étant hermitien, il est clair d'avance 
que les valeurs de k°?c?/w° déterminées par l'équation (56,4) sont réel- 
les. 

Etant donné qu’en l’absence de la dispersion spatiale le tenseur 
eg dépend uniquement de ©, l’équation de dispersion (56,4) est une 
équation algébrique par rapport à k. En développant le déterminant, 
on obtient après un calcul simple *) 


| A(#)+8(#)"+c=0, (56,5) 
où 

A= + Eorhahs = €. sin?0+Leg cos 0=e, (56,6) 

B=— —e,ey (1+ cos? 0) — (ei —g°)sin*6, (56,7) 

C=ex (ei — 8?) (56,8) 


(6 étant l'angle formé entre k et B,). Pour des valeurs données de @ 
et 6 l'équation (56,5) donne deux valeurs de k°, ce qui signifie que 
deux types d'ondes peuvent se propager, généralement parlant, dans 
le plasma ). 

Considérons d’abord les cas de la propagation des ondes suivant 
une direction rigoureusement parallèle (8 = 0) et rigoureusement per- 
pendiculaire (80 — x/2) au champ magnétique parce que ces cas pré- 
sentent des particularités spécifiques. 

Pour 6 — 0 les racines de l’équation de dispersion donnent 


Q2 Q 


7 b(o+og)  6(0 F0) * 


(peus ei 


(56,9) 
Les équations (56,3) montrent clairement que ces ondes sont transver- 
sales (E. = 0) et polarisées circulairement (E/E, = + i). La va- 
leur infiniment grande des expressions (56,9) pour © = © 3. ou pour 
© — &p; correspond à la résonance, quand la fréquence et le sens 


1) Les ondes électromagnétiques dans un plasma froid magnétoactif ont 
été étudiées pour la première fois, le rôle des ions étant négligé, par £. V. 4p- 
pleton (1928) et H. Lassen (1927). 

2?) Pour le calcul il est avantageux de choisir les plans de coordonnées de 
telle sorte que l'un d’eux (par exemple zz) passe par B, et k. 

3) On convient de donner aux ondes qui leur correspondent les noms d'onde 
ordinaire et d'onde extraordinaire. Pourtant, ces termes n’ont pas ici le sens 
qu'on leur donne en optique des cristaux uniaxes: aucune de ces ondes ne se 
comporte comme une onde dans un milieu isotrope. 


2:86 PLASMA DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE ICH. V 


de rotation du vecteur E coïncident avec la fréquence et le sens de ro- 
tation de Larmor des électrons ou des ions. A titre d'illustration, 
la figure 17 montre la variation approchée de la quantité n° = (ck/o)° 
en fonction de ©. Quand © — O0, les valeurs de n° tendent vers une 
Hmite 

2 c? 


1 =1+ — 
Te D; dE uù 


(on a négligé © 5; devant © %.; u, est défini plus loin par la formule 
(56,18)). A la propagation des ondes entretenues ne correspondent 


Fig. 17 


bien entendu que des parties des courbes (indiquées sur la figure en 
traits pleins) sur lesquelles n° > 0. 

Quand 6 —0, l'équation (56,5) est également vérifiée pour 
ey — 0, ce qui correspond à des ondes de plasma longitudinales ordi- 
naires de fréquence © & Q, indépendante de k. 

Quand 6 — x/2, deux racines de l'équation de dispersion ont pour 
valeurs 


a 


(Hu. (HPeuE oo 


A la première correspond une onde dont la loi de dispersion est indé- 


pendante de B, 
wo & ch? + Q. 


Cette onde est transversale (E L k) et polarisée rectilignement avec 
E |] B. À la deuxième racine (56,10) correspond une onde avec le 
champ E_i B, comportant tant une composante parallèle qu’une com- 
posante perpendiculaire à k. Si la fréquence est tellement élevée que 
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la contribution des ions au tenseur &,g peut être négligée (05 
© (@pe@ ri)"*, condition (52.15)), on aura pour cette onde ) 
ch \? QE (w?— Q2) c. 
Re es re ere GTR 
Dans le cas général des angles 8 quelconques (différents de 0 
et de x/2) on remarque tout d'abord que pour chaque valeur de cet 
angle il existe des fréquences pour lesquelles le coefficient À inter- 
venant dans l’équation (56.5) s’annule : 
a =Et. sin? 0+e, cos" 0 = 
o+9 


2 a ' i 
= ———— 005$ 0 — | ——— + ———— 
&° t-on, @°— &,; 


è 


] sin?6—0. (56,12) 


Si pour les fréquences déterminées par celte équation (que l’on appelle 
fréquences de résonances de plasma) la condition de « lenteur » o € kc 
est aussi satisfaite, alors à ces fréquences correspondent, suivant le 
$ 32, des oscillations longitudinales propres du plasma. En même 
temps, l'annulation du coefficient devant Æ* dans l’équation (56,5) 
du second degré (par rapport à À*) signifie que l'une des racines de 
cette équation devient infiniment grande ; quand À — 0, ces racines 
sont égales à —C/B et — BIA.. 

L’équation (56,12) est cubique par rapport à w° el a trois racines 
réelles. Ces racines sont faciles à trouver en utilisant la petitesse des 
rapports Q;/Q, el © g;/o n.. Deux racines s’obtiennent en négligeant 
dans (56.12) la contribution des ions: elles sont égales à 


[l oi a + 0 a + © 9 CI Li . 
of,2 & + (QE + wi) + L [QE + wBe)?— 4Qow8. cos? 0112. (56,13) 


Mais la prise en compte des ions est nécessaire dans le domaine © Æ 
Æ &p; dans lequel se situe la troisième racine ; on obtient facile- 
ment pour cette racine l'expression suivante: 


D & Wÿ; (1: tg°0) (56,14) 
(on a supposé ici Q,%> wpi). Les formules (56.13) et (56,14) pour 


©, (8) et ©, (8) sont inapplicables pour des angles 8 si proches de 
n/2 que cos80 & m/M. Dans ce domaine 


OÙ = in == 28e (Go) 22 @Ù — nu a (56,15) 
bu | die Du , 3 CET . D), 


Le rôle des ions ne peut pas être négligé non seulement pour &, mais 
également pour &:. 


1) On convient de dire que les ascillations du plasma sont de haute fré- 
quence, si les ions ne jouent aucun rôle, et de basse fréquence, si l'influence des 
ions est importante. 
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La figure 18 représente schématiquement la variation des fréquen- 
ces &,, &:. ©, en fonction de l'angle 8 ?). Les courbes w, (8) et &, (8) 
ne se coupent jamais. La première d’elles part (pour 8 = 0) de la plus 
grande et la seconde, de la plus petite des fréquences Q, et ©. 
Pour 6 = x/2 elles prennent les valeurs respectives suivantes 


On = (RE + wub)? et un. (56,16) 


Les fréquences @r et 2 sont applées fréquences hybrides supérieure 
et inférieure respectivement. Quand > oë. (et donc a priori > 
> of), la seconde de ces fréquences: on = (@8e@ pi)1/°. 

La position des fréquences &,, &, w, détermine pour une large 
part la disposition des différentes branches du spectre déterminé par 


w] Wir 
max (Q,, wp.) 
min(Q,,wg.) 
W2r 
8=0 8=7x/2 
Fig. 18 


l'équation de dispersion (56,5). Etant quadratique en (ck/w}°, cette 
équation a pour w et 6 donnés deux racines. En suivant (pour 6 don- 
né) comment ces racines varient et tendent vers l'infini en tant que 
fonctions de &, ilest facile de venir à la figure 19 qui représente sché- 
matiquement l'allure de ces fonctions. Les points d’intersection des 
courbes avec l’axe d’abscisses sont déterminés par l'équation € = 0, 
c’est-à-dire ey — 0 ou eï — g*. La position de ces points ne dépend 
pas de l’angle 6; l’un d'eux (la racine de l’équation e; — 0) est tou- 
jours © & Q.. 

Ainsi, le spectre d’oscillations propres d’un plasma froid magné- 
toactif contient au total cinq branches. Deux branches (branches I 
et II de la figure 19) atteignent le domaine d'oscillations de basses 
fréquences ; les valeurs limites (quand w — 0) de la vitesse de phase 
dans ces branches sont égales à 


@\ __ ual|cos6] a . UA 
= Ce A+ui/cte (56,17) 


1) Notons tout de suite que les oscillations de fréquence w, ne se produisent 
en fait que précisément dans un intervalle étroit d’angles au voisinage de 2/2. 
Aux autres angles ces oscillations s'amortissent fortement par suite de l’absorp- 
tion cyclotron à la résonance ionique simple. 
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où | 

2. 56,18 
de = AN MNIE à (56,18) 
cette grandeur est appelée vitesse d’Alfvén. Les expressions (56,17) 


sont faciles à obtenir à partir de l'équation (56,5) si l'on utilise les 
expressions limites 


UA=C—=— 


Q? 
; Et VTT : g + 0(o). 


Pour ua & c, les vitesses de phase (56,17) sont égales respective- 
ment à uw, | cos 0 | etua. Ces valeurs limites correspondent aux on- 
des qui existent dans un plasma froid suivant les équations ordinai- 


Fig. 19 


res de la magnétohydrodynamique (voir VIII, $ 69). En effet, le spec- 
tre d’ondes magnétohydrodynamiques contient trois branches. Dans 
toutes les trois branches la fonction « (k) est linéaire et, généralement 
parlant, dépend de la direction de k: 


(o/k)\ = ui cos’ 6, 
(o/R)R = + {ut-+ nf + (ui + uA)2— Auluñ cos? 61/2}, (56,19) 
(OR) = + {ui + uk —[(ui + u)— Auiuà cos? 8]/2} 


(u, est la vitesse du son calculée formellement d’après la compressi- 
bilité adiabatique du milieu). La vitesse de phase de la première de 
ces branches (on les appelle ondes d'A lfvén) coïncide directement avec 
la valeur limite de la vitesse de la première des branches (56,17). 
Pour passer au plasma froid dans la deuxième formule il faut y poser 
u, = 0 (puisque dans un gaz u, = (T/M)V/?). Dans ce cas (w/k)r 
19—01298 


290 PLASMA DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE [CEH. Y 


(les ondes correspondantes sont appelées ondes magnétosonores 
rapides) coïncide avec la valeur limite de (w/k)11. En ce qui concerne 
la troisième branche, (w/k)L (on l'appelle onde magnétosonore lente), 
sa vitesse s'annule quand u, —+ 0, de sorte qu’elle n’existe pas dans 
un plasma froid. Notons que l'hypothèse de l’état froid du plasma 
permet de négliger la dispersion thermique des vitesses des ions et de 
les décrire hydrodynamiquement même en l'absence de collisions. La 
condition u 1 & c justifie l’abstraction des courants de déplacement 
dans les équations de la magnétohydrodynamique. 

Dans le cas inverse des hautes fréquences, les vitesses de phase de 
deux branches (IV et V) tendent vers des valeurs w/k = c correspon- 
dant à des ondes transversales de haute fréquence dans un plasma iso- 
trope, comme il se devrait parce que pour w > wg. le champ magnéti- 
que ne joue aucun rôle. 

Enfin, arrêtons-nous à un cas intéressant des ondes qui peuvent 
exister pour Q, > og; dans ce cas la fréquence de résonance w, & 
= Op, C0os 6. Considérons dans ce cas un domaine de fréquences inter- 
médiaires (sur la branche IT) entre &, et ©, Æ &g; déterminé par les 
inégalités 


Op, LOL OpeCOS8, © LAU/opc. (56,20) 


La condition © > w;,, permet de négliger la contribution des ions à 
get en vertu de la condition © < @g. on aura 


y ig= —i 2 (56,21) 


OQOBe 


Sous des conditions (56,20) on aüra aussi ep à £g® €1. 
La solution cherchée de l’équation de dispersion s’obtient d’une 
façon plus directe si l’on écrit cette équation sous la forme 


Resh— kokyeri — + 608] =0, (56,22) 


en passant dans (56,4) du tenseur Euh à son inverse (c'est-à-dire en 
exprimant E par D dans les équations (57,3)). Les composantes du 


tenseur inverse sont 

een m—eilg, ex =tlleg, ej= —-ex x ilg, 
et la plus grande d'elles sera ex}. En négligeant les autres composantes 
(et en faisant passer le plan zz par B, et k) on obtient l'équation de 


dispersion! 
— w?/c2 iklg 


ile —wle|T 
d'où 
w= ke2-QEe | cos | = eee L ze, (56,23) 
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Ces ondes sont dites hélicoïdales?) ; elles sont d’origine purement élec- 
tronique. 

L'appellation de ces ondes est liée au caractère de leur polarisa- 
tion. Pour un choix donné des a xes de coordonnées, on déduit de l'éga- 
lité kKD = 0 (56,2) 


D, sin 6 + D, cos 8 = 0. (56,24) 


D'autre part, les équations (56,3), écrites sous la forme 


ss = o? SSUDE 
(Esp — Key] D; = Æ De, (56,25) 
permettent de trouver D, = — il] cos 0 | D,. A la mème approxima- 


tion (c’est-à-dire en ne gardant de tous les eg que #3), le champ élec- 
trique de l’onde se situe tout entier dans le plan xy perpendiculaire 
à B : E, — efD y — 0. Les deux autres composantes de ce champ 
sont 


E,=e;yD,, Ej=exD,= —e;D,, 
et il résulte de (56,24) que 
E, =ilcs6]|E.. (56,26) 


Ainsi, l'onde est polarisée elliptiquement dans un plan perpendiculai- 
re à B, ; pour 6 = 1/2 la polarisation devient rectiligne. Dans le sys- 
tème de coordonnées £ y£, l’axe & étant orienté suivant k, on a 


E,=E;tg0. (56,27) 


Le vecteur E tourne autour de la direction de k en décrivant un cône 
circulaire. 

Notons que l’expression (56,21) pour e,, est susceptible d’une in- 
terprétation physique simple. Pour &3. > & (avec la condition (52,17) 
partout supposée kivr./lope = kir8e 1) on peut considérer que le 
mouvement des électrons dans le sens transversal (par rapport à 
B,) se fait dans un champ uniforme et constant E. Mais lorsqu'une 
charge se déplace dans des champs uniformes et constants croisés 
E et B, ,sa vitesse transversale moyenne (vitesse de la dérive électri- 
que) a pour valeur 


v. = c [EB, J/B2 (56,28) 


(voir II, $ 22). C'est précisément à cette vitesse que correspond l'ex- 
pression (56,21). Ainsi, les ondes hélicoïdales sont liées à la dérive 
électrique des électrons dans le plasma. 


1) Dans les applications géophysiques on les appelle ondes atmosphéri- 
ques siffleuses. 


19% 
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$ 57. Influence de l’agitation thermique 
sur la propagation des ondes électromagnétiques 
dans un plasma magnétoactif 


Lorsqu'on tient compte de l'agitation thermique des particules, 
l'équation de dispersion devient dans le cas général transcendante 
et conduit à une infinité de branches de la fonction © (k). Pourtant, 
la plupart de ces oscillations s'amortissent fortement. C'est seule- 
ment dans des cas exceptionnels que l'amortissement est faible et 
les oscillations peuvent se propager sous forme d'ondes. Parmi ces 
cas il faut indiquer avant tout les ondes examinées au cours des para- 
graphes précédents, ondes pour lesquelles l'agitation thermique ne 
conduit (les conditions (52,17) et (53,17) étant satisfaites) qu'à de 
petites corrections à la loi de dispersion et à un faible coefficient 
d'amortissement de Landau. 

Maïs nous avons vu que pour les ondes dans un plasma froid il 
existe des domaines de fréquences dans lesquels le rapport kc/w de- 
vient arbitrairement grand (voisinages des résonances de plasma). 
Mais quand # —+ 00, les conditions (52,17) cessent certainement d’être 
observées, de sorte qu'il devient nécessaire de prendre en considé- 
ration l'agitation thermique. Montrons maintenant que l'agitation 
thermique, prise en compte même comme une petite correction à la 
permittivité, fait disparaître la divergence des racines de l'équation 
de dispersion et conduit à certaines propriétés qualitativement nou- 
velles du spectre d'oscillations du plasma (B. N. Gerchman, 1956). 
Nous verrons que les conditions assurant la petitesse exponentielle 
de l'amortissement de Landau peuvent dans ce cas encore être satis- 
faites, de sorte que la partie antihermitienne de e, 4 peut être négli- 
gée comme précédemment. Pour fixer les idées, nous parlerons du 
voisinage des résonances de plasma à hautes fréquences, où il suffit 
de ne tenir compte que de l'agitation thermique des électrons. 

Les termes correctifs dans 8,8 sont proportionnels à (kv-.)°:). 
Les mêmes corrections apparaîtront aussi dans les coefficients À, 
B, C de l'équation de dispersion (56,5). Ayant en vue de n’étudier 
que la racine divergente de cette équation, il suffit de tenir compte 
des termes correctifs seulement dans le coefficient À qui s’annule 
(sans corrections) au point de résonance. 

Représentons ce coefficient dans le voisinage d’une fréquence de 
résonance (par exemple &,) sous la forme 

“vrek \2 
A=a,(0—0)— A, (22% )", (7,1) 
Le second terme traduit la correction due à l’agitation]thermique. 
Les coefficients a, et À,, sont pris au point w = &,, de sorte qu'ils 


1) Ils s’obtiennent à partir des termes du premier ordre dans le développe- 
ment de l’expression à intégrer (54,5) en puissances de #2. 


$ 57 INFLUENCE DE L'AGITATION THERMIQUE 293 


ne dépendent plus de la variable w (mais dépendent bien entendu de 
la direction de k, c'est-à-dire de l'angle 8). En posant © — o, aussi 
dans les coefficients B et C (et en désignant par B, et C, les valeurs 
qu'ils prennent alors), on obtient une équation de dispersion dans le 
voisinage de la fréquence de résonance sous la forme 


La-(o—0)—4, € (LE )?] ()' +8. (4) +00. 672 


La racine de cette équation qui nous intéresse est celle passant 
pour vr. —+ 0 en 


(ia 
| @1 a (@— a) ? 
c'est-à-dire que 
dos. 20. (57,3) 


a;cske * 


Puisque (kc/w,)* est grand dans cette solution, pour la déterminer il 
faut omettre dans (57,2) le terme C, qui ne contient pas cette grande 
quantité. On obtient alors la loi de dispersion suivante: 


se "Air kvre \2 B, { «1 \? 
us le ei (57,4) 
Deux cas sont à distinguer ici suivant le signe de 4,, (les gran- 
deurs a, et B, étant toujours positives) ). 
La figure 20 représente par la courbe en traits pleins la loi de dis- 
persion (57,4) pour 4,, > 0. Cette courbe coupe l’axe d'abscisses au 
point ? 


2_ TB. - 
Quand v-. — 0, ce point s'éloigne vers la droite à l'infini et nous re- 
trouvons la courbe correspondant à la loi de dispersion (57,3) pour un 
plasma froid (ligne en traits interrompus de la figure 20). 
On notera que si l’on tient compte de l’agitation thermique, on 
aura pour résultat le prolongement de la branche du spectre d'oscil- 
lations dans le domaine de w > &,. À la limite quand le champ exté- 


1) La positivité de B, est facile à démontrer à l'aide des expressions (56,6) 
et (56,7); en faisant disparaître &, à l'aide de la condition 4 — 0, on trouve 
r = € tg°0 + g° sin° 0 > 0. De l'expression (56,6) de À et des expressions 
(52,11) pour e,ete], il résulte que 94/dw > 0; aussi a, — (94/00)4w, est-il 
lui aussi positif. | 
2) Notons que pour cette valeur de 4 le rapport kvre/@, contient (vre/c)!!? 
et est donc petit. C'est là que réside la condition de petitesse de l'amortissement 
de Landau, mentionnée plus haut. 
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rieur est nul, c'est précisément cette partie de la branche qui cor- 
respond aux oscillations longitudinales ordinaires du plasma: en 
l'absence de champ le coefficient B, — 0, la fréquence w, coïncide 
avec la fréquence Q, et toute la courbe de variation de w — Q, en 
fonction de k° se réduit à une droite sortant de l’origine des coordon- 
nées et définie par une équation coïncidant avec (32,5) !). 

Quand l'agitation thermique des particules est négligée, les oscil- 
lations aux résonances de plasma sont longitudinales. Soulignons que 


w—-w:; ww: 


Fig. 20 Fig. 21 


si l'on tient compte de la dispersion spatiale, cette propriété dispa- 
raît en toute rigueur: la grandeur À = e,gkakg/k° = e, devient 
dépendante de k et l'égalité e,; — 0 (condition que les oscillations 
soient longitudinales) devient incompatible avec la relation entre 
les mêmes variables w, #, 0 donnée par l'équation de dispersion. Les 
ondes restent toutefois presque longitudinales aussi bien en des points 
de résonances de plasma eux-mêmes (qui perdent leur sens direct) 
qu’en leurs voisinages : vu la petitesse de À et la lenteur de l'onde 
(la petitesse de w/kc), la composante transversale E() est faible (sui- 
vant (32,10)) comparativement à Æ!!. 
Considérons le cas de À,, << 0. Le caractère de variation de w© — 
— «, en fonction de # est représenté pour ce cas par la figure 21. 
Cette courbe n'entre pas dans le domaine de w > w, en se rabattant 
au point de maximum de coordonnées 
pt (jt, oo (A4 BE. (57,6) 


CÜTe lAirl a/c 


1) A ce propos, les ondes correspondant (dans un plasma magnétoactif) à 
la partie supérieure de la courbe en traits pleins de la figure 20 sont appelées 
par convention ondes de plasma à la différence des ondes ordinaires ou extraor- 
dinaires correspondant à la partie inférieure de cette courbe. Soulignons pour- 
tant le caractère conventionnel de cette terminologie: en fait nous avons ici 
affaire à une branche unique d’oscillations dont le point d’intersection avec 
l'axe d'abscisses (point © := &,) n'est remarquable de rien. 
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Quand Ure — 0, ce point s'éloigne vers la droite à l’infini tout en 
s ‘approchant de l’axe d’abscisses, de sorte que nous sommes recon- 
duits à la courbe de la loi (57, 3). 

Examinons encore un exemple, celui des ondes transversales au 
voisinage d’une résonance cyclotronique électronique qui se propa- 
gent le long d’un champ magnétique. Si l’agitation thermique est 
négligée, la loi de dispersion de ces ondes est donnée par la formule 
(56,9) (avec des signes inférieurs) et au voisinage du point © = op, |) 

O = Oge (1 — nr) (57,7) 
(dans ce cas kc 5 Q,) tout ce spectre se situe pour © << &pe. 

Pour l'étude de ces ondes compte tenu de l’agitation thermique 
des électrons, il faut établir l'équation de dispersion avec le tenseur 
diélectrique (55,7) se rapportant précisément au domaine de la ré- 
sonance cyclotronique *). En développant le déterminant (56,4) 
{avec le vecteur k orienté - l’axe des 2), on obtient 
Le © — WBe ; 
=1+— TT ( LL. ]: (57,8) 
En dehors de re raie d'absorption par résonance, c'est-à-dire pour 
| ©Gpe — © | D kvre (mais bien entendu pour | @ye — © | & pe) 
cette relation prend la forme 


23 CH - V mm _ Qi n{_ (w=es) 

M es O 0 l 2 wpcore °*P ( Tv. ] : 
On en déduit de nouveau la loi de dispersion (57,7) pour la partie réel- 
le de la fréquence et l'expression 


_OBe. e 1 4 [ &Be \? 

v=V5 ®Be Eure (&) FE Ve (%) Fore J } (57) 
pour le coefficient d'amortissement de Landau. 

Lorsque w s'approche davantage de w,., dans le domaine de 
| One — © | & kvre, le coefficient d'amortissement augmente et 
devient comparable à la fréquence w elle-même ; il devient impossible 
de parler de la propagation des ondes dans ce domaine. 


$ 58. Equations de l’hydrodynamique 
d’un plasma magnétoactif 


Si dans un plasma en mouvement les dimensions spatiales carac- 
téristiques sont grandes par rapport aux libres parcours moyens 


L>l, (58,1) 


1) Supposons pour préciser les idées que non seulement 65e — w € & 
mais aussi Q.> we, de sorte que l’unité au second membre de (56,9) peut être 
certainement négligée 


2) Rappelons que les formules (55,7) supposent aussi l'observation de la 
condition (55,4): © ne © kvre. 
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on peut considérer que grâce aux collisions il s'établit dans chaque 
petite région du plasma un équilibre thermodynamique avec ses 
valeurs locales de la température (les mêmes pour les électrons et les 
ions), de la pression, etc. Dans de tels cas le plasma peut être décrit 
par des équations hydrodynamiques macroscopiques. 

Les équations de la magnétohydrodynamique ont été écrites 
dans VIII, $$ 65,66. En les établissant, on supposait que les coeffi- 
cients cinétiques du milieu étaient indépendants du champ magnéti- 
que. Dans le plasma on doit pour cela satisfaire aux conditions 


Vi > O Bi Ve > O Be 
(la seconde condition résulte de la première). Ces conditions s’avè- 
rent souvent trop sévères, de sorte qu’il devient nécessaire d'établir 
des équations hydrodynamiques exemptes de la limitation indi- 
quée 1). 
L'équation de continuité de la masse volumique p conserve bien 
entendu sa forme usuelle 
2 + divpV=0, (58,2 


où V est la vitesse macroscopique. La forme générale de l'équation de 
Navier-Stokes reste elle aussi inchangée 


[°] 4 | --1 0P 
(Se +ovr)+ 


ainsi que l'équation de conservation de l'énergie 


ar (+0 + ar) = 


66: $ 
—+liBL= 5%, (58,3) 


= divov(5-+W)-(ov +-EIEB+al, (68) 


où 648 est le tenseur de contraintes visqueuses; (0’V) désigne un 
vecteur de composantes œ&gV 8; qest la densité de flux d'énergie ren- 
fermant tant la partie dissipative liée à la conductibilité thermique 
et aux phénomènes thermo-électriques que le transfert d'énergie par 
convection par le courant (voir plus loin la définition (58,8)); (' 
et W sont l'énergie interne et la fonction thermique du milieu rap- 
portées à l'unité de sa masse. Le tenseur 644 et le vecteur q doivent 
être exprimés moyennant les gradients des grandeurs thermodynà- 
miques et de la vitesse ; la forme de ces expressions dépend précisé- 
ment du champ magnétique. 

L'équation (58,3) appelle une remarque suivante. Cette équation 
tient compte de la force qui s’exerce sur le plasma de la part du champ 
magnétique (dernier terme au premier membre), mais ne contient 


4) En outre, on a omis les termes décrivant l'effet thermo-électrique dans 
les équations de VIII, $ 66. 
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pas la force 
e (N; — NQ)E 


exercée par le champ électrique. Dans ce cas il est légitime de négli- 
ger cette force : de la condition (58,1) il résulte qu'à plus forte raison 
L 5 a et donc le plasma est quasi neutre, ce qui permet de poser: 
2N; = Ne. et des charges non compensées n'existent pas dans le plas- 
ma 1). 

Les équations (58,2) à (58,4) doivent être complétées d'équations 
de Maxwell pour un champ électromagnétique quasi stationnaire 
(équations sans courant de déplacement): 


rotE=—1%, divB=0, rotB=#;j. (58.5) 
Rappelons que la quassi-stationnarité du champ signifie la petitesse 
de la fréquence « de sa variation, de sorte que w € c/L. Dans ce cas 
le champ électrique induit par le champ magnétique variable Æ -—- 
— oLBlc< B ; c'est précisément pour cette raison que dans (58,4) on 
doit tenir compte seulement de la densité d'énergie du champ magné- 
tique, en négligeant celle du champ électrique. Notons aussi que: 
l’abstraction du courant de déplacement est en accord avec l'hypothè- 
se sur la quasi-neutralité du plasma : de la dernière équation (58.5): 
il résulte que div j = 0. 

Enfin, il faut adjoindre une équation qui exprime la « loi d'Ohm 
généralisée » sous la forme 


E+<IVBI—F, (58,6) 


où Fest une certaine combinaison linéaire du courant j et des gra- 
dients de grandeurs thermodynamiques. Rappelons (cf. VIII, 
$ 63) que l’origine de la combinaison de E et B au premier membre- 
de (58,6) est liée à la transformation de E lors du passage du réfé- 
rentiel où l'élément de volume donné du milieu est au repos au réfé- 
rentiel dans lequel il se déplace à la vitesse V. 

Dans un plasma quasi neutre, la concentration relative de ses 
constituants (électrons et ions) est une quantité invariable donnée 
(Ve/N; = 2). Aussi les variables thermodynamiques indépendantes. 
ne sont-elles représentées que par la température et la pression ; la 
question concernant l’expression de F et q au moyen des gradients. 
de ces grandeurs (et le courant j) coïncide formellement avec une mê- 


1) Ce raisonnement est basé sur l'inégalité / > 2. Rappelons que nous 
avons en vue partout un plasma totalement ionisé. Dans un plasma partielle- 
ment ionisé l'inégalité ! 5 a peut ne pas être satisfaite parce que le libre par- 
cours moyen diminue par suite des collisions avec les atomes neutres et alors 
l'exigence que L > a doit être considérée comme une condition supplémen- 
taire nécessaire pour pouvoir négliger la force électrique volumique. 
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me question dans la théorie des effets thermogalvanomagnétiques 
dans les métaux (voir VIII, $ 27) !). 

Les relations qui existent entre jet q, d’une part, etentre le champ 
et les gradients de grandeurs thermodynamiques, d'autre part, s'écri- 
vent sous la forme suivante qui généralise les relations (44,12) et 


(44,13) : 


1 ôpe 1: ôT 
Fat _— = Cabls + Las y ? (58,7) 
e + « ôT 
La = — À ja + Basis — #08 5° (58,8) 


Ici, u, est le potentiel chimique des électrons et les tenseurs ocf, 
Gags» Bas dépendent du champ magnétique B comme d'un paramé- 
tre. L'absence au premier membre de (58,8) du terme —œà (cf. (44,13)) 
est liée à ce qu’on a déjà tenu compte de la quantité @j dans (58,4) 
par le vecteur de Poynting dans la densité de flux d'énergie. Il 
est facile de s’en assurer en transformant sa divergence à l’aide des 
équations de Maxwell (58,5). Dans le cas stationnaire, examiné au 
$ 44, on a 


— div = (EB] = jE = — div (pi). 


Ainsi, le flux d’énergie q figurant dans (58,8) ne contient pas déjà 
le transfert de particules d'énergie —e. 

En vertu du principe d’Onsager les coefficients intervenant dans 
les relations (58,7) et (58,8) sont liés par 


Ga (B) = Ofa ( —B), Xap (B) — Xpa (—B), (58,9) 
Bas (B) = Tapa ( —B). (58,10) 


Comme B est le seul paramètre vectoriel dont nous disposons, la 
dépendance des tenseurs envers la direction de b — B/B peut être 
écrite sous la forme générale 


Cap (B) = op + Lobabp + Aslopyby (58,11) 
(et d’une façon analogue pour les autres tenseurs), où les coefficients 
scalaires &,, &., &«, sont des fonctions du champ B ; une telle dépen- 
dance satisfait à la condition de symétrie par rapport à l’inversion: 
B est un vecteur axial, et ses composantes ne changent pas de signe 
par inversion comme il se doit aussi pour des composantes des ten- 
seurs vrais &g, - . . Notons que les expressions de la forme (58,11) 
vérifient automatiquement les relations (58,9), tandis que la rela- 
tion (58,10) prend la forme 


Bas (B) = Tag (B). (58,12) 
1) Rappelons ici encore qu'il s'agit d’un plasma totalement ionisé. La pré- 


sence de particules lourdes de plusieurs espèces (ions différents. atomes neutres) 
nécessiterait de tenir compte des processus de diffusion correspondants. 
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Pour une application réelle des expressions (58,7) et (58,8) en 
magnétohydrodynamique il est plus commode d’exprimer le poten- 
tiel chimique moyennant les gradients de pression et de température 
suivant 


Vlo= — SVT + + VPa le=we—Ts, 


où P, = N,T = Pz/(Â + z) est la pression partielle des électrons 
dans le plasma, s, et w, sont l’entropie et la fonction thermique de 
la composante électronique du plasma rapportées à une particule. 
En définitive, les relations (58,7) et (58,8) peuvent être récrites sous 
une forme vectorielle suivante : 


1 1 


= + +R (Bi + a (VT)a Has (VT)i + (BVTI. (58,13) 


5 
q+j=cTin +aiTis + AT IBi— 41 (VT)1 — 
—X1(VT)1+ÆIBVTI, (58,14) 


où on a introduit des désignations nouvelles pour les coefficients 
(ils sont tous fonctions de B) et les indices || et L indiquent les com- 
posantes des vecteurs parallèles et perpendiculaires au champ B 
respectivement. La définition du coefficient «y dans (58,13) diffère 
de sa définition donnée dans (58,7) par l’introduction de la quantité 
s.le. Les coefficients .7, .#°, £ décrivent respectivement les effets 
Hall, Nernst et Leduc-Righi. Rappelons que les termes 7 [Bi] 
dans (58,13) et £ [BVT] dans (58,14) représentent des effets ciné- 
tiques non dissipatifs : ils disparaissent dans les produits Ej et qvT 
et de ce fait ne sont pas liés à l'augmentation de l’entropie. 

Quant au tenseur de contraintes visqueuses Ocp» Son expression 
générale moyennant les gradients de vitesse macroscopique a été 
écrite encore au $ 13. Appliquée au plasma, cette expression se sim- 
plifie un peu parce que les deux coefficients de deuxième viscosité 
£ et &, s’annulent. La nullité du coefficient à est une propriété 
générale de tous les gaz monoatomiques et le plasma en est un. 
L'absence du terme avec £,, elle, sera expliquée au paragraphe sui- 
vant. 

Pour ce qui est des autres termes figurant dans (13,18), il est 
judicieux de les regrouper quelque peu, ayant en vue que dans le 
plasma l'influence du champ magnétique sur la viscosité est un effet 
fort (et non pas faible comme dans un gaz neutre); aussi la sépara- 
tion du coefficient de viscosité ordinaire n n’a-t-elle pas de sens. 
Représentons ici 6,8 sous une forme qui ne diffère de (1:,18) que 
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par la substitution à n du terme 
no (3babs — Oun) (b:68V 8 — + div v), (58,15) 


où (au lieu de h) b = B/B; pour la justification d’une telle définition 
de 1, voir plus loin note À au bas de la p. 311. 

Si l'axe des z est orienté dans le sens de b, les composantes du 
tenseur ‘de contraintes prennent la forme 


Dee — Mo (Vas — + div V) + (Ve Vu) + 2naVan 

Dy = — Mo (Vas — + div V) + mi (Vas — og) — 2naV au 
Gi = 20 (Va — div V): (58.16) 
Gay = 2 Vay — 18 (Ve — Vu): 


Oxz — 202 Ve La 204 Vs 
Oz T 2neV y: — 2m Va. 


$ 59. Coefficients cinétiques du plasma 
dans un champ magnétique fort 


Pour le calcul des coefficients cinétiques d’un plasma magnéto- 
actif il faut chercher les fonctions de répartition comme à l'ordi- 
naire sous la forme f = fo + ôf,.où ôf est une petite correction à la 
répartition d'équilibre local, proportionnelle au gradient corres- 
pondant de grandeurs thermodynamiques. En portant une telle 
expression dans l’équation cinétique, pour les électrons par exemple 


à â a Q 
Je + ve _eE Le —<(vB] =St j., (59,1) 
on pose fe. — fo. dans les trois premiers termes au premier membre ; 
quant au quatrième terme, il s’annule dans ce cas (parce que le 
vecteur 0f./0p est dirigé le long de v); c’est pourquoi il faut garder 
ici le terme avec 6/.. Ainsi on trouve pour ôf, l'équation suivante !) 


à G) ô 9 6 = 
he +v he ee = IvB TE +7 (6), (59.2) 
où J est l'intégrale des collisions linéarisée. 

Notons tout d'abord que les coefficients de conductivité électri- 
que longitudinale 6, et de conductibilité thermique longitudinale 


1) Rappelons que lors du calcul de la permittivité du plasma au $ 29 le 
terme contenant le champ magnétique a été omis dans cette équation parce que 
pour des valeurs faibles de E et B il constitue une quantité du second ordre de 
petitesse. Or dans le problème que nous considérons ici, le champ magnétique 
B est loin d'être supposé faible (par opposition au champ électrique E). 
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x, ne dépendent pas du tout de B, et leurs valeurs restent égales 
à celles en l'absence de champ magnétique (c'est-à-dire à des sca- 
laires ordinaires © et x). En effet, il est évident par raison de symé- 
trie que lorsque la direction des vecteurs E ou VT coïncide avec la 
direction de B, la fonction de répartition 6f ne dépend pas de l’angle 
y de rotation de la vitesse transversale v, dans un plan perpendi- 
culaire au champ B. Mais d’un autre côté 


(vB] 9 ôf B Oôf 


Op mm ôp 
et donc pour 96/f/8p = 0 le champ magnétique disparaît dans 
l'équation cinétique !). 

Pour une même raison, le coefficient de viscosité n° ne dépend 
pas lui non plus du champ magnétique (et donc coïncide avec la vis- 
cosité ordinaire 1); n, est le coefficient qui détermine les contraintes 
visqueuses os lorsque la vitesse V est orientée suivant le champ B 
(axe z) et dépend seulement de la coordonnée z; dans ce cas il ne 
subsiste dans les expressions (58,16) que des termes avec 

° , , 2 dv 
RMI 2 de US VE 

Enfin, c'est aussi le coefficient &, qui devrait être indépendant 
du champ magnétique et donnerait pour la répartition indiquée 
de la vitesse la contribution suivante au tenseur de contraintes 

, , 1 dv 

Oxx = Oyy = Ci = TE ° 
Mais puisque cet effet n'existe pas du tout en l'absence de champ, 
£, = 0 aussi en présence de champ ?). (Notons que cette cause n’est 
pas liée au caractère classique du plasma, de sorte que l'égalité 
£, = 0 aurait également lieu dans le cas relativiste, à l’inverse du 
coefficient & dont la valeur est différente de zéro dans un plasma 
relativiste.) 

Les autres coefficients cinétiques peuvent être calculés sous forme 
analytique dans le cas limite des champs magnétiques forts, lorsque 
la fréquence de Larmor ©, > v (pour chaque espèce de particules). 
Dans ces conditions les collisions‘jouent le rôle d’une petite correc- 
tion 5). 


1) Indiquons tout de suite que ces raisonnements (et des raisonnements 
analogues ee Lis plus loin) supposent que le processus de diffusion des par- 
ticules ne dépend pas du champ magnétique. Pour cela il faut que le champ 
magnétique vérifie l'inégalité (59,10), voir plus loin. 

?) Soulignons une fois de plus que tous ces raisonnements sont liés à la 
forme du terme contenant B dans l'équation cinétique (59,2). Ils ne s’appli- 
quent donc pas à un gaz ordinaire dont les molécules possèdent un moment ma- 
smétique per l'intermédiaire duquel (et non par la charge des particules, comme 
dans le plasma) s'effectue dans ce cas l'interaction avec le champ magnétique. 

3) Les coefficients cinétiques d'un plasma magnétoactif ont été calculés par 
R. Landshoff (1949), E. S. Fradkine (1951) et S. J. Braguinski (1952). La métho- 
de analytique exposée ci-dessous appartient à J. E. Tamm (1951). 
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Des 7 


Commençons par calculer les coefficients qui déterminent le 
courant électrique dans le plasma. 1l est commode de faire ces calculs 
dans le référentiel où l’élément de volume donné du plasma est au 
repos. En négligeant les quantités -m/M, on peut considérer que ce 
référentiel coïncide avec celui où la composante ionique est au repos. 
Dans un tel référentiel le courant électrique est purement électroni- 
que. Cela signifie que l’équation cinétique ne doit être résolue que 
pour les électrons. 

Le premier membre de l’équation cinétique devrait être trans- 
formé à l’aide des équations hydrodynamiques de même que cela 
a été fait au $ 6 pour le gaz ordinaire. Dans ce cas la vitesse macro- 
scopique (mais non, bien entendu, ses dérivées) est nulle au point 
considéré du référentiel choisi {). 

Dans le cas considéré (pour les électrons) il n’est pas cependant 
besoin de faire un calcul complet. Notons tout d’abord que le terme 
 ôf.lôt peut être tout simplement omis. La dérivation par rapport 
au temps fait apparaître des termes contenant les dérivées 0T/ôt. 
9P/ôt et 0V/ôt. Les deux premières de ces dérivées s'expriment au 
moyen du scalaire div V (cf. (6,16)); mais comme nous le savons, de 
tels termes se réduisent entre eux dans le cas d’un gaz monoatomique 
(et le plasma en est un). Quant à la dérivée 8V/ôt, étant exprimée 
à partir de l'équation hydrodynamique (58,3), elle contient le facteur 
1/p, c'est-à-dire le facteur 1/M ; la prise en compte de tels termes 
dans l’équation cinétique ne conduirait qu’à des corrections -m/ 
qui ne nous intéressent pas. Puis, dans (59,2) on peut poser E = 0 
puisqu'il est connu d'avance que E ne peut entrer dans le courant 
cherché j que sous la forme de somme 


1 
E+ PT A VP. 


Enfin, comme nous n’avons point l’intention de calculer les coeffi- 

cients cinétiques « longitudinaux » (oy, %y, lo) indépendants du 

champ magnétique, on peut considérer que toutes les grandeurs 

thermodynamiques du plasma dépendent des coordonnées seulement 

dans un plan perpendiculaire à la direction de B. En désignant par 

le symbole V, l’opérateur de dérivation dans ce plan, écrivons 
l'équation cinétique sous la forme suivante : 

26 : 
(VV 1) fre =< (vB] De LI (6f.) (59,3) 
Cette équation peut à son tour être résolue par approximations 


successives des puissances de 1/w8.. A l’approximation du premier 
ordre (que nous désignerons par l’indice (1)) correspond une abstrac- 


1) En fait, cela était entenuu déjà plus haut où l’on utilisait la coïncidence 
entre les directions des vecteurs 6/f,/âp et v. 
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tion totale de l'intégrale des collisions, c'est-à-dire l'équation 


9 ôf£ 1 
LvbI LUE = LE (VV 1) foc (59.4) 
(b = B/B). La solution a cette équation a pour expression 
| 1 2 
ôfe = one (V IbV ; foel), (59,5) 


comme on peut s’en assurer facilement par une substitution directe. 
Il est évident qu’à l’aide de cette solution on ne peut calculer que 
des coefficients cinétiques non dissipatifs : en l’absence de collisions. 
la dissipation d'énergie est nulle. 

La densité de courant électrique est donnée par l’intégrale 


j= —e | véf.dp. (59,6) 
En y portant (59, s on obtient 
jm = = (bV:] (v)v) Ne = 7 (bValNe {u?), 


où la moyenne est sur la is maxwellienne. Finalement. 
on trouve 


= IbViPh ViPe= — (bit). (59,7) 


En comparant cette expression et la définition du coefficient 7 dans. 
(58,13), on obtient 
R = AINec. (59,8) 


A l’approximation du deuxième ordre on cherche une solution 
de l'équation (59,3) sous la forme 6f. — ôf(® + 6/2 et on trouve 
pour Ôf% l'équation 


Gge (VB) = — 1 (6f2)= À L(VIbV a) fo) (59,9) 


(on ne peut pas nu sortir l'opérateur V. du signe de I parce que 
dans l'intégrale des collisions linéarisée l'expression à intégrer con- 
tient dans ses coefficients des grandeurs dépendant des coordonnées, 
par exemple W;). 

Comme cela a été dit plus haut, le champ magnétique est supposé 
si fort que wg, > ve. Puis, nous considérerons en même temps, au 
cours de ce paragraphe, que 


Be = VrelOBe Ÿ de (59,10) 


(c'est-à-dire que op. & Q.), ce qui limite l'intensité du champ en 
haut. Quand cette condition est réalisée, le champ ne courbe presque 
pas les trajectoires des électrons (et à plus forte raison des ions) 
dans le domaine des collisions et donc n'influe pas sur le processus 
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de collision. En d’autres termes, l'opérateur 7 ne dépend explicite- 
ment pas du champ. Mais alors, par raisons de symétrie, le second 
membre de l’équation (59,9) doit posséder une structure vectorielle 
de la forme (v (bW,]) q (1°); par rapport à la variable v cette struc- 
ture est la même que celle du second membre de (59,4) (V., étant 
remplacé par [bV. 1). La solution de l'équation (59,9) a donc pour ex- 
pression 


SP = — Tv LbIbV A1 fo) = 5 (VV 2 fo) (59,11) 


Lors du calcul du courant une contribution non nulle n’est appor- 
tée que par les collisions ei. En effet, puisque dans des conditions 
considérées les collisions constituent un petit effet, on peut tenir 
<ompte séparément des contributions apportées à la conductibilité 
par les collisions ee et ei. Cela signifie que par exemple la contri- 
bution due aux collisions ee se calcule d’après une fonction de ré- 
partition qui s'obtient par suite de la résolution d’une équation 
-cinétique dont le second membre contient seulement l'intégrale de 
<es collisions comme si les électrons n’entraient pas du tout en colli- 


sion avec les ions. Mais alors l'intégrale \ vô/@)d$p avec une fonc- 


tion 6% de la forme (59,11) s’annule puisqu’en vertu de la loi de 
conservation de l’impulsion lors des collisions on a identiquement 
pour une fonction de répartition arbitraire : 


\vStfp =0 
(cf. $ 5). | 


Ainsi, en calculant le courant électrique, on doit entendre par 
le symbole J figurant dans (59,11) l'intégrale des collisions électron- 
ion. Dans ce cas !) 


Lei (VV afoe) = —Vei (0) (VV 1) foe (59,12) 
où, suivant (44,2), 
Az NeLe 
Va ()= rs —- 


La contribution au courant apportée par la fonction de réparti- 
tion (59,11), (59,12) est égale à 


A V?2n:eLeN P 
mu, Vi pare (59,18) 


2) — ms Va De (v)) = 
Ce 


1) Cf. (44,1). Rappelons qu'une formule de cette forme pour St À a lieu si 
les collisions s'effectuent avec des particules qui peuvent être considérées com- 
me immobiles et si la fonction 6f a la forme (vA) £ (v), où A est un vecteur cons- 


tant. Dans le cas donné le rôle de A est joué par l'opérateur vectoriel V,. 
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Pour calculer les coefficients cinétiques cherchés il faut porter 
le courant j, = j(® + j® dans l'égalité (58,13): 


Ne VaPe= ce + AB] Ha ViT + SBINViTE (59,14) 


ce qui détermine ces coefficients. En posant d'abord VT =0 et 
en réunissant les termes d'ordre de 1/w8., on trouve 


9/01 + .ÆB [bj®] = 0, 


d'où 
O1 = Gene» (59,15) 
où vez (sans indication de l’argument) désigne 
Ve = Var (Or) = RE. (59,16) 


La grandeur (59,15) est de l’ordre de grandeur de la conductivité 
(43,8) en l’absence de champ avec laquelle coïncide dans ce cas la 
conductivité longitudinale oy. 
D'une manière analogue, en posant VP, — 0 dans (59,14) et 
réunissant de nouveau les termes —1/©,., on trouve 
RB1bj®]+ SB(IbVT]=—0, 
d’où 
2 Vei _. 3cN, 
fe (2x)1/3 mew, ss 20 ,B? (59,17) 


En ce qui concerne le coefficient &,, il est nul à cette approxi- 
mation. Si l’on cherche à trouver «1 par le même procédé à l’appro- 
ximation d'ordre suivant, son expression contiendra une intégrale 
divergente aux petites vitesses des électrons. Ceci signifie que le 
développement se fait non seulement en puissances entières de @3£. 
On peut pourtant affirmer comme précédemment que dans des 
champs forts seules les collisions des électrons avec les ions sont 
importantes. Dans un tel cas l'équation pour 6f peut être résolue 
exactement, comme cela a été fait au $ 44. A la limite, quand 
Ogetes > 1, on obtient 


as = 12,5 (vale). (59,18) 
Conductibilité thermique électronique 


Le flux thermique dans le plasma est la somme d’une partie 
électronique et d’une partie ionique; considérons d’abord la pre- 
mière d’elles. 


Le flux thermique électronique est donné par l'intégrale 


de = | vvéf ap. (59,19) 
20—01298 
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En première approximation suivant 1/@8., en y portant (59,5), 
on trouve 


qe” = —— 2 [bV 1 Ne u*}, 
d'où 
qu = — À (by PT = —%e jo Fe by, 7], (59,20) 


où &, = 5T/2 est la fonction thermique électronique rapportée à un 
électron. En comparant avec la définition du coefficient £ dans 
(58,14), on obtient 


5ScNeT 
Le= — DCBS : (59,21) 

A l’approximation d'ordre suivant l'intégrale (59,19) doit être 
calculée avec la fonction de répartition (59,11). Mais les contribu- 
tions au flux thermique sont apportées aussi tant par les collisions 
ei que par les collisions ee. Dans le premier cas nous utilisons de nou- 
veau les expressions (59,11) et (59,12), ce qui permet de trouver 


N, 
_ L Va (vive: (v)), 


qi) = — 
d'où 


4 V2n zeéNeLe ) 
3 CUET Vi Æ (59,22) 


Pour déterminer la partie correspondante x, du coefficient de 
conductibilité thermique il faut encore tenir compte de la condition 
j = j® + ÿ® — 0 parce que suivant (58,14) la partie x, se dé- 
termine par le flux thermique précisément en l’absence de courant. 
En utilisant les expressions (59,7) et (59,13), on conclut que cette 
condition signifie la relation suivante entre les gradients de pression 
et de température: 

c _ __ tNeVei 
B {(bVP.] V2 mo, ViT 


(lors des calculs nous négligeons partout des termes d'ordre plus élevé 
en 1/w3e). Après avoir calculé la somme q(@ + q{£, compte tenu 
de cette dernière relation, on trouve 


qe = — 


qe) = 13 NeTver (59,23) 


de 6V2r y 2x mage 


Cette formule a un sens physique simple. D'après l’ordre de 
grandeur le coefficient de conductibilité thermique doit être égal 
à #1 — CeD,, où C, = N, est la chaleur spécifique des électrons 
par unité de volume et Di, le coefficient de diffusion des électrons 
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dans une direction perpendiculaire au champ magnétique. Ce der- 
nier est à son tour évalué comme ((Ax)*}/ôt, où ((Ax)*) est le carré 
moyen du déplacement pendant un temps ôf. Dans le champ magné- 
tique le déplacement dans le sens transversal ne se produit que lors 
des collisions et l’électron se déplace à une distance -r,.. C’est 
pourquoi D, = vire, d'où on déduit (59,23). 

Passons à la contribution apportée par les collisions ee. Le calcul 
est ici plus long; indiquons la marche à suivre. 

Dans la fonction (59,11) il faut maintenant entendre par J l’inté- 
grale des collisions linéarisée de Landau 


Leôfe = —divy 8%), 


ou 
w'ô, B—WVawg 


5 = 2neiL. \ 5 


à 6fe ôfs ». 0 ôfe » Ofoe : 
X (lo e + Ôfe Gps — 0e app — of. } dSp (59,24) 
(w = v —v'). Après l'intégration par parties l'intégrale (59,19) 
avec une telle fonction de répartition prend la forme 


1 ce le 59 95 
qe = \ {u2s(®) + 2v (vs(9)} dp. (59,25) 


Le coefficient dans cette formule est écrit de telle sorte que par 
ôf. figurant dans (59,24) il faut entendre maintenant la fonction 
(VV) Joe. Dans ce cas il suffit d'appliquer la dérivation V, seule- 
ment à la température T intervenant dans l’exposant de la fonction 
maxwellienne fo: 


2 
(VV 1) foe + fe pr (VV AT) ; 


les termes qui apparaissent par suite de la dérivation du facteur 
préexponentiel se réduisent entre eux !). 

Après un calcul simple bien qu’assez long l'intégrale (59,25) 
est ramenée à la forme —x#® V,T, avec ?) 


ce L V)? , , 
= À {ove+ + fe (p) foe(p9 Sp PP’ 


où w—=v—v,V = (v + v’}/2, et les points de suspension entre 
accolades remplacent des termes contenant des puissances impaires 


1) Ceci est évident a priori comme une conséquence de la propriété générale 
indiquée au $ 6: l'intégrale des collisions des particules identiques s’annule 
pour des fonctions de la forme vf,. 

?) Le gradient de pression n'apparaît pas ici et il n’est pas donc besoin de 
l'éliminer à l’aide de la condition j = 0. 


20 
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de wV qui s'annulent lors de l'intégration. En remarquant que 


mV® muw? ] 
? 


foe (P) foe (P') © exp (— TT 


et en effectuant l'intégration sur d‘pd°p', on obtient finalement 


2 NeTv 
(ee) — ei ‘ee 59 26 
Kie = = pa 
1 3yr mag ? GE 
où 
4neiN.Le 


Ver (5520) 
Ainsi toute la contribution électronique à la conductibilité 
thermique transversale a pour valeur 


__ 2NeTVes 13 
mes yen (1). (59,28) 


Conductibilité thermique ionique 


Notons avant tout que la condition d’applicabilité de l’appro- 
ximation considérée aux collisions ii, © gr > Vu, est plus forte que 
la condition valable pour les électrons. Comme wv;; = v.. (m/M)1=° 
et Op: — OpeMM, il résulte de op; © vu l'inégalité © 4 > 
© Vee (Mim)"®, plus forte que @ye > ve; quant à la condition 
rpi > a, elle est certainement accomplie étant plus faible que (59,10). 
de ANR cinétique pour les ions est analogue à l'équation 
(59,2) : 


et + do + ex et Je = —Æ (VB) { EL +I(6f;). (59,29) 


st la transformation ” son premier RE conduit à une 
situation qui diffère du cas électronique. En y portant 


= Mi M ,,_ y 
firme P {57 CV}, 
nous devons maintenant dériver V par rapport à t (et puis poser de 
nouveau V — 0 en vertu du choix du référentiel). Pour V — 0 on 
a suivant l'équation hydrodynamique du mouvement: 


LAS 1 14 
FE nn — VP+-cliB], 


où la pression P = P, + P; et la densité p = N,M. Finalement 
l'équation cinétique prend la forme 


VV afo — er v (V1P — ne 


= #18 + (6), (59,30) 
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où nous avons de nouveau posé E — 0 (comme dans (59,3)) et écrit 
V au lieu de V !). 

L'équation (59,30) est résolue par approximations successives 
de 1/o 35. En première approximation on obtient, de même que dans 
(59,5) : 

«5 ___1 
ôr = OBi 


( [b, Vi foi — Fe ViP +R liB] ]) : 


Mais suivant (59,7) on a dans cette approximation V.P, = [jÿEl/c, 
de sorte que 


ôfi" = (v Le, Vifoi—BLV.P:]) - (59,31) 


11 va sans dire que cette fonction de répartition n'apporte aucune 
contribution au courant \ ôfvdp = 0 comme il se doit dans le 
référentiel où la composante ionique du plasma est au repos. Pour 
le flux thermique on trouve 


g= + \ vèv 6j; Œp=— 


M à 5cP; 
= one Lee Va (Vic) vip] BVTI, 
d’où 
tn SN = — Le. (59,32) 


Pour le calcul du flux thermique à l’approximation d'ordre sui- 
vant, seules les collisions ii sont importantes: la contribution 
apportée par les collisions ie est —(m/M)® fois plus faible par suite 
de la petitesse de la variation de l'impulsion lors des collisions avec 
l’électron. Les calculs correspondants sont tout à fait analogues 
à ceux faits plus haut pour les collisions ee ?). Aussi la partie ionique 
de la conductibilité thermique s’obtient-elle de (59,26) en rempla- 
çant les grandeurs électroniques par les grandeurs ioniques: 


s — 2NiT vi _ 4nz'eiLiN; = 
CRETE TTÉ Vi meme (59,33) 

Le rapprochement entre (59,33) et (59,23) montre que (pour 
2 A1) x; = xie (M/m)"?. Ainsi, dans des champs si intenses que 
©Bi > Vu, la conductibilité thermique transversale est assurée 


1) Dans le cas des électrons le second terme au premier membre contien- 
drait au lieu de M/p le facteur m/p — m/MN, qu'on pourrait négliger. 
3) Dans ce cas le terme contenant VP;, qui distingue (59,31) de (59,5), n’a 
as d'importance: cette partie de la fonction de répartition vf,; et annule 
’intégrale des collisions; cf. note 1 au bas de la p. 307. 
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pratiquement en totalité par les ions. La conductibilité thermique 
électronique s'égalise à la conductibilité ionique lorsque wo; © 
© (m/M)$v;, (pour cette comparaison il faut tenir compte du fait 
que dans de tels champs l'influence du champ magnétique sur «; 
peut être négligée). Dans des champs encore moins intenses la con- 
tribution ionique à x, devient inessentielle ; si avec cela © pe © Vees 
la conductibilité transversale x, est donnée par la formule (59,28). 


Viscosité 


L'impulsion d’un plasma en mouvement étant concentrée prin- 
cipalement dans les ions, la viscosité se détermine par la fonction de 
répartition ionique. En outre, comme les collisions de l'ion avec les 
électrons laissent son impulsion presque inchangée, dans l’équation 
cinétique il faut tenir compte seulement des collisions ion-ion. 

Le premier membre de l'équation cinétique (59,29) est transformé 
comme cela a été fait aux $$ 6, 8 et prend la même forme que là- 
bas ?). Ainsi l'équation cinétique du problème sur la viscosité a pour 
expression 


M 1 res 
T7 Valf (Vas —+ Ôus div V) foi = 


2 ô 
= — (VB) + 7,(6f). (59,34) 
On devra chercher une solution de cette équation sous la forme 
Œ 
ôfi= À En (2?) VSv,ve, (59,35) 


n=0 


où V{ sont des combinaisons linéaires constituées par des compo- 
santes du tenseur V,$, figurant dans l'expression du tenseur de con- 
traintes visqueuses 


4 
Ces = 2, NV, (59,36) 


suivant les définitions (13,18) et (58,15); rappelons que toutes les 
VEè —=0. Le tenseur de contraintes se calcule comme l'intégrale 
— Cob = \ Mvavs Ôf: d'p. 


En y portant (59,35), en prenant la moyenne sur les directions de v 
à l’aide de la formule 


(Lab pVyv8) = _… (GaR0 8 + Éu 7088 + OxsÔpy) 


1) On doit tenir compte que la pression du plasma P = (W; + Ne) T = 
= EU 7 FA A À T et que la conductibilité thermique rapportée à un ion est égale 
à 3( 2)/2. 
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et en comparant avec (59,36), on obtient 
2M 
Mn = — 5 | vin (0?) d'p. (59,37) 


Quant aux équations déterminant les fonctions g,, on les obtient 
en portant (59,35) dans (59,34) et en égalant entre eux les coeffi- 
cients placés devant les tenseurs identiques V£} dans les deux mem- 
bres de l'équation. En omettant les intermédiaires de ces calculs 
assez laborieux, nous donnerons directement les résultats définitifs. 

Les coefficients de viscosité non nuls n, et n, apparaissent déjà 
lorsqu'on néglige l’intégrale des collisions et de ce fait ils sont pro- 
portionnels à 1/6 4;. Quant aux coefficients n, et n:, on ne les voit ap- 
paraître qu’à l'approximation d’ordre suivant tenant compte des 
collisions, ils sont donc proportionnels à 1/63; !): 


ne __2n0/? (2e) LiNŸ Ch NiT 
ME er IT\1/20È 
5 (MT)\'oBi 


Notons avant de clore ce paragraphe que toutes les expressions 
qui y ont été obtenues pour les coefficients cinétiques « transver- 
saux » restent valables et ont un sens aussi sous des conditions moins 
sévères que la condition générale (58,1). 11 est aisé de s'assurer que 
la correction à la fonction de répartition est petite, même dans le cas 
où les dimensions caractéristiques du problème sont grandes devant 
le rayon de Larmor r , des particules correspondantes, ce qui assure 
l'applicabilité des expressions indiquées. Cette condition est égale- 
ment suffisante pour l'applicabilité des équations hydrodynamiques 
elles-mêmes si les gradients de pression et de température sont partout 
transversaux par rapport à la direction du champ magnétique. 

Dans notre exposé nous avons considéré partout un plasma dont 
les températures des électrons et des ions sont identiques. Mais étant 
donné la grande différence de masse entre les électrons et les ions, 
il n’est pas rare que le plasma est caractérisé par deux températures. 
Dans un tel cas on peut aussi formuler un système d’équations du 
type d'équations hydrodynamiques et calculer les coefficients ciné- 
tiques qu’elles font intervenir ?). 


, 3=s = 


2 20B; ° 


(59,38) 


Problème 


Un plasma non homogène dans la direction de l'axe des z est confiné par 
un champ magnétique dirigé suivant l'axe des z. Déterminer la répartition de 
densité et de champ magnétique dans le plasma à la condition que wg; > Ver 
en considérant que A répartition de température est donnée (/. E. Tamm, 1951). 


1) La définition du coefficient de viscosité n, pour un plasma magnétoactif 
suivant (58,15) est justifiée par le fait que ones autres coefficients n tendent 
alors vers zéro quand B —+ c. 

2) Cette question est exposée dans l'article de S. I. Braguinski « Phénomè- 
nes de transfert dans le plasma » publié dans le recueil « Questions théoriques 
du plasma », fascicule 1, Atomizdat, 1963 (en russe). 
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Solution. D’après l'hypothèse du problème les gradients de tempé- 
rature 7 et de pression P sont dirigés suivant l'axe des z. Le champ électrique 
E, irrotationnel dans le cas stationnaire, qui prend naissance par suite de l’in- 
homogénéité du plasma, est dirigé lui aussi le long de l’axe des x. Quant au 
con!inement du plasma, il signifie que dans la direction des z le plasma ne se 
déplace pas et le courant électrique est nul: V, = 0, j, = 0. 

En projetant, compte tenu de ce qui précède, les équations (58,13) sur l’axe 
des y et en utilisant l'équation de Maxwell rot B = 4xj’c, on obtient 


c dB _.. = aT 
An dr y WoB TT. 
En portant dans cette formule l'expression (59,17) de .f’a,, on obtient 


d B 3 at 
& x 2e: (1) 


Le champ magnétique est « chassé » des régions plus chaudes du plasma. En 
projetant l'équation (58,3) sur l'axe des x et en négligeant des termes visqueux 
dont la contribution est d'un ordre de petitesse plus élevé en 1/B, on trouve une 
deuxième équation 


d 1 
az PetP) = iyB, 
qui est ramenée à l’aide de la même équation de Maxwell à la forme (pour = = 1) 
2N.7+-E 
e: ra const. 


L'équation (1) peut être mise sous une forme plus commode en faisant dispa- 
raître le champ magnétique dans (1) et (2). Après intégration on trouve 


NTI — const. (3) 


Les formules (2) et (3) résolvent le problème posé. Quant à la répartition de la 
température, elle se détermine par l'équation de la chaleur. 


$ 60. Approximation de dérive 


En étudiant au paragraphe précédent les coefficients cinétiques 
du plasma dans un champ magnétique intense, nous avons utilisé 
l'intégrale des collisions de Landau, ce qui sous-entendait la vérifi- 
cation de l'inégalité r pe > & (59,10). Proposons-nous maintenant 
de montrer comment on peut se dispenser de cette restriction, c'est-à- 
dire obtenir des formules valables aussi dans le cas des champs si 
intenses que l'inégalité inverse 


TBe KA (60,1) 


est vérifiée pour les électrons. 

A cet effet, il est commode d’avoir recours à une approximation 
spéciale dite de dérive, qui est effectuée dans l'équation cinétique 
elle même et non seulement lors de sa résolution. Cette approxi- 
mation est justifiée si les champs magnétiques et électriques varient 
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assez lentement dans l’espace et au cours du temps. A savoir, la fré- 
quence & du champ et la fréquence effective de collisions v doivent 
être petites devant la fréquence de Larmor, tandis que la distance 
caractéristique sur laquelle les champs subissent une variation 
notable (nous la désignerons par 1/4) doit être grande par rapport 
au rayon de Larmor. Ces conditions doivent être accomplies pour 
chaque espèce de particules auxquelles on applique l’approximation 
de dérive. Plus loin dans ce paragraphe, pour fixer les idées, nous 
écrirons toutes les formules pour les électrons (des formules analogues 
pour les ions s'obtiennent, comme toujours, en effectuant les subs- 
titutions e—> —z, pe —> —@p;, M—r> M). Ainsi, nous suppo- 
serons réalisées les conditions 


O, Vei <& O Be) 4/k > TBe° (60,2) 


La méthode considérée est basée sur la résolution approchée des 
équations du mouvement des particules chargées dans des champs 
E (t, rhet B (6, r) donnés, en tenant compte de la variation lente de 
ces champs en fonction de tet r. Le mouvement des particules dans 
de tels champs est une rotation rapidement variable (de fréquence 
@ ge) Sur les « conférences de Larmor » dont les centres (que l'on 
appelle centres menants des orbites) subissent un déplacement lent. 
La méthode de résolution consiste à dégager la composante oscillante, 
rapidement variable, du mouvement et à calculer la moyenne sur 
cette composante. 

Représentons le rayon vecteur et la vitesse de l’électron sous la 
forme 


r=R()+E(, v=V+é, V=R. (60.3) 


où R est le rayon vecteur du centre menant de l'orbite et 6, le rayon 
vecteur oscillant de l'électron par rapport au centre menant de 
l'orbite !). À l’approximation d'ordre zéro, lorsqu'on néglige totale- 
ment la variation du champ dans l’espace et dans le temps ainsi que 
les collisions, on a affaire tout simplement au mouvement dans des 
champs croisés, uniformes et constants, E et B. On sait (voir II, 
$ 22) que dans ce cas le vecteur & se situe rigoureusement dans un 
plan perpendiculaire au champ B et tourne dans ce plan à une vitesse 
angulaire constante ©. — eBlmc, tout en gardant inchangée sa 
valeur. Le rayon de la circonférence | & | est lié à la vitesse constante 


1I81=v1 par |8| =v:/64; vectoriellement la relation entre à 
et & s'écrit sous la forme 


t= — [bË], (60,4) 


1) On prendra garde à ne pas confondre la désignation V utilisée dans ce 
paragraphe et la vitesse macroscopique notée V au $ 59. 
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où b = B/B. Quant au centre de l'orbite, il se déplace à la vitesse 
R = Vo = 00h + Wo: 


où L'on est la vitesse du mouvement uniformément accéléré le long 
du champ magnétique, satisfaisant à l’équation 

my = —bE, (60,5) 
et 


w=R; = + [Eb (60,6) 


est la vitesse de déplacement dans un plan perpendiculaire au champ 
B (vitesse de dérive électrique) ?). 

Dans ce qui suit nous nous limiterons à cette approximation et 
négligerons des termes liés à la non-constance des champs E et B, 
c'est-à-dire considérerons en fait que ces champs sont constants. Par 
conséquent, nous omettrons désormais les indices 0 de toutes les 
grandeurs. 

L'approximation de dérive consiste essentiellement à passer dans 
l'équation cinétique aux variables lentement variables R, v}, v, = 


= | Ë |. Etant prises ensemble, ces grandeurs constituent cinq va- 
riables indépendantes dont dépend la fonction de répartition. 

L'élément de volume de phase en nouvelles variables est de la 
forme 


Brdp = WR-2rxm°duy-vidv, = 21m SR duydJ, (60,7) 
où on a introduit une grandeur commode pour la suite 
J = vi/2 (60,8) 


(en vérifiant la relation (60,7), on ne devra pas oublier que dans 
l'approximation adoptée les champs peuvent être considérés comme 
constants). 

Exprimons la densité de courant des électrons en fonction des 
nouvelles variables. Pour un seul électron la densité de courant 
est —evô (r —r.), où r sont les coordonnées courantes du point de 
l'espace etr., les coordonnées du point d'emplacement de l’électron. 


En posant v = V LE etr, =R +6, on peut écrire 
—evô (r —r.) & —e(V + 8) [8 (r —R) — 87e (r — R)l. 


Moyennons cette expression sur l'angle de rotation à l’aide de la 
relation évidente 


O Be (ba [b£ 18) — (Ga &8) = + ALT 


1) On sous-entend bien entendu que EIB < 1, si bien que w € c et les 
effets relativistes peuvent être négligés. 
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où «, f sont des indices vectoriels bidimensionnels (dans un plan 
perpendiculaire au champ magnétique). On obtient 


— EVE (r—R)+ be] 8 (r— R). 


En multipliant cette expression par la fonction de répartition des 
électrons f. et en intégrant sur dp = 2xm°dvydJ, on obtient la 
densité de courant dans l’espace des R !): 


LE \ Vip rot (b \ Jfe Sp). (60,9) 


Le premier terme de cette expression correspond au transport 
des charges avec des cercles de Larmor qui se déplacent, et le second 
terme tient compte de la rotation des particules sur ces cercles *). 
Ce second terme a un sens physique simple : si on le représente sous 
la forme c rot M, le vecteur 


M= (59 &p (60,10) 


représentera l’aimantation du plasma liée à la rotation des charges. 
Le moment magnétique (60,10) ne dépend pas du signe des charges 
et est opposé au champ magnétique, c’est-à-dire qu'il correspond au 
diamagnétisme. 

Transformons l'équation cinétique aux nouvelles variables. 
Comme la fonction de répartition f, est rapportée au même élément 
d'espace des phases que précédemment (seulement transformé à une 
autre forme: (60,7)), l'équation cinétique est toujours de la forme 
df.idt = St f. ou, en développant le premier membre en nouvelles 
variables, 

ôfe 


Ofe dfe 
to LED Re = St fe. (60,11) 


On a introduit ici des désignations évidentes pour les projections des 
vecteurs et on a utilisé les égalités (60,5), (60,6). Quant au terme 


contenant v.,, il est absent dans cette approximation parce que v, 
ne varie pas lors de la dérive. 


1) Au second terme on a effectué l'intégration par parties, de sorte que l’ac- 
tion de l'opérateur V, est reportée sur b/f.. 


2) Notons que le même calcul de la moyenne de la densité de charges 
—e6 (r — r.) conduit à l'expression ordinaire —e \ fe Sp; les termes correctifs 


liés à la rotation des particules n’apparaîtraient ici que si l'on tenait compte 
des quantités du deuxième ordre de petitesse (dérivées secondes par rapport 
aux cuordonnées). 
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Passons à l’écriture de l'intégrale des collisions en variables de 
dérive !). Notons tout d’abord que l’acte de collisions en ces variables 
consiste en une variation « instantanée » des vitesses vy et v, et des 
composantes du rayon vecteur R, du centre du cercle, perpendi- 
culaires au champ magnétique (en ce qui concerne la composante 
parallèle R,, elle coïncide pratiquement avec la coordonnée corres- 
ES de la particule elle-même et ne varie pas lors de la colli- 
sion). 

Les collisions ne se produisent qu'entre des particules qui pas- 
sent l’une près de l’autre avec des paramètres d'impact p non supé- 
rieurs à la longueur de Debye a: p & a. Si le paramètre d'impact p 
est petit par comparaison des rayons de Larmor des particules qui 
s’entrechoquent, le champ magnétique est tout à fait sans effet sur 
le processus de diffusion parce qu’à de telles distances les trajectoires 
ne sont pas courbées de façon notable par le champ. La description 
de telles collisions en termes de variables de dérive n’est en général 
pas naturelle. C'est pourquoi l’utilisation de l'intégrale des colli- 
sions en ces variables n’est justifiée que dans le cas où r4 € a pour 
l'une au moins des particules en collision. 

Lors de l'interaction coulombienne des particules, soumises ou 
non à l’action d'un champ magnétique, ce sont les collisions loin- 
taines et donc les petites variations de toutes les variables qui sont 
importantes. C'est pourquoi la déduction de l'intégrale des collisions 
dans l’espace des p faite au $ 41 reste également valable pour l’inté- 
grale des collisions dans l’espace des variables R, = (X, Y), v;, 
J (l’axe des z étant orienté dans le sens du champ magnétique) si 
l’on introduit maintenant au lieu des composantes de l’impulsion 
les quatre variables g, {X, Y, vy, J} et qu'on entend par Ag;, 
Âg>, - - . les variations de ces quantités dans les collisions. 

L'intégrale des collisions est ramenée toujours à la forme 


A 
ôs ôs, ôs} ds] 

Sf==Y Le = ST (60,12) 
La Ôgr R, dc, 0J 


(par définition le flux s, ne comporte des composantes que dans un 
plan perpendiculaire à B); il importe ici que l'élément de volume 
dans l’espace des variables g, se ramène tout simplement au produit 
de leurs différentielles; aussi l'intégrale des collisions a-t-elle la 
forme d'une divergence ordinaire. La déduction faite au $ 41 n’exige 
que d’être légèrement modifiée. Tout d’abord, en écrivant (41,2) 
on a déjà tenu compte qu’en vertu de la conservation de l'impulsion 
Ap = q = —Ap’. Pour les variables de dérive que nous considé- 
rons, une telle relation n’existe certes pas. En reprenant la déduction 


1) L'intégrale des collisions en variables de dérive a été obtenue par 
E. M. Lifchitz (1937) pour un gaz électronique; elle a été généralisée au cas 
du plasma par S. T. Béliaev (1955). 
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sans cette hypothèse, on trouve (par exemple pour les collisions entre 
les électrons et les ions) 


ë 
SE? = D + \ {(AgaAsen Îi + 


l=1 


+ (AgaAgn) fe 5} Sps (60,13) 


où d'p, = 2nM°dJ ;jdu;,, Ag, est la variation re quantités g, lors 
de la collision, et les chevrons désignent la moyenne sur les colli- 
sions. 

Lors de l'établissement de (60,13) on a utilisé aussi la possibilité 
de permuter les états initial et final dans l'intégrale des collisions, 
après quoi il devient évident que les termes linéaires en Ag, se ré- 
duisent ; en outre cela permet d’effectuer l'intégration sur tout l’es- 
pace des g. Au $ 41 une telle transformation a été réalisée en vertu 
de la symétrie par rapport au renversement du temps, qui lie les 
probabilités de collisions directe et inverse. En présence de champ 
magnétique une telle symétrie n’a lieu qu’à condition que le signe 
du champ B sera inversé, de sorte qu’elle lie en fait des probabilités 
dans des champs différents. Pourtant, nous verrons plus loin que 
dans ce cas la symétrie par rapport au renversement du temps se 
trouve rétablie par l'intégration sur les paramètres d'impact. 

Enfin, on a utilisé dans (60,13) le fait que la diffusion mutuelle 
des « cercles » ne se produit que lorsqu'ils passent à des distances 
non supérieures à la longueur de Debye a l’un de l’autre. En suppo- 
sant que la fonction de répartition varie peu à de telles distances, 
nous avons posé de façon approchée f; (R;, vin, Ji) & fa (Re, vin, Ji) 
et intégré sur d‘R;. 1l en résulte que dans (60,13) il ne reste que l'inté- 
gration sur dp; et le calcul de la moyenne sur les collisions inclut 
l'intégration sur les positions de R;. Plus loin, dans des cas concrets, 
cette moyenne sera exprimée à l’aide de la section efficace de diffu- 
sion correspondante. Pour le moment, indiquons seulement que les 
valeurs moyennes (AR, AJ), (AR, Av) sont nulles. Cela résulte 
du fait que les produits AXAJ, AY AJ (ainsi que les produits avec 
Avy au lieu de AJ) forment un vecteur dans le plan xy. Puisqu’aucune 
direction privilégiée n'existe dans ce plan pour les cercles de Larmor, 
ce vecteur doit s’annuler par la prise de moyenne. 

Une propriété importante de l'intégrale des collisions en variables 
de dérive consiste en ce que son adjonction à l'équation cinétique 
modifie l'expression du flux de particules (dans l'espace ordinaire !) 
par l'intermédiaire de la fonction de répartition. Pour nous en assu- 
rer, écrivons l'équation Er sous la forme 


Le TR cu LEE ET Eufe)= El — SE (60,14) 
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(Bet E étant supposés constants, on peut mettre V sous le signe de 
dérivation). En intégrant cette équation sur d°p, on obtient 


De + dive [(V£ + se) &p = 0, Ne= | fdp (6015) 


(pour abréger, nous omettons l'indice e des variables électroniques); 
N. est la densité spatiale du nombre de cercles ; l'expression sous le 
signe divr est donc la densité de flux de ces cercles. On voit qu’à 


l'expression ordinaire | Vf.d'p est ajouté le terme Âse L:dp lié aux 


collisions. Ce terme traduit en fait le flux de diffusion dans le sens 
transversal par rapport au champ magnétique. Dans une telle des- 
cription (à la différence de la description ordinaire de la diffusion) 
il entre directement dans l'équation cinétique. 

En utilisant ces expressions il faut bien entendu ne pas perdre 
de vue que la densité de courant électrique est liée au flux de parti- 
cules réelles et non pas à celui de cercles. Suivant (60,9) le flux de 
particules diffère de celui de cercles par le terme contenant le rota- 
tionnel décrivant l'aimantation. Aussi l'expression définitive de la 
densité de courant électronique est-elle de la forme 


de \ Vie &p — 7 rot (b \ f.J &p)— \ es. d'p. (0,16) 


L'expression (60,13) ne prend un sens réel qu'après le calcul des 
valeurs moyennes qu'elle fait intervenir. Montrons comment on le 
fait sur l'exemple d'intégrale électronique pour les collisions élec- 
tron-ion. 

Les calculs se font de différentes façons dans les deux domaines 
de valeurs des paramètres d'impact p, définis par les inégalités 


Dp&rgper I) re KP Ka. (60,17) 


Notons que les intégrations sur le paramètre p auront, comme d'ordi- 
naire lors de la diffusion coulombienne, un caractère logarithmique. 
A la précision logarithmique on peut ne pas distinguer entre les iné- 
galités fortes (>) et les inégalités faibles (>). Aussi les domaines 
(60,17) recouvrent-ils en fait tout l'intervalle de variation du para- 
mètre d'impact (on suppose certes, en conformité avec (60,1), que 
rge € a). Pour l'existence du domaine I il faut encore que 


Tpe >Pmin — Z6/MUe, (60,18) 


OÙ Pmin est le paramètre d'impact minimal pour lequel l’angle de 
diffusion devient —1 (nous ne considérons ici que le cas quasi classi- 
que où e*/hvr. > 1). 

En même temps, nous supposerons que r3; > a. Alors l'influence 
du champ magnétique sur le mouvement des ions (lors du processus 
de collision) n’a pas d'importance quel que soit le paramètre d’im- 
pact p < a: les trajectoires ioniques sont faiblement courbées par 
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le champ magnétique sur des distances p. Dans ces conditions on 
peut négliger (à la limite, quand m/M —-0) le recul des ions, c’est-à- 
dire poser égales à zéro les variations de toutes les variables ca- 
ractérisant les ions: R., vy, J ?). Alors le second terme entre acco- 
lades de (60,13) disparaît, de sorte que la partie du courant électro- 
nique liée aux collisions électron-ion prend la forme 


i N à 
59 = — TL (AX,AX,)D na : (60,19) 


Les quantités (AXQAX8$) forment un tenseur spatial perpendicu- 
laire à la direction du champ. Représentons-le sous la forme 


(AXQAX s) = + ((AR1)9 (Oas — baby) (60,20) 


qui exprime explicitement sa transversalité. Quant au flux (60,19), 
il s’écrira alors sous la forme 


st = — ne ((AR, })(® Vifes (60,21) 


où Vi = Vr — b (bVR) est l’opérateur de dérivation dans des di- 
rections perpendiculaires à b. 

Des expressions pour des « flux de vitesse », analogues à (60,19), 
sont les suivantes: 


e Ni ei 9 : ei à 
sf — Li { (Aux _ + (Away À, 


(60,22) 


2 ; 
0 = — SL {(AmaTyen ds +annen ie). 


A l'équilibre, c'est-à-dire pour la distribution maxvwellienne 
fe= const-exp {+ (5t+7)}, (60,23) 


l'intégrale des collisions doit s’annuler. En reportant (60,23) dans 
(60,22) et en annulant les flux, on trouve 


(AvAJ)CeH = —V} ((Au)2}ù = . ((AJ}2y5). (60,24) 


Calculons d’abord la contribution du domaine I. On peut con- 
sidérer que dans ce domaine le champ magnétique n'’influe pas du 
tout sur le processus de diffusion puisqu'’à de telles distances non 
seulement la trajectoire de l’ion mais également celle de l’électron 
ue subit pas de courbure notable. Une variable naturelle pour la 
description de la collision est dans ce cas l’impulsion ordinaire p 


1) On ne peut pas le faire s’il existe des paramètres d'impact pour lesquels 
ap>rp;. Dans de telles collisions l’ion dérive dans le champ électronique et 
sa grande masse ne se fait pas sentir. 


320 PLASMA DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE (CH. V 


de l’électron. C’est en fonction de cette impulsion qu’il faut expri- 
mer les variables de dérive. Suivant (60,3), (60,4) et (60,8) on a 


1 
MUBe 


J Pi 


P 
r=R— bpilh w=—t, J=. 


En tenant compte de ce que les coordonnées r de la particule restent 
inchangées lors de la collision (à la différence des coordonnées R 
du centre de l'orbite!), on en déduit 


1 CIN 1 
AR, — 7 Le AL Avy=—, AJ=-—>piqi, (60,25) 
où q est une petite variation de l’impulsion p. 
En désignant par l'indice I la contribution apportée par la caté- 
gorie considérée de collisions, on peut écrire maintenant 


(AR = | (AR:}vdo=— ( giv do, (60,26) 
m°wBe 
où do est la section efficace de diffusion d’un électron par un ion 


immobile. En substituant pour do sa valeur (41,6) et en intégrant, 
on obtient 


ei ei : 
AR} = HÉEEL LHRES. (60,27) 


où 6 est l’angle entre v et b et 


2 El 
Li=in ET = In te (60,28) 
ze Z°OBe 
est le logarithme coulombien « coupé » en haut sur des paramètres 
d'impact p —r8se (frontière supérieure du domaine I). Enfin, en 
exprimant ce résultat en fonction des variables de dérive, on trouve 
finalement 


i 2ec?Ly vf +) 
AR) = SPEREr PE 60,29 
(( 1) )1 Bi (bi +27)3/2 ( ) 
Un calcul analogue donne 
8xz"eiL Jv, 
Av AT) = 
SEAL me (+2) * 
et les deux quantités qui restent se déterminent à partir de (60,24). 
Reportons-nous au domaine II. Ici les variables naturelles sont 
précisément celles de dérive et la collision est décrite comme un 
écart dû à la dérive d’un cercle volant dans la direction de b (axe z) 
dans le champ coulombien de l’ion immobile. Lors de la dérive la 
vitesse v., et donc J restent inchangées ; en vertu de la loi de con- 
servation de l'énergie lors de la diffusion par un ion lourd, cela con- 
duit à son tour à la conservation de v,. Aussi le domaine II n’apporte- 
t-il aucune contribution aux quantités (60,24). 


(60,30) 
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« 


Quant à la contribution à ((AR)°), elle se calcule comme 
(AR = | (ARa Poil do= | (AR1)lonl p. (60,31) 


où p est la valeur du rayon vecteur du centre du cercle R, avant la 
collision. La variation de R, lors du mouvement du cercle dans un 
champ magnétique B uniforme et constant et dans un champ élec- 
trique constant E — ezR/R® (le champ de l'ion) est déterminée par 
l'équation de la dérive 


GR, __e qu _ ze  (bRil _ 
RE DURE ET 77 ue 


(voir (60,6)). En première approximation, au second membre de cette 
équation on peut poser R, Æ p, Ry = vyt. La variation totale de 
R, dans la collision s'obtient en intégrant (60,32) sur & de —o 
à co et est égale à 
__  2zec  {bp] 
ARi=— CAR LEL (60,33) 
En reportant cette expression dans (60,31) et en intégrant (avec la 


précision logarithmique correspondant aux frontières du domaine II), 
on trouve 


(ei) __ Bnz°e®ciLrt a 

((AR:)1T 7 Fi ? Li=ln FR 

Les contributions (60,29) et (60,34) sont d'une façon générale 
d'un même ordre de grandeur 


Ni ((AR:)?) = veirBer 


où ve: est la fréquence moyenne des collisions électron-ion. La con- 
tribution (60,34) présente la particularité de tendre vers l’infini, 
quand vy —+ 0, quelle que soit la valeur de v.,. Le sens physique de 
cette divergence est le suivant : lorsque la vitesse v} est faible, le 
cercle séjourne pendant longtemps dans le champ de l’ion et de ce 
fait dérive à une grande distance. 

Il va sans dire qu'en réalité la formule (60,34) cesse d'être valable, 
lorsque les valeurs de la vitesse vy sont petites, pour plusieurs causes : 
A) sirpi > a, alors pour | vy |  vrs, l'ion peut s'éloigner de l’élec- 
tron pendant la durée de la collision; ce mécanisme « coupe » la 
divergence pour |vy | —Ur;; 2) en établissant cette formule, on 
sous-entend qu’en tout cas | AR, |  p; 3) le cercle peut s’éloigner 
de l’ion donné par suite de la dérive dans le champ engendré par 
d’autres particules (collision à trois corps). 

Les formules écrites plus haut résolvent la question de l’établisse- 
ment de l'équation cinétique à l'approximation de dérive. Cette 
équation permet notamment de trouver les coefficients cinétiques 


21—01298 


(60,34) 
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du plasma à la première approximation non nulle de 1/2 (voir pro- 
blème 1). 

Enfin, il reste à expliquer comment l'intégration sur d°p rétablit 
formellement la symétrie par rapport au renversement du temps, ce 
qui a déjà été utilisé lors de l'écriture de (60,13). Le trouble de cette 
symétrie se manifeste par le changement de signe de l'écart AR. 
dans (60,33) lorsque le sens de B est inversé. Pourtant l’ancien signe 
peut être rétabli par un changement de variable d'intégration 
p —— —p. de sorte que dans cette approximation le changement de 
signe de B ne peut se manifester nulle part (quant au domaine I, le 
champ magnétique n’y influe pas du tout sur le processus de diffu- 
sion). 


Problèmes 


1. Déterminer à l'approximation de dérive le cocfficient de Hall 2 et la 
conductivité transversale &, du plasma (S.T. Béliaer, 1955). 


Solution. En considérant un plasma comportant un gradient de den- 
sité des électrons (en l’absence de champ électrique et de gradient de tempéra- 
ture), nous supposons que la fonction de répartition f, intervenant dans (60.16) 
et (60,21) est maxwellienne et trouvons 


Poser : 
= [bVNe]+-eD ,V Ne 
avec le coefficient de diffusion transversale 
Ni ——_— 
D, Remi CD 


où le trait montre la prise de moyenne sur la distribution maxwellienne des 
électrons. En comparant avec l'expression générale (58,13), on trouve à la pre- 
mière approximation en 1/B l'ancienne expression (59,8) pour 34. A l'approxi- 
mation d'ordre suivant on obtient 


6, = T'EN,R°B°D .. (1) 
Dans le domaine II (voir (60,17)) on prend ((AR,)°) tirée de (60,34). On a avec 
la précision logarithmique 


Le, ©] 


= —— m 1/2 à mr, dv j mn ) 1/2 de 
1 | —— s: L ss 
loi ( 2aT ) | EP ( 2T ] | ut} | #2 ( 2aT In Umin 
— æ 


où Fmin se détermine par l’un des mécanismes indiqués à la fin du paragraphe. 
En posant par exemple Cmin — tri, on obtient finalement 


2 1/2 =2e2c? j 
11. (rm) steciN; M a 
D! = Ti/2B? In m In Frs . (2) 


D'une manière analogue, en prenant ((AR ,)*) donnée par (60,27), on obtient la 
contribution apportée au coefficient de diffusion par le domaine 1: 


1 __ 4(2nm)l/®:etc2N; is mure (3) 


DL = EME RE Te 
+ 3T1/2B° ce 0 Be ‘ 
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Si l’on considère que l'inégalité (59.10), inverse de (60,1), est vérifiée, le 
domaine II n'existe pas et le logarithme figurant dans (3) est remplacé par la 
valeur coulombienne ordinaire (41,10). Dans un tel cas la substitution de (3) 
dans (1) conduit à la formule (59,15) pour o.. 


2. Déterminer le coefficient de diffusion transversale D | pour les colli- 
sions des électrons avec les atomes neutres. : 
Solution. _L'interaction entre les électrons et les atomes étant de courte 
ortée, il n'existe que le domaine I, où on doit entendre par a la dimension de 
‘atome !). La formule (60,26) reste valable. Mais dans cette formule il faut 
maintenant introduire la section efficace de diffusion d’un électron sur un atome 
neutre. Après l'intégration sur les angles, le coefficient D | est exprimé en fonc- 
tion de la section efficace de transport de cette diffusion o,: 


Na 


n 


a NV 
[D,=— (AR = 00 


Jo 
“V'Be 


(Na étant la densité de nombre d'atomes). Pour une section efficace o, indépen- 


dante de la vitesse de l’électron on obtient après la prise de moyenne sur la 
distribution maxvwellienne : 


PL es No! 
L m OBe 


1) On peut mettre en doute l'applicabilité de l'intégrale des collisions 
(60,12) à la diffusion pa un potentiel de courte portée qui se produit bien en- 
tendu à des angles de l’ordre de l’unité. Il est facile de voir que dans le problè- 
me considéré on exige seulement que les variations de la position du centre de 
l'orbite, AR,- r#., soient petites devant les distances caractéristiques sur 
lesquelles varie la concentration des électrons. ce qui correspond à la condi- 
tion d’applicabilité de la diffusion transversale (cf. fin du $ 59). 


CHAPITRE VI 


THÉORIE DES INSTABILITÉS 


$ 61. Instabilité de faisceau 


D'après le paragraphe 34, l'amplitude de perturbation de vecteur 
d'onde k dans un milieu homogène illimité se comporte, lorsque 
t — oo, asymptotiquement comme 


e-iutknt, (61,1) 


où o (k) est la fréquence des ondes qui se propagent dans le milieu. 
Notamment, pour des ondes longitudinales dans le plasma, les fré- 
quences « (k) sont des racines de l’équation !) 


e (©, k) = 0. (61,2) 


Les fréquences « (k) sont, généralement parlant, complexes. Si 
la partie imaginaire Im wo = —7y<0, la perturbation s'évanouit 
avec le temps. Si par contre on a y << 0 dans un certain intervalle de 
valeurs de k, les perturbations accroissent, ce qui signifie que le 
milieu est instable par rapport aux oscillations dans cet intervalle 
de longueurs d'ondes ; la quantité | y | est appelée dans ce cas incré- 
ment d’instabilité. Soulignons tout de suite qu’en parlant d'une crois- 
sance « indéfinie » de la perturbation (suivant la loi exp ([y|t)), 
nous avons en vue toujours, ici et plus loin, seulement le comporte- 
ment à l’approximation linéaire; il va sans dire qu'en réalité la 
croissance de la perturbation est limitée par des effets non linéaires. 

Dans un plasma sans collisions, la partie imaginaire de la fré- 
quence est due à l'amortissement de Landau. En correspondant au 
maximum absolu d'’entropie, l’état d'équilibre thermodynamique du 
plasma est stable par rapport à toute perturbation. Pourtant, comme 
il a déjà été dit au $ 30, pour des répartitions hors d'équilibre dans 
le plasma l'absorption de l'énergie des oscillations peut céder la 
place à une amplification des oscillations. Cela se manifeste par 
l'apparition d’un domaine de valeurs des variables indépendantes k 
et © (w >> 0) dans lequel la partie imaginaire de la permittivité est 
négative: e; (w, k) < 0. Soulignons pourtant que l'existence de 


1) Rappelons que dans le cas d’un plasma anisotrope cette équation de 
dispersion se rapporte à des ondes « lentes » quasi longitudinales, voir $ 32. 
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tels domaines ne signifie pas encore de par elle-même que le plasma 
est forcément instable (en tout cas à l’approximation linéaire); 
pour que le plasma soit instable il faut encore que l’une quelconque 
des branches du spectre des oscillations de plasma tombe réellement 
dans ce domaine. 

Un exemple caractéristique d'instabilité est fourni par un fais- 
ceau dirigé d'électrons traversant un plasma immobile (4. 7. Akhie- 
er, Y. B. Feinberg, 1949 ; D. Bohm, E. P. Gross, 1949). Le faisceau 
est supposé électriquement compensé: la somme des densités de 
charges électroniques dans le plasma et dans le faisceau est égale 
à la densité de charges ioniques du plasma. Le système est homogène 
et illimité, c’est-à-dire que le faisceau (et le plasma immobile) rem- 
plit tout l’espace et sa vitesse moyenne V est partout la même. La 
vitesse V sera supposée non relativiste. 

Nous supposerons d’abord que le faisceau et le plasma sont froids, 
c'est-à-dire que l'agitation thermique de leurs particules peut être 
nés ere la condition permettant de le faire sera expliquée plus 
oin. 

Dans le domaine des fréquences des oscillations électroniques la 
permittivité longitudinale du système plasma-faisceau est de la 
forme ; a 

a (w, k)—1= re n (61,3) 
Le premier terme au second membre correspond au plasma immobile, 
Q, — (4ne*N,im)l!® est la fréquence de plasma électronique. Le 
second terme est dû aux électrons du faisceau. Dans un système de 
référence K’, en mouvement avec le faisceau, la contribution de 
ses électrons à €, — 1 est égale à —(Q;/w')°?, où w° est la fréquence 
des oscillations dans ce système et Q: — (Ane*Ni/m)l/? (NS étant 
la densité des électrons dans le faisceau). En passant au référentiel 
de départ XÆ, la fréquence «w’ est remplacée par 


& = © —kV (61,4) 


et on est conduit à l'expression (61,3) !). 
Nous supposerons que la densité de faisceau est faible dans ce sens 
que 
Ne Ne, (61,5) 


de sorte que Q; € Q.. Dans ce cas la présence du faisceau ne modifie 
que légèrement la branche principale du spectre d'oscillations longi- 
tudinales du plasma, à savoir la racine de l'équation de dispersion 


À) La loi de conversion de la fréquence est facile à obtenir par transforma- 
tion du facteur de phase de l’onde. Dans le référentiel K’ le rayon vecteur du 
point: r —=r— Vt. On a donc 


kr — ot = kr’ — (© — kV)t = kr’ — w’2. 
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€; = 0 pour laquelle w Æ Q.. Mais à côté de cette branche il appa- 
raît une nouvelle branche liée à la présence du faisceau ; c'est cette 
dernière qui nous intéresse ici. 

Pour que le terme à petit numérateur Q° ne disparaisse pas dans 
l'équation de dispersion 


2 + 
Ge Qe 


ET =kvE 1 (61,6) 


il faut que cette petitesse soit compensée par la petitesse du déno- 
minateur. Nous chercherons donc une solution de la forme © — 
= kV + 6 avec un petit 6. Alors l'équation prend la forme 


VE + 2 =, 1, (61,7) 
d’où 
ô— + Le (61,8) 
7 H—(Qe/kVIIUE ? . 


et la condition ô € kV exige que | kV | ne soit pas trop proche de 
Q.. Quant à l'hypothèse du plasma froid, elle exige la réalisation 
de la condition Avr. € w et donc signifie en l'occurrence que la 
vitesse du faisceau doit être grande devant la vitesse thermique des 
électrons du plasma: vr, & V. 

Si (kV)° > Q, les deux racines (61,8) sont réelles et les oscilla- 
tions ne croissent pas. Par contre, si 


(KV)® < Gi, (61,9) 


les deux valeurs de 6 sont imaginaires; celle d’entre elles pour la- 
quelle Im © — Im 6 > 0 correspond à des oscillations croissantes. 
Ainsi, le système est instable par rapport aux oscillations caracté- 
risées par des valeurs suffisamment petites de kV. 

Une situation différente se produit lorsqu'on tient compte de 
l’agitation thermique des électrons du plasma. Dans le cas général, 
au lieu de (61,3) on aura 


a 
Qe 


e(o, k) = {0 (o, KV , 


(61,10) 
où e{Pl) se rapporte au plasma sans faisceau. En résolvant l’équation 
€; — 0 par le même procédé, on trouve maintenant 


, 


Qe 


Le (KV, KE | 


(61,11) 

Mais en vertu de l'amortissement de Landau la fonction ejP 
comporte toujours une partie imaginaire (pour tout k). Cela signifie 
que 6 sera complexe lui aussi et étant donné le double signe de 
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(61,11), on aura Im Ô > 0 pour l’une des branches d'oscillations, 
c'est-à-dire que ces oscillations seront instables. Lorsqu'on passe 
à de fortes valeurs de V correspondant au cas du plasma froid con- 
sidéré plus haut, la partie de Im €, liée à l'amortissement de Landau 
devient exponentiellement petite et nous revenons à (61,8). 

Dans les raisonnements qui précèdent on a négligé la dispersion 
thermique des vitesses des électrons dans le faisceau. Cela est justifié 
si la valeur de cette dispersion 


De € | 8 |/k. (51,12) 


Problèmes 


4. Déterminer la frontière du domaine d'instabilité du faisceau dans le 
plasma froid du côté des valeurs de kV proches de Q.. 

Solution. Pour des faibles valeurs de la différence (kV)® — Q? la pré- 
cision de l'équation (61.7) est insuffisante. En gardant dans l’équation e, = 0 
(avec e; donnée par (51,3)) aussi le terme d'ordre suivant en 6, on ebtient 

e Qÿ 2Q20 2(kV—Qe) 


Se 1 EVE 


2ô 
ave TRES 0 TR: 
En introduisant des quantités nouvelles E et + définies par 


si(rore)". +=(gé)" m0. 


récrivons cette équation sous la forme 
+ ré =1 


(pour fixer les idées, nous considérons que kV est proche de +Q, et non pas de 
—Q,). Toutes les trois racines de l'équation (1) sont réelles quant t > 3-2-28, 
ce qui détermine précisément le domaine de stabilité. Deux sur ces racines cor- 
respondent aux deux racines de l'équation (61,7) et la troisième à la fréquence 
Docu d’un plasma immobile qui est proche de ces racines lorsque @, = 
æ kV. 


2. Examiner la stabilité des ondes pseudo-sonores dans un plasma à deux 
températures (T, > T;) dans lequel la composante électronique se déplace par 
rapport à la composante ionique avec une vitesse macroscopique V telle que 
y <& Ur. . 

Solution. Sil<« ëre, le mouvement coordonné des électrons a peu 
d'influence sur la loi de dispersion des ondes pseudo-sonores, qui sera donnée 
comme précédemment par la formule (33,4) : 

© _ ste 1 
F = ( nr] (TRE * () 
Quant au décrément d'amortissement (à sa partie électronique), il s'obtient à 
partir de (33,6) en y introduisant (61,4): 
= (KV ( sm \1/2 " 
v=( &) 8M ) . (2) 


La condition d'instabilité: kV > w; pour la réalisation de cette condition il 
faut dans tous les cas que V > w/k. Au voisinage de la frontière d'instabilité 
le facteur kV — w intervenant dans (2) est petit, de sorte qu'il peut s'avérer 
nécessaire de tenir compte dans ÿ aussi de la partie ionique de l'amortissement 
qui est, dans les conditions ordinaires, petite. 


328 THÉORIE DES INSTABILITÉS ICH. VI 


$ 62. Instabilités absolue et convective 


Le fait que l’équation de dispersion comporte des racines dans 
le demi-plan supérieur des & signifie que la perturbation initiale 
faible sous forme d’une onde plane s'accroît, c’est-à-dire que le 
système est instable par rapport à une telle perturbation. Mais en 
réalité, toute perturbation initiale représente un « paquet d'ondes » 
de dimensions finies dans l’espace et les ondes planes ne sont que 
des composantes de Fourier distinctes de ce paquet. Avec le temps 
le paquet « s'étend » et son amplitude (dans un système instable) 
augmente. Pourtant, comme tout paquet d'ondes, il se déplacera 
en même temps dans l’espace. Deux cas peuvent se présenter ici. 

Dans un cas, la perturbation croît indéfiniment en tout point 
de l'espace malgré le déplacement du paquet; une telle instabilité 
est dite absolue. Dans l’autre cas, le déplacement du paquet est si 
rapide qu’en chaque point fixé de l’espace la perturbation tend vers 
zéro quand { —+ ; une telle instabilité est dite convective. 

Soulignons tout de suite que cette différence est relative en ce 
sens que le caractère de l'instabilité est toujours déterminé par rap- 
port à tel ou tel système de référence et le passage d'un référentiel 
à un autre peut changer ce caractère: une instabilité qui est con- 
vective dans un certain référentiel devient absolue dans un réfé- 
rentiel en mouvement « avec le paquei », et une instabilité absolue 
devient convective dans un référentiel qui « s'éloigne » assez rapide- 
ment du paquet. 

Mais ceci n'ôte pas du tout la différence entre deux types d'ins- 
tabilité de sens physique. Dans les énoncés des problèmes réels il 
existe toujours un système de référence défini au point de vue expé- 
rimental par rapport auquel il convient de considérer l’instabilité. 
L'admission qu'un système physique est considéré comme infiniment 
étendu n'exclut pas le fait qu’en réalité ce système a des frontières 
(par exemple des parois) qui servent justement de « système de 
référence du laboratoire ». Au surplus, la limitation physique du 
système peut conduire à ce que dans le cas de l’instabilité convective 
la perturbation n’a pas le temps de se développer avant que le paquet 
ne soit « emporté » en dehors des frontières du système (par exemple, 
lors de l'écoulement du liquide dans un tube). 

La théorie exposée ci-dessus, permettant d'établir le critère de 
distinction des deux 1ypes d’instabilité, a un caractère très général !). 
11 peut s'agir de tout système homogène et illimité (au moins dans 
une direction, suivant l’axe des x). C'est pourquoi nous ne concré- 
tiserons pas ici la nature du milieu et de sa perturbation en dési- 
gnant cette dernière comme une certaine fonction v (£,r). Nous nous 


1) Un tel critère a été donné pour la pur fois par P. A. Sturrock (1958). 
La formulation de ce critère exposée ci-dessus appartient à À. J. Briggs (1964) 
dont les raisonnements nous suivons pour l'essentiel aux $$ 62 à 64. 
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bornerons à examiner le cas d’un paquet unidimensionnel. S'il 
s’agit d’un système à trois dimensions, cela signifie qu'on considère 
une perturbation de la forme 


pt, r) = (ft, x) eityuthss) 


avec des valeurs données de k, et k.. 

Représentons v ({, x) sous forme de développement de Fourier 
unilatéral dans le temps depuis t = 0 (l’instant d'apparition de la 
perturbation) jusqu’à £ — oo. La composante d'un tel développement 
sera désignée par p (&, x): 


qlw, x) = \v (t, x) eiut dt. (62,1) 


Ü 


Nous aurons à considérer par la suite des perturbations qui croissent 
pour t —> oo. Nous supposerons (comme cela a réellement lien) que 
cette croissance ne se produit plus rapidement que suivant une cer- 
taine loi exponentielle exp (ot). Alors l'intégrale (62,1) peut être 
rendue convergente en considérant w comme une quantité complexe 
avec Im w = 6 > ©. Dans ce domaine @ (w, r) en tant que fonc- 
tion de variable complexe w ne présente pas de singularités. Mais 
dans le domaine de Im © << 6, la fonction @ (w. x) doit être con- 
sidérée comme un prolongement analytique; bien entendu, elle 
y a des singularités. 

L'expression inverse de la fonction ÿ (t, x) au moyen de sa trans- 
formée de Fourier est de la forme 


+ ic a 
ps n= | e-io(o, 7. (62,2) 
_æo+ic à 
où 6 > ©, de sorte que le chemin d'intégration de (62,2) (nous 
l’appellerons contour w) passe dans le demi-plan supérieur de w 
au-dessus de tous les points singuliers de la fonction ç (w. x). 


Quant à la fonction @ (w, x), nous la développerons en intégrale 
de Fourier suivant la coordonnée x: 


x 
glu, 2)= | qipeis (62,3) 
0 E 
(pour abréger, nous omettons l'indice de k,). 
La fonction #$? s'obtient dans chaque cas concret par la réso- 
lution des « équations du mouvement » linéarisées du système à 
étudier et a la forme 


ph = TE (62,4) 
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où £sn se détermine par la perturbation initiale et la fonction 
À (w. k) est caractéristique du système comme tel (c'est ainsi que 
pour le plasma le rôle de « l'équation du mouvement » est joué par 
l'équation cinétique, À (w, K) traduit la permittivité longitudinale 
du plasma, et g, s'exprime par la formule (34,12) au moyen de la 
composante de Fourier de la perturbation). 

Nous supposerons que g,,, en tant que fonction des variables com- 
plexes &w et À ne comporte pas de singularilés pour des valeurs finies 
de ces variables, c’est-à-dire qu'elle est leur fonction entière !). 
Tous les points singuliers de ÿ{x: coïncident alors avec les singularités 
du facteur 1/A (w, A). L'égalité 


A (w, &) = 0 (62,5) 


est l'équation de dispersion du système ; ses racines © (X) déterminent 
les fréquences des oscillations ayant des valeurs données (réelles) 
du vecteur d'onde 4. Comme nous l’avons vu au $ 34, ce sont pré- 
cisément ces fréquences qui déterminent la loi asymptotique (pour 
t —+ co) de variation avec le temps de la composante de Fourier de 
la perturbation à valeur donnée de #: 


Ve (t) ES er iwtu)t = er iw’(h)t+o(h)t, 


Si l’on part de cette loi, la déterminalion de la loi asymptotique de 
variation de la perturbation en un point donné de l’espace exigerait 
que l'on étudie l'intégrale 


Ÿ (4, x) œ \ es iv" Gteu"(otethxd}. (62,6) 


En présence d’instabilité, quand dans un certain domaine de valeurs 
de Æ on a ©” (4) > 0, l’un des facteurs figurant dans l'expression 
à intégrer croît indéfiniment pour { + œ, tandis que l'autre facteur 
devient une fonction oscillant de façon infiniment rapide ; ces ten- 
dances opposées rendent difficile l'évaluation de l'intégrale. 

C'est pourquoi, nous reviendrons à l'expression de 1 ({, x) sous 
la forme (62,2) avant d'effectuer l'intégration sur w. Abaissons le 
contour w jusqu'à ce qu'il « s'accroche » au premier point singulier 
(le plus haut, c’est-à-dire ayant le plus grand w”) de la fonction 
œ (w, x); supposons que ce point se situe pour & = w. (on verra 
plus loin que w. ne dépend pas de x). Il est évident que la valeur 
asymptotique de l’intégrale se détermine par le voisinage précisé- 
ment de ce point, de sorte que 


dt, x) © eviect — exp (—ioct + wt). (62,7) 
1) Pour cela il est nécessaire dans tous les cas que la décroissance dans 


l'espace du paquet d'ondes initial soit suffisamment rapide (plus rapide que 
exp (—alzxl)). 
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Si w.>>0, la perturbation augmente en chaque point x fixé, c’est-à- 
dire que l'instabilité est absolue. Par contre, si & << Ü, la pertur- 
bation aux points fixés tend vers zéro et l'instabilité est donc con- 
vective. Le critère cherché se ramène ainsi à la détermination de ©.. 

La fonction @ (w, x) est donnée par l'intégrale (62,3) avec pire 
tirée de (62,4): 


2 


AOL ik dk 

« (wo, x) = | RC NTT MEN einx x (62,8) 
0 

Comme, par hypothèse, g,, est une fonction entière de k, les singu- 

larités de l'expression sous le signe d'intégration (en tant que fonc- 


tion de À complexe) se situent aux points singuliers du facteur 


Fig. 22 


4/A (w, k); le plus souvent il s’agit des pôles : des racines # (w) de 
l'équation (62,5). 

Supposons que pour une certaine valeur de w (un point sur le 
contour w) comportant une partie imaginaire (positive) suffisam- 
ment grande w” = 0 les points singuliers se situent dans le plan # 
comme l'indique la figure 22, les uns dans le demi-plan supérieur, 
les autres dans le demi-plan inférieur. Le chemin d'intégration sur 
k dans (62,8) (que nous appellerons contour k) passe dans ce cas le 
long de l'axe réel. Faisons varier maintenant © en diminuant pro- 
gressivement w”. Les points singuliers commenceront à se déplacer 
(dans le plan k) et pourront atteindre l'axe réel !) pour certaines 
valeurs de w. Ces valeurs de w ne seront pas encore singulières pour 
la fonction œ (w, *): rien n'empêche de déplacer le contour k de 
telle sorte qu'il soit éloigné du voisinage des points singuliers tra- 
versant l'axe réel (comme le montre la figure 22, b). Cependant une 


1) Dans le cas d’un milieu instable la sortie d'un point singulier sur l'axe 
réel & doit avoir lieu (au moins dans un certain domaine de valeurs de &’) en- 
core pour &w” > 0 parce qu'il existe a priori des racines de l'équation À (w, k) = 
= 0 pour lesquelles la partie imaginaire w” > 0 lorsque k est réel. 
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singularité de l'intégrale apparaît si deux points singuliers en mouve- 
ment se rapprochent, en serrant entre eux le chemin d'intégration, 
et empêchent par là même de l’éloigner de leur voisinage (fig. 22, c). 

Ainsi, la valeur de w qui détermine le caractère de l'instabilité, 
est choisie parmi les valeurs de w pour lesquelles les deux racines 
k (w) de l’équation de dispersion se confondent. Ce faisant, on ne 
considère que des cas où les racines qui se confondent se trouvent 
des côtés différents du contour *; autrement dit quand &” — c, 
ces racines doivent se situer de part et d'autre de l’axe réel. Remar- 
quons, en passant, que les valeurs de w. étant déterminées uniquement 
par les propriétés de la fonction 1/A (w, &), il est évident qu'elles 
sont indépendantes de x. 

Lorsque deux racines simples se confondent, il en résulte une 
racine mulliple (du second ordre). L'équation de dispersion au voi- 
sinage d’une telle racine est de la forme 


A, H&b—0) (+) ++) (SE) =0, (62.9) 


ow 
de sorte que À — k. © +(w — &.)'/° 1). Notons qu’au point w = &, 
la fonction « (k) satisfait à la condition 


d ‘ 
+ =0. (62,10) 


c’est-à-dire que w. est un point selle de la fonction analytique w (k). 
L'intégrale (62,8) prise sur le voisinage du point 4 — k. est de la 
forme ; 
ihex 


(w, x) D — 
V o—u 


(62.11) 


à un facteur constant près; la fonction @ (w, x) a pour w — & 
un pôle de racine. Quant à l'intégrale (62,2) prise maintenant sur 
le voisinage du point & — ©. en tant que fonction de t et x, elle 
a la forme 


(2) 7 gilet Ro) (62,12) 


(étant obtenue pour { — et un x fixé, cette expression asymptoti- 
que n'est valable que lorsque | kexz | € | o& (t) |). 

Bien que la fusion des racines de l’équation de dispersion cons- 
titue la source principale déterminant l'apparition des singularités 


1) Dans certains cas un plus grand nombre de racines peuvent se confondre 
pour donner lieu à une racine d’un ordre plus élevé. Mais, de tels cas ne peu- 
vent correspondre, généralement parlant, qu'à des valeurs spéciales des para- 
mètres du système puisqu'ils imposent des limitations supplémentaires aux 

ints &©,, k.: certains autres coefficients (en plus de (9A/6k).) doivent s’annu- 
er eux aussi dans le développement de A (w, k). 
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de la fonction @ (w, x) (et c'est précisément elle qui détermine géné- 
ralement le caractère de l'instabilité), mentionnons un autre type 
de singularités qui se manifeste sur une fréquence pour laquelle 
la racine de l'équation de dispersion | À | —+ o !). La partie ima- 
ginaire d'une telle fréquence w. est pourtant toujours négative et 
donc ne peut pas a priori conduire à une instabilité absolue (la posi- 
tivité de wc signifierait en l'occurrence l'instabilité du système par 
rapport aux oscillations de longueur d'onde infiniment petite). 
Nous rencontrerons un tel cas plus loin (voir (63,10)). 

Comme il a déjà été souligné, une instabilité qui est convective 
dans un référentiel (du laboratoire) peut devenir absolue dans un 
autre référentiel. Proposons-nous pour but de déterminer la vitesse V 
d'un système de référence dans lequel l'instabilité est absolue avec 
un incrément maximal. 

Le passage du référentiel de laboratoire à un référentiel en mouve- 
ment à la vitesse V se fait en effectuant dans toutes les formules la 
substitution © —> © — XV. Comme nous l'avons vu plus haut, la 
valeur w. correspond à l'instant où deux pôles de la fonction 
4/A (w, k) se confondent dans le plan k par suite de la diminution 
de w” sur le contour w. Les pôles qui se confondent doivent venir 
au point de fusion des côtés différents de l’axe réel, de sorte que 
l'un d'eux doit au préalable traverser cet axe. Désignons par @nax 
la valeur maximale (indépendante de V!) de w” pour des valeurs 
réelles de 4. Puisque « (4, V) est certainement inférieure à la va- 
leur de w” pour laquelle le pôle a traversé l’axe réel, wc (k, V) < 
max pour toutes les V. Cela signifie que la plus grande valeur 
de «x est atteinte si la fusion des pôles se produit sur l'axe réel au 
point de maximum de &@” (k). En remplaçant dans (62,10) w (k) 
par & (k) — kV et en séparant les parties imaginaire et réelle de 
l'égalité (pour des k réels), on trouve deux équations 


dw” ‘ 
<< =0, (62,13) 
d # 
V=<—. (62,14) 


Ainsi, le plus grand incrément d'’instabilité est donné par la 
valeur maximale de w” (x) en tant que fonction de k réel. Quant 
à la vitesse de déplacement du référentiel dans lequel une telle ins- 
tabilité a lieu, elle se détermine par la valeur correspondante de la 


1) Une telle racine conduit à un point singulier essentiel de la fonction 
œ(o, x). Par exemple, si | k | tend vers l'infini suivant la loi =" = C (© —o.), 
la contribution apportée par le voisinage de la singularité à l'intégrale (62,8) 
aura pour expression 


iz 
q(@, z) © enfer) . 


334 THÉORIE DES INSTABILITÉS (CH. VI 


dérivée dw'/dk. 11 est naturel de prendre cette valeur de F pour la 
définition de la vitesse de groupe du paquet d'ondes dans un milieu 
à instabilité convective. 


$ 63. Amplification et non-transmission 


Jusqu'ici nous avons considéré les problèmes de la stabilité dans 
lesquels il s'agissait de l’évolution dans le temps d'une perturbation 
donnée dans l’espace à un certain instant initial. Le développement 
en série de Fourier d'une telle perturbation comporte des composantes 
à valeurs réelles des vecteurs d'onde k, et leur variation en fonction 
du temps se détermine par les fréquences © (k), les racines complexes 
de l'équation de dispersion. 

Pourtant un autre énoncé du problème de la stabilité est égale- 
ment possible : le problème dans lequel il s’agit d’une perturbation 
produite dans une certaine région de l’espace suivant une loi tem- 
porelle donnée. Le développement de Fourier d’une telle perturba- 
tion contient des composantes à fréquences réelles w, tandis que leur 
propagation dans l'espace est déterminée par des vecteurs d'onde 
k (w) que l’on obtient par résolution de l'équation de dispersion, 
cette fois-ci par rapport à «; corrélativement ce sont les vecteurs 
d'onde et non pas les fréquences qui se trouvent complexes (de même 
qu'au paragraphe précédent, nous avons en vue un problème uni- 
dimensionnel et donc écrivons À = k, au lieu du vecteur k). 

La complexité des vecteurs d'onde peut avoir un sens différent. 
Dans certains cas, elle peut signifier tout simplement que des ondes 
correspondantes ne peuvent pas se propager dans le milieu (la non- 
transmission). Dans d'autres cas, la complexité de À peut signifier 
l'amplification des ondes par le milieu lors de leur propagation 
à partir de la source. Soulignons tout de suite que le signe de Im # 
ne peut certainement pas servir de critère de distinction entre ces 
deux possibilités : les ondes peuvent se propager dans les deux sens 
de l’axe des x, et le changement de sens de propagation est équiva- 
lent au changement de signe de k. 

Il est évident du point de vue physique que c'est seulement un 
milieu instable qui peut posséder des propriétés amplificatrices. 
C'est pourquoi il est clair d'avance que par exemple pour les ondes 
électromagnétiques transversales dans un plasma avec la loi de dis- 
persion @Ÿ — Q? + ch? (voir problème 1 du $ 32) pour des fréquences 
w << Q, (lorsque Æ (w) est imaginaire) il y a non-transmission; en 
effet, la fonction w (k) déterminée par cette équation est réelle pour 
toutes les valeurs réelles de k, de sorte que le système est a priori 
stable. 

Pour une position exacte du problème, considérons une source 
ponctuelle suivant la coordonnée x (ou comme on dit un signal) 
appliquée à! l'instant & — 0 et produisant ensuite une perturbation 
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monochromatique (de certaine fréquence w,) (la réponse du système 
au signal). L’intensité de la source à donc pour expression 


g(t, x) =0 | pour t<0, (63,1) 
g(t, x) = const-ô (x) e-iet pour {> 0. , 
Sans concrétiser la nature physique de la perturbation. nous 
ne le faisons non plus à propos de la nature physique de l'intensité 
de la source g. Ce qui est essentiel à savoir est que les composantes 


@k de la perturbation s'expriment en fonction de sa source par une 
expression de la forme 


Your = £uk/A (&, À). (63,2) 


Une telle expression s'obtient à partir de l’« équation du mouve- 
ment » inhomogène linéarisée du système dans laquelle g (t, x) 
joue le rôle du « second membre » (de même que (62,4) était solution 
d'une équation homogène avec une condition initiale donnée par la 
fonction g (0, x)). Pour la source (63.1) on a !) 
const 

C4 = ————————— e 

Swuk i (© — &) . (63,3) 
On détermine ensuite la fonction W (t, x) à l’aide de la formule 
d'inversion 


&+ic sui 
d 
(it, x)= const \ | O (w. Dre ne : (63,4) 
—X+i0 
( ik 
O(w, r)— |  . (63,5) 


Cette expression assure automatiquement l'égalité 1 (£, r) = O pour 
t < 0 d’après les hypothèses du problème: la perturbation n'a son 
origine que dans la source appliquée à l'instant t = 0. 

Le problème consiste maintenant à trouver l'expression asymp- 
totique de ÿ (t, x) loin de la source (| x | — co) au régime établi, 
c'est-à-dire beaucoup de temps après l'application de la source 
(£ — oo). Si en un tel régime la perturbation tend vers zéro quand 
x — +oo, on a affaire à la non-transmission. Mais si la perturbation 
est croissante au moins d'un côté de la source, c'est l’amplification 
qui a lieu. Il est évident que dans les deux cas il ne peut s'agir que 
d'un système à instabilité convective ou d'un système stable. Dans 
le cas de l'instabilité absolue la perturbation croît indéfiniment 
avec le temps dans tous les points de l’espace, de sorte que l'établisse- 
ment d'un régime permanent est en général impossible. 


1) En calculant g,,4, on ne devra pas oublier que dans la formule de transfor- 
mation inverse l'intégration s'effectue sur un contour pour lequel Im w > 0; 
c'est pourquoi e'® — 0 quand t —+ co. 
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= 


En passant à la détermination de l'expression asymptotique 
cherchée. notons tout d'abord que le passage asymptotique £{ —— © 
doit être effectué avant le passage | x | — o : comme la perturbation 
ne peut pas se propager à l'infini pendant un temps fini, le passage 
|z|— © pour un t fini annulera . 

De même qu’au paragraphe 62, pour obtenir l'expression asymp- 
totique pour it —+ co, nous déplaçons vers le bas le chemin d'’inté- 
gration sur w dans (63,4). Les propriétés analytiques de la fonction 
© (w, x) sont les mêmes que celles de la fonction @ (w, x) au $ 62. 
Puisque le système est supposé seulement comme ayant une insta- 
bilité convective, la fonction © (w, x) n’a pas de singularités dans 
le demi-plan supérieur de w et le point singulier le plus haut de 
l'expression à intégrer (63,4) est le pôle © = o, sur l’axe réel. C’est 
pourquoi l'expression asymptotique pour £— © s'écrit 


Y(£, z) © e-ttD(o,, x). (63,6) 


Pour trouver l'expression asymptotique de la fonction ® (w,, x) 
quand | z | + co, il faut maintenant déplacer le chemin d'inté- 
gration sur À vers le haut (pour x >> 0) ou vers le bas (pour x < 0) 
jusqu’à l'instant où il s'accroche au pôle de l'expression à intégrer 
(63,5) (la racine de l'équation A (w,, k) = 0). 

Désignons par k, (w) et k_ (w) les pôles qui se situent quand 
Im wo — © respectivement dans les demi-plans supérieur et infé- 
rieur des k. À mesure que Im w diminue, les pôles se déplacent et 
pour une © = «, réelle, ils peuvent soit rester dans « leur propre » 
demi-plan, soit passer dans l’autre demi-plan. Dans le premier cas 
le chemin d'intégration dans @® (w,; x) reste sur l’axe réel (comme 
l'indique la figure 22, a), alors que dans le second cas il est déformé, 
comme l'indique la figure 22, b, en contournant les pôles k, (w) 
et £_ («,) (points À et C) qui ont « quitté » leur propre demi-plan. 
Dans les deux cas, lorsque le contour est déplacé vers le haut ou 
vers le bas, il s’accroche respectivement aux pôles 4, ou 4. L’ex- 
pression asymptotique de la fonction (t, x) se détermine par la con- 
tribution apportée par le pôle le plus bas k, (w,) si x — +o et 
par la contribution due au pôle le plus haut X _ (w,) quand x —> —; 
autrement dit, c’est le pôle le plus proche de l'axe réel (si tous les 
pôles de cette catégorie restent dans « leur » demi-plan) ou le pôle 
le plus éloigné de l'axe réel parmi ceux qui sont passés dans le demi- 


plan « étranger ». Avec ces valeurs de k, et k_ on aura 
d (6, x) © exp {ik, (@) z — ist} pour z>0, se 
dt, x) exp {ik_ (o)z — it} pour z<0. 152 


Dans le cas d’un système stable tous les pôles restent pour © = w, 
dans « leurs » demi-plans ; en effet, vu l’absence de branches d’os- 
cillations avec Im © (k) > 0 (pour des # réels) le pôle k (w) ne pour- 
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rait traverser l'axe réel que pour Im © << 0. Aussi aura-t-on dans 
(63.7): 


Im #, (@) > 0, Im (eo) < 0, 


de sorte que les ondes s’amortissent de part et d'autre de la source. 

Dans le cas de l'instabilité convective les pôles À (w) atteignent 
l'axe réel même pour Im w > 0. Il existe donc a priori des pôles 
k, ou k_ qui sont tombés dans un demi-plan « étranger » pour w = 
= «y, c'est-à-dire des pôles pour lesquels Im 4, (w@,) < 0 ou 
Im #_ (@,) > 0. La présence d’un tel pôle k, (w,) conduit à l’am- 
plification de l'onde à droite de la source et la présence d’un tel 
pôle Æ_(@), à l’amplification de l’onde à gauche de la source. 

En résumant les raisonnements développés, on est conduit au 
critère suivant de distinction des cas de non-transmission et d’am- 
plification des ondes émises par la source de fréquence &, dans un 
système à instabilité convective. 

Üne onde de valeur complexe de # (w,) pour une «, réelle est 
amplifiée si la fonction Im * (w) change de signe lorsque Im w 
varie de +o à O0 (pour Re w = w, donnée); si Im # (w) ne change 
pas de signe, c’est la non-transmission qui a lieu. 

Notons que l’origine de ce critère est liée à des exigences de cau- 
salité. En effet, si rapide que soit l’application de la source, la per- 
turbation doit décroître dans tous les cas où x — oo et ceci tout 
simplement pour cette raison qu’elle ne peut pas se propager à une 
distance infinie pendant un temps fini. D’un autre côté, une appli- 
cation « aussi rapide que l’on veut » peut être réalisée suivant la loi 
e-ivt avec Im & — +. Il est donc clair que des ondes amplifiées 
(pour une w réelle) de part ou d'autre de la source doivent s'amortir 
dans le même sens quand Im w —+ œ, d'où il résulte le critère formulé 
plus haut. 

Les résultats obtenus ont encore un aspect : ils permettent de 
déterminer le sens de propagation d’une onde dans un milieu absor- 
bant ou amplificateur. Dans un milieu transparent (c'est-à-dire lors- 
que w et k sont réels) le sens physique de propagation est déterminé 
par l'orientation du vecteur vitesse de groupe. En particulier, dans 
le cas unidimensionnel, une onde se propage dans le sens des x positifs 
si sa dérivée duw/dk est positive, et dans le sens des x négatifs si cette 
dérivée est négative. Quant au milieu absorbant ou amplificateur, 
on peut affirmer que ce sont des ondes du groupe k, qui se propagent 
dans le sens positif et des ondes du groupe #., dans le sens négatif. 
Dans le cas des & et k réels cette formulation générale coïncide avec la 
formulation précédente. En effet, de petites variations de «w et 
sont liées entre elles par la relation 


ôo 


= ua 


22—01298 
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On en déduit que si une partie imaginaire Im w >> U apparaît dans w. 
alors X se déplace vers le demi-plan supérieur pour dw/dk > Ü et 
vers le demi-plan inférieur dans le cas contraire. 

Considérons à titre d’un simple exemple d'application des cri- 
tères obtenus dans les paragraphes actuel et précédent l'instabilité 
d'un faisceau froid d’électrons dans un plasma froid dont il était 
question au $ 61. L’équatian de dispersion de ce système est de la 


forme 


ES | (63,8) 


(voir (61.6); pour des ondes se propageant dans le sens du faisceau 
kV == kV). Les racines Æ(w) de cette équation pour | & | —œ sont 
de la forme !) 

k == (wo + Q)/F. (63.9) 


Quand Im w — co, les deux racines se siluent dans un même demi- 
plan (supérieur), c'est-à-dire que les deux racines appartiennent à la 
catégorie k,;(w). Cela signifie qu'elles ne peuvent pas lors de leur 
déplacement (lorsque Im w diminue) serrer le contour k, de sorte 
que l'instabilité est convective. Le comportement asymptotique de 
la perturbation produite à l'instant initial se détermine par la fré- 
quence & — Q, au voisinage de laquelle les racines de l'équation 
(63,8) tendent vers l'infini suivant la loi 


e_ RQ : 
IT (0— À) . (63, 10) 
Ainsi, quand t —+ œ, il ne subsiste que des ondes de plasma non 
amorties. 

Pour des valeurs réelles de w << Q, l'équation (63,8) a deux ra- 
cines complexes conjuguées À (w). Celle d'entre elles dont Im # (w) < 
< 0 est passée du demi-plan supérieur dans le demi-plan inférieur. 
Ainsi. lorsque des ondes se propagent à partir d’une source de fré- 
quence w, << Q,, elles sont amplifiées dans le sens des x positifs. 
c'est-à-dire «en aval» du faisceau. 


$ 64. Instabilité dans le cas d’une liaison faible 
entre deux branches du spectre d’oscillations 


fAppliquons la méthode générale développée aux $$ 62, 63 à 
l'étude de l'instabilité qui apparaît par suite de l’« interaction » 
des oscillations ayant des valeurs proches de w et de À et apparte- 
nant à deux branches du spectre de vibration d’un système non dissi- 


1) Notons que l'équation (63,9) coïncide avec l'équation de dispersion du 
faisceau lui-même comme si le plasma immobile n'existait pas du tout. 
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patif; en entendant par ce dernier un système qui est exempt aussi 
bien de la dissipation vraie que de l'amortissement de Landau. 

Si deux branches & — w, (k) et w -= w, (k) étaient totalement 
indépendantes, cela signifierait que l'équation de dispersion se 
sépare en deux facteurs: 


Lo — eo, (k)}] lo — ©, (k)] = 0. (64,1) 


Au voisinage du point d'intersection de telles branches les fonctions 
w, (4) et w, (k) seraient dans le cas général de la forme 

@ (4) = 9 + vi (k — ko), 

@2 (À) = © + Vs (À — ko), (632) 
où ,, v, sont certaines constantes et «, et À, les valeurs (réelles!) 
de w et À au point d'’intersection. 

Mais cette situation n'est pas. généralement parlant, réelle. 
Dans le meilleur cas, la liaison entre deux branches pourrait être 
rigoureusement absente pour des valeurs spécifiques quelconques 
des paramètres du système, mais elle apparaîtrait lorsque ces valeurs 
subissent une variation si minime soit-elle !). Aussi pour refléter la 
situation réelle faut-il tenir compte de la liaison faible entre les 
branches. Elle se manifeste par le remplacement du zéro au second 
membre de l'équation (64,1) par une certaine petite quantité e. 
Alors l'équation de dispersion au voisinage du point d’intersection 
prend la forme 


Lo — o— vu (k — k)l lo — © — vs (k — K)] = €. (64,3) 
Sa solution par rapport à w: 
(A) —0= + {es +02) (6 Ro) + LR — RP (rs) dell}, 
(64,4) 
et par rapport à k: 
k(o)—k5= 


re {Q1+ 2) (0 —00) + [(o—0) (vi r,)— 4er v,1t*#}. (64,5) 


L'existence de la liaison entre les branches fait déplacer leur point 
d'intersection dans le domaine complexe. Pour ce qui est des fonc- 
tions o (k) pour des valeurs réelles de w et k. elles ont un caractère 
différent suivant le signe de la constante £ et le signe relatif des cons- 


1) Font exception des cas où l'interaction est absente pour des raisons de 
symétrie, par exemple si l’une des branches se rapporte à des ondes longitudi- 
nales et l’autre à des ondes transversales dans un miiieu isotrope. Comme dans 
un milieu isotrope un courant longitudinal ne peut pas induire un champ trans- 
versal et inversement, de telles ondes n'interagissent pas l’une avec l’autre. La 
situation qui se présente ici est analogue à celle qui a lieu en mécanique quan- 
tique pour l'intersection des termes de symétrie différente (voir III, $ 79). 


22% 
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tantes v, et v.. Ces dépendances sont représentées par la figure 23 
pour les cas suivants: 


A)e>0, ww > 0, B)e>0, mu <0, 
C) e<0, ww > 0, D)e<0. vis < 0. 
Considérons ces cas l’un après l'autre. 


A) Ici les fonctions & (k) sont réelles pour toutes les valeurs 
(réelles) de k, si bien que le système est stable. Les fonctions k (w) 


(64,6) 


wo; Wd—wo 


Fig. 23 


sont elles aussi réelles, pour toutes les w, de sorte que pour toutes 
les w les ondes se propagent sans être amplifiées. 

B) Les fonctions w (k) sont réelles pour tous les k, de sorte que 
le système est stable. Quant aux fonctions k (w), elles sont complexes 
dans le domaine de fréquences 

2 4lev,v.l 
(@— 0) G—vh * (64,7) 


Le système étant stable, dans ce domaine il y a non-transmission. 
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C) Pour 
(&— ko) < (64,8) 


les fonctions w (k) sont complexes et pour l’une d'elles Im « (k) > 0, 
c'est-à-dire que le système est instable. Cette instabilité est con- 
vective ; en effet, quand | © | — , les racines de k (wo) sont de la 
forme 


4 el 
(1 —v2)° 


kæ ol, k& ot (64,9) 


et quand Im & — co, les deux racines se situent dans un même demi- 
plan des &. Soit v,, vs > 0; alors ce demi-plan est supérieur et les 
racines se rapportent à la catégorie k, (w). Pour des o« réelles dans 
le domaine (64,7) les racines À (w) constituent une paire conjuguée 
de quantités. Celle des racines pour laquelle Im k (w) << 0 est passée 
du demi-plan supérieur dans le plan inférieur. Cela signifie que dans 
la gamme de fréquences (64,7) il y a amplification des ondes se pro- 
pageant dans le sens des x positifs. 

Il est également facile de trouver pour ce cas la « vitesse de 
groupe » définie par (62,14), c’est-à-dire la vitesse du système de 
référence dans lequel on a une instabilité absolue avec incrément 
maximal. En dérivant l’équation (64,3) par rapport à k et en intro- 
duisant suivant (62,13), (62,14) dw/dk = V, on obtient 


Vu ___ @—@o—vr (K— 0) 
Ve 6-06, (4— ko) ‘ (64,10) 
Le premier membre de cette égalité étant réel, le second membre 
doit l’être lui aussi (pour w complexe). On déduit de cette condition 
que À = À; après quoi on trouve la vitesse à partir de (64,10) 


v=tie, (64,11) 
et à partir de (64,3) l’incrément maximal correspondant 
(Im @)max = |e Fe, (64,12) 


D) Les fonctions Æ (w) sont réelles pour toutes les valeurs (réelles) 
de w, mais les fonctions w (x) sont complexes dans le domaine (64,8), 
de sorte que le système est instable. Pour établir le caractère de cette 
instabilité, remarquons que suivant (64,9) (pour des signes opposés 
des v, et v.) les racines k (@) se situent dans des demi-plans diffé- 
rents quand Im w — co. Ces deux racines ont un point de fusion dans 
le demi-plan supérieur des w pour 


v=u,=0+2- Vue, (64,13) 
1 72 

Cela signifie que l'instabilité est absolue avec l’incrément Im w.. 
Pour v, — —v,, ce qui correspond à la perturbation dans le système 


de référence en mouvement avec la vitesse (64,11), l’incrément 
atteint sa valeur maximale (64,12). 
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Problème 


Etablir le caractère de l'instabilité des ondes électromagnétiques transver- 
sales « lentes » (w'k < c) de basse fréquence (6 — wp;) qui se propagent dans 
le sens d’un champ magnétique constant dans un plasma magnétoactif froid ; 
un faisceau froid d'électrons de faible densité traverse le plasma dans le même 
sens. 

Solution. Pour établir l'équation de dispersion, nous l'écrirons d'abord 
en ne tenant compte que des électrons du faisceau dans un système de référence 


Fig. 2% Fig. 25 


où le faisceau est au repos. Suivant (56,9) on a dans ce système: 


Q2o 


RTE 
© + OBe 


où Q: est la fréquence de plasma correspondant à la densité du faisceau. Pour 
revenir au référentiel du laboratoire dans lequel le faisceau se déplace à la vi- 
tesse V (le long de laquelle nous dirigeons l’axe des x), il faut effectuer au se- 
cond membre de l'égalité la substitution © — © — 4V; quant à la différence 
k?c — w°, elle est invariante par rapport au changement de référentiel. En 
ajoutant maintenant dans le référentiel de laboratoire des termes liés aux élec- 
trons et aux ions, on obtient 


sue _ (DAV)  @QZ 
__ D—AV+Op GEOpe D FOgi 


En négligeant ici w par comparaison à ck et w £. (conformément aux hypothèses 
du problème) et en remarquant aussi que Qf/o p. = Q%/w ;, mettens l'équation 
de dispersion sous la forme 


Q:ow° 
1 


Lee (©6—RV + wpe) = —Q,° (0 —kV). (1) 


Le premier facteur au premier membre correspond à la branche principale du 
spectre de vibrations et le second terme, à la branche de faisceau; le second 
membre de l'équation décrit l'e interaction » de ces branches. 
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Si l’on choisit les signes supérieurs dans (1), les lois de dispersion des deux 
branches indépendantes sont montrées sur la figure 24 par des lignes en traits 
pleins (il suffit comme toujours de ne censidérer que des branches avec & > 0). 
Au voisinage du point &,. k, de leur intersection, lo développement de l'équa- 
tion (1) a la forme 


[0] 


2koc° Lex ne Lo — 0 —V (k—ko)] = Lévge 


avec un coefficient positif de &, (comme le montre la pente des courbes sur la 
figure 24). La comparaison avec (64,3) montre qu’on est ici en présence du cas C, 
c'est-à-dire de l'instabilité convective (la ligne en traits interrompus de la fi- 
gure 24 montre l'allure des branches du spectre compte tenu de leur interaction). 

Des courbes analogues pour des signes inférieurs dans (1) sont représentées 
par la figure 25. Au voisinage du point d'intersection l'équation de dispersion 
prend la forme 


cie [s — ko+ = ] Lo—oy— TT (&—k)]= —Qéope, 
l 


où de nouveau v, > 0. Maintenant on est en présence du cas D: l'instabilite 
est absolue (une deuxième intersection se produit dans ce cas pour & => &ge 
somme on le voit sur la figure, ce qui est en contradiction avec les hypothèses 
du problème). 


$ 65. Instabilité des systèmes finis 


Toute la thévrie exposée aux $$ 61 à 63 se rapportait à des mi- 
lieux homogènes infiniment étendus au moins dans une direction 
(axe des x). Son application à des systèmes réels limités signifie 
qu'on néglige des effets liés à la réflexion des ondes.sur les frontières ; 
autrement dit. une telle théorie est limitée par des temps de l’ordre 
du temps de propagation de la perturbation suivant la longueur 
du système. 

Considérons maintenant la question de la stabilité dans une 
situation inverse, lorsque la finitude du système est essentielle et 
le spectre de ses vibrations propres est déterminé par les conditions 
aux limites aux extrémités (comme précédemment, nous nous bor- 
nerons au cas unidimensionnel ; la longueur du système suivant l’axe 
des x sera désignée par /). Le spectre de fréquences d’un système 
fini est discret et si l'une au moins des fréquences propres à une 
partie imaginaire positive, le système est instable. La distinction 
entre les cas de l'instabilité absolue et convective perd ici son sens. 

Ainsi, la question de savoir si un système fini est stable ou ins- 
table est équivalente à la question de la détermination du spectre 
de ses fréquences propres (complexes). L'équation de dispersion 
déterminant ces fréquences peut être établie sous la forme générale 
pour un système de dimensions L suffisamment grandes bien que 
finies: Im |k]-L 51 (4. G. Koulikovski, 1966). 

Soient À (w) les solutions de l'équation de dispersion pour un 
milieu illimité; les branches de cette fonction multiforme seront 
comme précédemment divisées en deux catégories, k, (wo) et À _ (w) 
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définies au $ 63. Les vibrations propres d’un système fini peuvent 
être considérées comme le résultat de la superposition des ondes 
progressives réfléchies sur ses deux frontières (dans un milieu non 
absorbant et non amplificateur ce seraient des ondes stationnaires 
ordinaires). La réflexion s'accompagne, généralement parlant, de la 
transformation mutuelle des ondes appartenant aux branches diffé- 
rentes du spectre. Aussi une onde progressive de fréquence donnée 
représente-t-elle une superposition de toutes les branches. Mais loin 
des frontières, la contribution principale à chaque onde n’est apportée 
que par l’un des termes de la superposition. Ainsi, pour une onde se 
propageant à partir de la frontière 
de gauche, x — 0 (fig. 26), dans le 
sens des x positifs, l'expression 
asymptotique loin de cette fron- 
tière est de la forme 


f=a exp {ilk;(@)r—wt]}, (65,1) 


etpour À, (w) on doit prendre celle 
des branches de cette catégorie pour 
laquelle Im k,(w) a la valeur 
algébrique la plus petite !) (pour w 
réelle donnée). 

Après s'être réfléchie sur la frontière de droite (x — L), l'onde 
se propage vers la gauche et à des distances suffisamment grandes de 
cette frontière elle a pour expression asymptotique 


y=R,a exp {ik, (wo) L} exp {i[k_(w@)(r—L)—ot]}. (635.2) 


où Æ_ (wo) est celle des branches de cette catégorie pour laquelle 
Im #£_ (w) a la plus grande valeur algébrique. Quant au coefficient 
R:, il dépend de la loi de transformation des ondes sur une frontière 
concrète donnée. 

Enfin, après une deuxième réflexion — cette fois sur la frontière de 
gauche — on obtient de nouveau une onde se propageant vers la 
droite : : 

vd — R;R saeitt+-h)L eithsx-ot), (65,3) 


La fonction wŸ (t, x) étant univoque, l'expression (65,3) doit coïn- 
cider avec (65,1). On en déduit l'égalité 

RiRa exp {ilk4 (@) — k_ (w)] L} = 1. (65,4) 
Elle détermine le spectre de fréquence w d'un système fini, c’est-à- 
dire qu’elle constitue son équation de dispersion. 


Fig. 26 


1) C'est la valeur positive la plus petite si toutes les Im &, (w) > 0 ou la 
valeur négalive absolue la plus grande s’il existe des branches pour lesquelles 
Imk, (u) < 0. Dans le premier cas (65,1) est l’onde la moins rapidement amor- 
1e (avec la distance x) et dans le second cas, l'onde la plus rapidement ampli- 

iée. 
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En prenant le module des deux membres de cette équation, on à 
| RiR: | exp {—Im (4, — k_) L} = 1. (65,5) 


Quand L —+ , le facteur exponentiel tend vers Ü ou vers œ (selon 
le signe de la différence Im (k, — k_)). Aussi pour tous les systèmes 
suffisamment longs l'égalité (65,5) n'est-elle possible que si 


Im [44 (&) — k- (w)l = 0. (65.6) 


Ainsi, l'équation de dispersion se ramène dans ce cas à une forme 
qui dépend uniquement des propriétés du milieu lui-même et ne 
dépend pas du caractère concret des conditions sur ses frontières. 
L'équation (65,6) détermine une certaine courbe dans le plan des w; 
sur cette courbe se situent deux fréquences propres discrètes, très 
proches l’une de l’autre (pour de fortes valeurs de L). Si cette courbe 
appartient ne serait-ce qu'en partie au demi-plan supérieur, le 
système est instable. Vu que cette instabilité est due aux propriétés 
du système dans son ensemble, on l'appelle instabilité globale. 

Faisons encore quelques remarques sur la liaison entre l’insta- 
bilité globale d'un système fini et l'instabilité d’un milieu infini. 
Tout d'abord il est facile de voir qu'en présence de l'instabilité 
globale le système infini est a priori instable: il existe des valeurs 
réelles de À pour lesquelles Im w (X) > 0. En effet, en vertu de la 
définition même des fonctions #, (w) et k_ (w) leurs valeurs se situent 
pour Im © —+ œ dans des demi-plans des k différents. Or la condition 
(65,6) signifie qu'avec la diminution de Im w les points k, (w) 
et k_ (w) peuvent tomber dans un même demi-plan et que (dans le 
cas de l'instabilité globale) cela se produit encore pour Im © > 0. 
Par conséquent, encore plus tôt (c'est-à-dire notoirement pour 
Im w >> 0) l’un au moins de ces points traversera l’axe réel, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Mais la réciproque n'est vraie que pour l'instabilité absolue 
(mais non convective) d’un milieu infini : la présence de l'instabilité 
absolue est suffisante pour que l'instabilité globale d'un système 
fini existe aussi. En effet, la condition d’instabilité absolue consiste 
dans l'existence d'un point de ramification de la fonction k (w) pour 
Im w > 0, les branches qui se confondent appartiennent aux caté- 
gories k, et k_; en un tel point la condition (65,6) est certainement 
aussi satisfaite. 

Quant au milieu à instabilité convective, il peut être, en pré- 
sence de frontières, aussi bien instable que stable. 


CHAPITRE VII 


DIÉLECTRIQUES 


$ 66. Interaction de phonons 


La nature physique des phénomènes cinétiques (conductibilité 
thermique, conductibilité électrique) dans les gaz consiste dans le 
transport, réalisé par l'agitation thermique, des particules de gaz; 
dans les phénomènes cinétiques se déroulant dans les corps solides 
le rôle des particules est joué par les quasi-particules. En abordant 
l’étude de ces phénomènes, nous commencerons par la conductibilité 
thermique des diélectriques non magnétiques. Le mécanisme physique 
de ce phénomène, relativement simple par rapport aux processus 
cinétiques dans d’autres types de corps solides, tient à ce que les 
quasi-particules qui y interviennent sont d'une seule et même espèce : 
les phonons. 

Rappelons (voir V. $ 72) que le concept de phonons libres a son 
origine dans la quantification du mouvement de vibration des atomes 
dans le réseau cristallin à l’approximation harmonique, c'est-à-dire 
lorsqu'on ne tient compte dans l'hamiltonien que des termes quadra- 
tiques (en déplacements des atomes). Quant aux divers processus 
d'interaction des phonons, ils apparaissent lorsqu'on tient compte 
des termes des ordres suivants de petitesse : des termes anharmoniques 
du troisième etc., ordres en déplacement !). 

Les premiers termes anharmoniques — les termes cubiques — 
dans l'énergie classique du réseau sont de la forme 

Ho = À D Age (m—ns n9—n3) Usa (R1) U,8(n2) Ur (ns). 


(ns) 
(66,1) 


Ici, U, (n) sont les vecteurs déplacements des atomes dans le réseau ; 
æ@, B, y. les indices vectoriels qui prennent les valeurs x, y, z; 
S1» S» S3, les numéros des atomes dans la maille élémentaire; n;, 
n2, n,, les « vecteurs » à valeurs entières déterminant la position de la 


1) La nécessité de tenir compte de l’anharmonicité des vibrations des ato- 
mes dans le réseau lors de l'étude de la conductibilité thermique d'un cristal 
a été indiquée pour la première fois par P. Debye (1914) et M. Born (1914). 
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maille dans le réseau ; le symbole (ns) sous le signe de somme indique 
que la sommation est étendue à tous les n et à tous les s: le cristal 
étant homogène. les fonctions \ dépendent uniquement des distances 
mutuelles n, — n,, n, — n, entre les mailles et ne dépendent pas 
de leurs positions absolues dans le réseau. 

On obtient un hamiltonien en seconde quantification en rempla- 


çant dans (66,1) les vecteurs déplacements par des opérateurs U, (n) 
exprimés en fonction des opérateurs de création ci, et d’annihila- 


tion Cu des phonons de l'espèce g (c'est-à-dire les branches du spectre 
de phonons) et de quasi-impulsion k par la formule 


Ü, (n)— 
= Ÿ (2. So, (k)F12 (are (ke np cet" (kje "9, (66,2) 
ak 


où ,f° est le nombre de mailles dans le réseau ; M, la masse totale 


des atomes dans la maille, e{*’ (k) sont les vecteurs polarisation des 
phonons ; w, (k) l'énergie phonon de l'espèce g !). Cette substi- 


tution fait apparaître des termes contenant les opérateurs cetc* 
dans diverses combinaisons par trois. Ces termes décrivent des pro- 


cessus à trois phonons: les produits de la forme c‘c'c traduisent 
la désintégration d’un phonon en deux, et les produits de la forme 


ctcc la fusion de deux phonons qui s'entrechoquent en un seul (quant 


aux termes cec et c‘c*c*, ils correspondent à des processus interdits 
par la loi de conservation de l'énergie). 

Ecrivons par exemple les termes répondant à la désintégration 
d'un phonon (k;g,) en deux phonons (k:g) et (k,:g,). En passant dans 
(66,1) de la sommation sur n,, n.. n, à la sommation sur v, = n, — 
— N3, Vo = Na — Ny, Ny, écrivons ces termes sous la forme 


HE —Q TIC TOTALE S'exp{i(ki—ks—k;)rn}, (66,3) 
ns 


= (21) 82% Aoñr (Vis Ve) etaeñpeñy exp {i (kirs, —krs,)}, (66,4) 
ess) 


CS 


£ 
Ci = gs [On — Oy, (k;). €: =ef 1 (k;), .. 


Dans (66,3) on a montré le facteur exponentiel dépendant de la 
position absolue n, de la maille dans le réseau. La sommation de ce 


1) Dans ce chapitre nous utilisons un système d'unités dans lequel % = 1. 
Dans ce système les dimensions de |° impulsion et du vecteur d’onde coïncident 
de même que les dimensions de l'énergie et de la fréquence. 
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facteur sur tous les n, donne .#° si k, — k, — k, coïncide avec une 
3 1 o 3 
période quelconque du réseau réciproque b ou s'annule dans le cas 
contraire. C'est pourquoi 
(3) Q Cicics 66 

MENT PA TpE (6,0,03)1/? ? (66,5) 
et les quasi-impulsions des phonons obéissent à la loi de conservation 
de l'énergie 


k, =k, +k; + b. (66.6) 


La condition (66,6) doit être considérée comme une équation 
permettant de déterminer, par exemple, la valeur de la quasi-impul- 
sion k, d'après les valeurs données de k, et k.. A cet effet, les valeurs 
de k, et k. doivent être prises à l’intérieur d'une certaine maille 
élémentaire choisie dans le réseau réciproque (englobant toutes les 
valeurs de la quasi-impulsion différentes du point de vue physique) 
en veillant à ce que la quasi-impulsion k, se trouve elle aussi dans 
cette maille. La dernière condition détermine la valeur nécessaire 
de b dans (66.6) et cela de façon univoque. En effet, si pour des va- 
leurs données de k,, k,, b le vecteur k, se situe dans la maille choisie, 
toute variation de b ferait certainement sortir k, de cette maille. 
Les processus (en l’occurrence, la désintégration d’un phonon) au 
cours desquels la loi de conservation de la quasi-impulsion comporte 
un vecteur b non nul sont appelés processus avec basculement !) 
à la différence des processus normaux avec b = 0. Il faut dire que la 
différence entre ces deux catégories de processus est dans un certain 
sens conventionnelle: chaque processus concret peut être normal ou 
avec basculement selon le choix de la maille élémentaire. Mais une 
chose importante est qu'aucun choix ne permet pas d'annuler b 
pour tous les processus possibles à la fois. Il y a intérêt à choisir la 
maille élémentaire du réseau réciproque de telle sorte que le point 
k = 0 (longueur d'onde infiniment grande) se trouve à son centre; 
c’est ce qui sera sous-entendu partout plus loin. Avec un tel choix, 
à tous les phonons de faibles fréquences correspondent les petites 
valeurs de la quasi-impulsion (4 < 1/d, où d est la constante de 
réseau), et tous les processus ne faisant intervenir que des phonons 
de basse fréquence sont des processus normaux ?). Quant aux grandes 
valeurs de la quasi-impulsion (4 — 1/d), elles correspondront aux 
phonons haute fréquence de grande énergie (de l’ordre de la tempé- 
rature de Debye 6). 


1) Umklapp dans la terminologie allemande. 
*) Si la maille élémentaire est choisie, par exemple, de telle sorte que le 
pu k = 0 se situe à l’un de ses sommets, aux faibles fréquences correspon- 
ront aussi les voisinages des autres sommets auprès desquels les k ne sont 
plus petites. 
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Revenons au processus de désintégration d'un phonon. Suivant 
les règles générales de la mécanique quantique (voir III, (43.1)) 
la probabilité de désintégration dans laquelle la quasi-impulsion 
de l’un de deux phonons nouvellement créés se situe dans l’intervalle 
dk, est donnée par le carré de l’élément de matrice correspondant 
de l’opérateur de perturbation (66,5) par la formule 


dW=2n|(Ni—1, Ni+1, NS+ATHO IN, N,, ND EX; 
x} ? 
où N= Nogs No: NV; sont les nombres d'occupation des phonons 


à l'état initial du cristal. Les éléments de matrice des opérateurs de 
création et d’annihilation des phonons sont donnés par les formules 


X Ê (03 —@2 — 3) (66,7) 


N—AICIMN=NICIN—-H=VN. (66,8) 
Finalement on obtient la probabilité de désintégration sous la forme 


dW=uwN,(Na+ 1) (Na+1)8(0—0,—-0) TE. (66.9) 


(22) 


2; à LD) Fee 
uw = 0 (g2ke) Esks; £ik)= = 1Q [* (66,10) 


10:03 


(v = 7°/.f° étantle volume d'une maille du réseau cristallin). Ainsi, 
la probabilité de processus est proportionnelle au nombre W, de - 
phonons initiaux à l’état initial du cristal ainsi qu'aux nombres de 
phonons finals (W, + 1 et N, + 1) à l’état final du cristal. La der- 
nière propriété est liée à la statistique de Bose, à laquelle les pho- 
nons obéissent, et est en général caractéristique de tous les processus 
se déroulant avec la participation des bosons !). 

Le processus inverse de la désintégration est la « fusion » de deux 
phonons k, et k, en un phonon k.. Il est facile de voir que les termes 
de l’hamiltonien responsables de ce processus diffèrent de (66,5) 
par le remplacement du produit des opérateurs c dans le numéra- 


teur par TCiCaca et par le changement de Q en Q*. Aussi la probabilité 
de ce processus est-t-elle donnée par une formule qui ne diffère 
de (66.9) que par les facteurs N 
dW=uN,N,(N:+1)8(01— 0 —0%:) Ds - (66,11) 
Quant aux fonctions w, elles sont ici les mêmes que dans (66,9). 
Cette dernière circonstance est en accord avec la règle générale : 


1) La fonction de répartition des phonons NW, (ou NW (k)) sera déterminée 
comme des nombres d'occupation des états quantiques avec des valeurs diffé- 
rentes de la quasi-impulsion k. Le nombre d'états par élément dk de l'espace 
des k est dk/(2x)5, de sorte que la répartition rapportée à dk est N,/(22Y. 
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à l’approximation de Born (approximation du premier ordre de la 
théorie des perturbations) les probabilités des actes élémentaires 
de diffusion direct et inverse sont les mêmes (voir 111, $ 126). 

Parmi les différentes branches du spectre de phonons il existe 
toujours trois branches acoustiques dans lesquelles l'énergie tend vers 
zéro quand k—0; pour des phonons acoustiques de faibles fré- 
quences (petites valeurs de k) la fonction w (k) est linéaire. Pour 
ce qui suit il importe de connaître le comportement de la fonction w 
(66,10) pour de tels phonons. 

Ce comportement peut être mis en évidence si l’on tient compte 
de la propriété des coefficients A dans l’hamiltonien (66,1) qui ex- 
prime le fait qu'un simple déplacement du cristal dans son ensemble 
laisse inchangée son énergie que le cristal soit déjà déformé ou non. 
Cela signifie que l'énergie 1% doit rester inchangée si l'on y rem- 
place tout facteur U, (n) par U, — a. où a est un vecteur indépen- 
dant de n,s. Pour cela il faut que 
À AGgÿ" (ns, ne, n3)=0, (66,12) 
CEA 
où la sommation s'effectue au moins sur une paire de variables 
DSi. 

Parmi les trois phonons participant au processus peuvent être 
acoustiques de faibles fréquences soit un seul phonon soit tous les 
trois (avec deux phonons de ce type, lorsque le troisième est de haute 
fréquence, les lois de conservation de l’impulsion et de l'énergie ne 
peuvent pas être observées). Pour un phonon acoustique, les vecteurs 
polarisation e,(k) tendent vers une constante indépendante de s 
à la limite quand k — 0, parce que tous les atomes occupant la 
maille vibrent ensemble ; quant aux facteurs exp (ikr,), ils tendent 
vers l'unité. En vertu de la propriété (66,12) la quantité Q (66,4) 
tend donc vers zéro, tandis que pour de faibles valeurs de k elle est 
proportionnelle à À ou (ce qui revient au même pour un phonon 
acoustique) à*w. Finalement on trouve que 


w © En, (66,13) 
si un seul phonon est de faible fréquence, ou 
w © kikoks (66,14) 


si tous les trois phonons sont de faibles fréquences. 

Le résultat (66,13), (66,14) peut être obtenu aussi par une voie 
plus suggestive si l’on se rappelle que les phonons acoustiques de 
faibles fréquences correspondent aux ondes acoustiques macroscopi- 
ques qui admettent la description à l’aide de la théorie de l’élasticité 
macroscopique. Dans cette théorie, l'énergie d’un cristal déformé 
s'exprime au£moyen d’un tenseur de déformation 


1 Us. 
Ue=+ (Se EE le (66,15) 
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où U (r) est le vecteur déplacement macroscopique des points du 
milieu élastique. C’est précisément les composantes de ce tenseur 
qui constituent les petites quantités en lesquelles est développée 
l'énergie élastique. En seconde quantification, le vecteur U est rem- 


placé par l’opérateur Ü analogue à (66,2). Quant à la dérivation de 
U par rapport aux coordonnées en vue de la construction des opé- 


rateurs Üo elle fait apparaître le facteur supplémentaire À qui 
conduit aux lois (66,13) et (66.14). 


$ 67. Equation cinétique pour les phonons 
dans un diélectrique 


Dans un cristal solide les phonons forment un gaz raréfié. si bien 
que leur équation cinétique s'établit de la même façon que pour un 
gaz ordinaire. 

Soit N = 4, (t, r, k) la fonction de répartition des phonons de 
l'espèce g. Les équations cinétiques (pour chaque espèce de phonons) 
s'écrivent sous la forme 


tue, (67,1) 


où u — dw/ôk est la vitesse des phonons. 

Il existe pourtant une différence substantielle par rapport à la 
situation dans les gaz ordinaires: les collisions dans un gaz de pho- 
nons ne conservent en général ni le nombre de phonons, ni (par suite 
des processus de basculement) leur quasi-impulsion totale. La seule 
loi de conservation qui se trouve observée est la loi de conservation 
de l'énergie. Elle s'exprime par la relation 

= &k . 
> \ SN Tr = 0. (67,2) 
= 
En multipliant l'équation (67,1) par w, en l'intégrant sur dÿk et en 
sommant sur g, on obtient la loi de conservation de l'énergie sous 
la forme 
GE 52 = 
7 div q= 0. (57,3) 
où la densité d'énergie thermique Æ du cristal et la densité de flux q 
de cette énergie sont données par des expressions naturelles 


37. A 
E=Y Love, q= | ou -F 


Bar: (67.4) 
# # 

L'intégrale des collisions figurant dans (67,1) doit en principe 

tenir compte de tous les processus pouvant se produire par suite de 

l'interaction des phonons de l'espèce g avec tous les autres phonons. 
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Mais en réalité. la contribution principale est apportée à cette inté- 
grale par les processus à trois phonons qui ont été examinés au para- 
graphe précédent. Les processus faisant intervenir un plus grand 
nombre de phonons sont dus aux termes suivants du développement 
de l’hamiltonien en puissances des déplacements des atomes; ces 
termes décroissent rapidement lorsque leur ordre augmente. La cause 
de cette. décroissance est la petitesse du rapport de l'amplitude 
d'oscillations E à la constante de réseau d; dans les cristaux solides 
ce rapport reste petit à toutes les températures, jusqu'à la tempéra- 
ture de fusion !). Pour une évaluation grossière on peut partir de la 
relation classique M@°E? — T; en évaluant la valeur caractéristi- 
que de la fréquence comme & — u/d°), on trouve 


(E/d) = TIMu? € 1. (67,5) 


Comme toujours, l'intégrale des collisions représente la diffé- 
rence entre le nombre de processus conduisant (par unité de temps) 
à l'apparition de phonons dans un état donné (gk) et le nombre de 
processus qui écartent les phonons de cet état. En ne tenant compte 
que des processus à trois phonons, on a 


sen = {LD Qi, keï 19 6 (0 — à — &) * 


RE 
X IN +1) NN — NON +1) Ne + 1) + 
+ + æw (k, k, ; k:) Ô (63 — © — @i) X 
Ri8s 
[EN r NN dk 
x TON + 1) (Vi + 1) Ms — NM (Nos + 1} (67,6) 
où NM = Ny, (ki), © = ©, (ki), . . . Le premier terme entre acco- 
lades correspond aux processus direct et inverse 


(gk) = (giks) + (geke), ke = k —k; — b; (67,7) 


le facteur 1/2 dans ce terme tient compte du fait que les phonons 
étant identiques, la sommation ne doit être étendue qu’à la moitié 
des états finals. Le deuxième terme correspond aux processus 


(&aks) += (gk) + (gk), ks =k+k, + b. (67.8) 


et le facteur 1/2 dans ce terme est superflu parce que l’un de deux 
phonons créés par la désintégration est donné. On notera que dans 
l'expression à intégrer (67,6) les produits triples NN,N, et NN; 
se réduisent. 


1) Exception faite pour le « cristal quantique »: l’hélium solide. 

2) Dans les évaluations nous entendrons par u la vitesse du son bien que 
certes une telle identification ne puisse avoir un sens littéral que pour des pho- 
nons acoustiques de faibles fréquences. 
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L'intégrale des collisions s’annule identiquement par une ré- 
partition d'équilibre des phonons, la distribution de Planck 


No = (e9/T — 4). (67,9) 


Pour l'intégrale (67,6) il est aisé de s’en assurer par une vérification 
directe : le produit des facteurs donne 


No (ot +1) Vos + 1)= (o+ 1) NoiVos exp EE ; (67,10) 


et, en vertu de la loi de conservation de l'énergie, le facteur expo- 
nentiel au second membre devient égal à l'unité. 

Si les processus de basculement étaient absents, la quasi-impul- 
sion totale des phonons serait conservée de même que l'énergie totale. 
Alors, non seulement la fonction (67,9) serait une fonction d’équi- 
libre mais également les fonctions 

No=[exp 2 1] o (67,11) 
qui correspondent au mouvement de translation (dérive) du gaz de 
phonons dans son ensemble avec la vitesse V par rapport au réseau. 
Cette assertion correspond aux principes généraux de la statistique. 
Son exactitude peut être vérifiée directement: avec les fonctions 
(67.11) comme NW, il apparaît au second membre de l'égalité (67,10) 
encore le facteur 


exp Eh, 


qui se transforme en unité pour les processus sans basculement lorsque 
k —k, + ke. 

Mais la répartition de la forme (67,11) conduit bien entendu à un 
flux d’énergie q non nul. Ainsi, en l’absence de processus de bascu- 
lement un flux thermique pourrait exister dans le cristal pour une 
température constante le long de tout le corps; autrement dit, le 
cristal aurait une conductivité thermique infinie. Une conductivité 
thermique finie n'apparaît que par suite de l'existence des processus 
de basculement !). 

Pour calculer la conductivité thermique il faut écrire l'équation 
cinétique pour un cristal à température lentement variable le long 
de son volume. Comme d'ordinaire, nous chercherons la fonction 
de répartition des phonons sous la forme 


N (r, k) = No (k) + 6W (r, k), (67,12) 


1) La théorie quantique de la conductibilité thermique des diélectriques, 
basée sur l'équation cinétique pour les phonons, a été construite par A. Peierls 
(1929). C'est aussi lui qui a été le premier à indiquer le rôle des processus de 
basculement pour les processus cinétiques dans les corps solides. 


23—-601298 
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où ÔN est une petite correction à la fonction de répartition d’équi- 
libre. L’équation cinétique prend alors la forme 
(uVT) Se = I (EN), (67,13) 
où 7 (ôN) est l'intégrale des collisions linéarisée. 
Les fonctions 6N doivent encore satisfaire à la condition supplé- 
mentaire 


y» \ ON =0, (67,14) 
£ 
qui signifie que les fonctions de répartition perturbées doivent con- 
duire à la même valeur de la densité d'énergie du réseau que les 
fonctions d'équilibre. Comme il a déjà été dit au $ 6, cette condi- 
tion détermine en fait le sens de la définition de la température 
dans un corps hors d'équilibre. Pour ce qui est des autres conditions. 
qui ont été imposées à ÔN au $ 6, elles sont absentes dans le cas du 
gaz de phonons (à la différence du gaz ordinaire). Le nombre de 
particules dans un gaz de phonons n’est en général pas une quan- 
tité donnée, il est établi par la température. Quant à l’impulsion 
vraie totale (mais non la quasi-impulsion !) des phonons dans le 
cristal, elle est automatiquement nulle ; le contraire signifierait un 
écoulement du corps solide qui est a priori impossible pour un ré- 
seau cristallin parfait (sans défauts). Chaque atome dans le réseau 
n'effectue qu’un mouvement fini: les vibrations autour des nœuds 
de réseau ; l’impulsion moyenne d’un tel mouvement est identique- 
ment nulle. Ainsi, le flux de phonons (lié au flux d'énergie) dans un 
cristal solide ne s'accompagne pas de transfert de la masse !). 
Ecrivons sous forme explicite l'intégrale des collisions linéari- 
sée (67,6). A cet effet, il y a intérêt à introduire au lieu de SN des 
fonctions nouvelles % définies par 


0No : No(No+1) » OL iE 
SN= — 0 = OH y. (67,15) 


La linéarisation peut être simplifiée si l’on remarque que 
5" Me 4 

ILtN 14No T° 

Ecrivons l’expression entre crochets (par exemple. dans la première. 

intégrale de (67,6)) sous la forme 


(67,16) 


- 4e N 
(N+1)(N:+1)(N:+1) a 5): 


1) A la différence d’un liquide où l'impulsion du phonon est une impulsion 
vraie et le flux de phonons est lié au transfert de la masse. Le mouvement des 
atomes dans le liquide n'est pas fini: pendant un temps suffisamment long 
chaque atome peut atteindre tout point de son volume. 
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Dans les facteurs sortis des crochets on peut poser directement 
N — No. La différence figurant entre crochets donne 


1 Vo : 
TT NI (i+ Le —X), 
où on a tenu compte de l'égalité 
No Noz _ _ _No 
Nat Net 10° 


Ainsi, l'intégrale des collisions est ramenée à la forme 


SNe1 (= | {ES wi ke3 1 No (Noi+ 1) (Vox +1) 


CITE 
x ô (@4 + @s —@) (Li + Xe — 2) + S w(k, ki; ks) NeNoi (Nos + 1)% 
Lil 
” : dk 1e 
< 6 (o+u—0s) (Ki —1)} Hair (67.17) 


On notera que la fonction x (k) entre dans l'expression à intégrer 
sous la forme de simples sommes de ses valeurs pour différents k 
(de. même que cela a été fait dans l’intégrale des collisions classique 
(6,4), (6,5). 

A la solution de l’équation (67,13) on peut toujours ajouter la 
solution de l'équation homogène 


4 = const- ©, (67.18) 
qui annule identiquement l'intégrale (67,17) en vertu de la conser- 
vation de l'énergie dans les collisions. Comme il a déjà été expli- 
qué au $ 6, cette solution « parasite » correspond tout simplement 
à la variation de la température d’une petite quantité constante ; 
elle se trouve éliminée lorsqu'on impose la condition supplémen- 
taire (67,14). 

Une autre solution « parasite » 
x = KÔV (67,19) 
(où ôV est une constante), qui correspond à une petite variation de 
la vitesse de mouvement du gaz de phonons pris dans son ensemble 
(cf. (6,6)), est exclue déjà par l'existence de processus de bascule- 


ment qui troublent la conservation de la quasi-impulsion totale du 
phonon. 


$ 68. Conductibilité thermique des diélectriques. 
Températures élevées 


L'équation (67,13) permet de déterminer tout de suite la varia- 
tion du coefficient de conductibilité thermique d’un diélectrique en 
fonction de la température aux températures élevées, grandes par 
rapport à la température de Debye 6 — u/d (hu/d en unités usuelles). 


23e 
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Dans toutes les branches du spectre des phonons la valeur ma- 
ximale de leur énergie est de l'ordre de la quantité ©. C'est pour- 
quoi pour T7 > © les énergies de tous les phonons w € T et pour la 
masse principale de phonons © — 6. Dans ce cas la fonction de ré- 
partition d'équilibre (67,9) se ramène à 


N & Tlo > 1. (68,1) 


Dans l'intégrale des collisions (67,17) la température est sortie sous 
forme de facteur T°; la fonction w prise pour des fréquences © — 8 
est sans effet sur la variation de l’intégrale avec la température. 
Quant à la dérivée 9N,/0T & 1/0 figurant au premier membre de 
l'équation (67,13), elle ne contient pas de température. On peut en 
conclure que 

à VT vT 


OR PRALLE 
Sn Nes Sr» 


si bien que le flux thermique !) 
dk VT 
q= > \ OUÊN Tax © +. 
& 
Ainsi, le coefficient de conductibilité thermique est inversement 
proportionnel à la température 


xoAUT,T>8 (68,2) 


(en théorie classique ce résultat a été obtenu par P. Debye). Dans un 
cristal anisotrope les directions de q et VT ne coïncident en général 
pas, de sorte que le coefficient de conductibilité thermique n’est 
pas un scalaire mais un tenseur du deuxième ordre ; en parlant de 
sa variation avec la température nous faisons abstraction de cette 
circonstance. 

Evaluons le libre parcours moyen des phonons dans le domaine 
des températures considéré. Suivant la relation élémentaire établie 
en théorie cinétique des gaz (7,10) x — Cvl, où C est la chaleur spé- 
cifique (rapportée à l’unité de volume), v, la vitesse moyenne des 
porteurs d'énergie, !, leur libre parcours moyen. Aux températures 
élevées la chaleur spécifique d’un cristal est constante ; la vitesse des 
phonons est elle aussi constante et peut être évaluée comme la vi- 
tesse du son u. On voit alors que le libre parcours moyen ! « 1/T. 
La longueur / devrait atteindre l’ordre de la constante de réseau d 


1) L'annulation évidente a priori de q à l'état d'équilibre résulte formelle- 
ment de l'annulation de l'intégrale sur dk du fait que l'expression à intégrer 
est impaire en tant que fonction de k: la fréquence w (k) et avec elle N, (o) 
sont des fonctions paires de k, tandis que la vitesse u — 9/5k est une fonction 
impaire. Rappelons (voir V, $ 69) que la parité de la fonction «w (k) est liée à 
la symétrie par rapport au renversement du temps et a lieu quelle que soit la 
symétrie du réseau cristallin. 


$ GS] CONDUCTIBILITÉ THERMIQUE. TEMPÉRATURES ÊLEVÉES 357 


à des températures si élevées que l’amplitude de vibrations des 
atomes deviendrait elle aussi -d. Suivant l'évaluation (67,5) une 
telle température —Mu* et on trouve pour le libre parcours moyen 
et la fréquence de collisions effective v — u/l les évaluations sui- 
vantes: 


Le Mu diT, v - T/Mud. (68,3) 


On voit que Z> d pratiquement à toutes les températures inférieures 
au point de fusion. 

Dans les raisonnements exposés on sous-entendait en fait que le 
mécanisme à trois phonons de la résistance thermique du réseau 
cristallin était efficace pour tous les phonons. Les flux d’énergie 
transportée par divers groupes de phonons sont additifs, de sorte 
que leurs contributions au coefficient de conductibilité thermique 
sont elles aussi additives. Si le mécanisme considéré était insuffi- 
sant pour au moins un quelconque des groupes de phonons, par là 
même il ne serait pas du tout suffisant pour assurer une conductivité 
thermique finie. À cet égard les phonons acoustiques de faibles fré- 
quences exigent un examen particulier. 

Considérons tout d’abord des processus qui ne font intervenir 
que des phonons acoustiques de faibles fréquences caractérisés par de 
petites quasi-impulsions (désignées par des lettres f assorties d’indices 
correspondants). Evaluons pour de tels processus l’intégrale des col- 
lisions (67,17) au sens de sa dépendance envers f. Suivant (66,14).dans 
ce cas la fonction w ffifs — ff. Les facteurs N, — T/o 1/f. L'in- 
tégration s’effectue dans l’espace des # sur un volume ff, mais la 
fonction ô ne sépare à l'intérieur de ce volume qu’une surface d’aire 
= ff. Ainsi on trouve pour l'intégrale des collisions 


TD © Fr EN 


(dans la dernière expression on a tenu compte du fait que par la dé- 
finition (67,15) ÊN © /f°); ce résultat peut être formulé en termes 
de fréquence effective des collisions : 


v (f) © ff. (58,4) 
Quant au facteur u figurant au premier membre de l'équation ciné- 


tique (67,13), il ne dépend pas (pour des phonons acoustiques) de f 
et ON, /0T © 1/f. On en conclut que 


ôN © 1/fv. 


La contribution apportée par les phonons de faibles fréquences 
au flux d'énergie q est donnée par l'intégrale (67,4) prise sur un vo- 
lume ff. Mais cette intégrale 


d&}f d'f 
\ œuôN Ca (AS + (68,5) 
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diverge pour de faibles valeurs de f comme 1/f. Ainsi, les processus 
à trois phonons ne mettant en jeu que les seuls phonons acoustiques 
de faibles fréquences auraient conduit à une conductibilité thermique 
infinie, pour assurer une résistance thermique finie il faut que ces 
phonons entrent en collision avec les phonons haute fréquence 
(I. Y. Pomeranchuk, 1941). 

Supposons qu'un phonon haute fréquence de quasi-impulsion k 
se désintègre en un phonon acoustique de faible fréquence f et un 
phonon haute fréquence k — f — b se rapportant à la même branche 
du spectre « (k) que le phonon k (pour les raisonnements qui suivent 
ce n'est pas la valeur absolue # qui est tellement importante mais 
le fait que k 5 f). Comme la fonction « (k) est périodique dans le 
réseau réciproque, on a @(k —Î —b) — «(k —f) et la loi de 
conservation de l’énergie donne 


© (k) = o(k —f) + u (n) f. (68,6) 


Le second terme au second membre —la fréquence du phonon acous- 
tique —est une fonction linéaire de f (u (n) = w (f)/f est la vi- 
tesse de phase du son, dépendant de la direction de n = f/f). En 
développant © (k —f) en puissances de la petite f, récrivons cette 
égalité sous la forme 


20 _ ju (a). (68,7) 


Cette égalité ne peut être vérifiée que si la vitesse du phonon haute 
fréquence est supérieure à la vitesse du son 


E | > u (n). (68,8) 


En ce sens la plus « dangereuse » est la branche acoustique avec la 
plus grande vitesse du son; c’est cette branche que nous aurons en 
vue en parlant des phonons acoustiques !). 

D'autres possibilités pour les processus à trois phonons apparais- 
sent lorsque dans l’espace des k il existe des points de dégénérescence 
en lesquels les énergies de deux ou d’un plus grand nombre de 
branches du spectre de phonons coïncident (C. Herring, 1954); dans 
de nombreux cas l'existence de tels points (isolés ou remplissant 
une ligne ou un plan) est une conséquence obligatoire de la symétrie 
du réseau cristallin. Les possibilités qui en résultent sont illustrées 
par une construction graphique que nous ferons d’abord pour le 


1) Dans un corps solide isotrope une branche du spectre acoustique corres- 
pond aux vibrations longitudinales et les deux autres, aux vibrations trans- 
versales; la vitesse des ondes acoustiques longitudinales est supérieure à celle 
des ondes transversales. Dans un cristal anisotrope la division des ondes en 
longitudinales et transversales perd, en général, son sens physique. Mais dans 
la littérature on convient souvent de donner le nom de « branche longitudina- 
le» à celle qui a la plus grande vitesse du son. 
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cas déjà examiné d'émission par un phonon haute fréquence « su- 
personique ». 

La direction de f étant donnée, nous la prendrons pour l’axe des 
z; sur la figure 27, a la ligne en traits pleins traduit la fonction 
& (%,) (pour des k,, k. données) 
pour les phonons haute fréquence. (4x) 
En écrivant la condition (68,7) 
sous la forme 


dw 
Dr = ETS =u (n,), 


on voit que l'émission d’un phonon 
acoustique est possible, si en un 
certain point de la courbe sa pente 
coïncide avec la vitesse du son. 
Alors, au voisinage de ce point, les 
fréquences @ (k)et wo (k —f) des 
phonons haute fréquence sont don- 
nées par les points d’intersection de 
la courbe avec la droite en traits 
interrompus menée avec une pente 
u (n,); la différence entre les or- 
données de ces points donne la 
fréquence uf. 

Mais si en un certain point #, — 
= k,) les courbes de deux branches 
wo (k,) se coupent, le processus à 
trois phonons est toujours possible 
au voisinage d’un tel point, pour 
toutes pentes des courbes © (k,) 
et cela qu’il y ait au point k,, une 
simple intersection (fig. 27, b) ou 
une tangence (fig. 27,c). Les deux 
phonons haute fréquence appartien- 
nent dans ce cas à des branches 
différentes du spectre. 

Evaluons le nombre efficace de Fig. 27 

collisions d’un phonon acoustique 

basse fréquence en présence de points de dégénérescence. Pour cela 
il doit s'agir des processus d’émission et d'absorption de ce phonon: 
des processus (67,8). (Dans le cas de la désintégration d’un tel pho- 
non — processus (67,7) — les deux phonons créés seront eux aussi 
de basse fréquence, de sorte qu’on serait reconduit à l’ancienne situa- 
tion.) Nous devons donc évaluer le second terme de (67,17) en consi- 
dérant que 


b) Kxo Ax 


Os Os > © © f—+ 0. 


360 DIÉLECTRIQUES (CH. VIT 


Ce faisant. nous tiendrons compte de ce que & © f, MN © 1/f et que 
les autres facteurs sous le signe d'intégration peuvent être rempla- 
cés par leurs valeurs moyennes, indépendantes de f, car l’intégration 
n’est effectuée que dans le voisinage des points de dégénérescence. 
En introduisant de nouveau ôN © Y/f?, on obtient l’évaluation de 
la variation de l'intégrale des collisions en fonction de f sous la 
forme 7 (y) — v (f) 5N, où 


vor 6lok—n+u(m)f—0, (kid. (68,0) 


Cette intégrale peut être transformée en intégrale de la surface 
dans l’espace des k définie par l'équation 


o (k —f) + u (n) f — &, (k) = 0 (68,10) 
suivant la formule !) 


dS . 
ak = À —2 — 
\ 6(F)dk= & FT (68,11} 
où l’intégrale est prise sur la surface F (k) = 0. Alors on obtient 


. : dos (k) do, (k—f) | -1 

v(e PAS ()Ç | RTS, (68,12) 
où AS (f) est l’aire de la surface (68,10) et les chevrons représentent 
la moyenne sur la surface. 

Considérons un cas typique où les points de dégénérescence for- 
ment une ligne dans l’espace des k. Alors, quand f — 0, la surface 
(68,10) tend vers une ligne sur laquelle se situent les points de dégé- 
nérescence, et pour de petites f, elle représente un mince tube enve- 
loppant cette ligne ; aussi la variation de l’aire AS en fonction de f 
est la même que la variation du diamètre du tube en fonction de f. 

Si les surfaces énergétiques se coupent sur la ligne de dégénéres- 
cence sans tangence (voir fig. 27, b), la distance entre le point k et 
le point de dégénérescence dépend linéairement de f, de sorte que 
AS © f. La différence entre les dérivées ayant dans ce cas une va- 
leur finie au point d’intersection, on a 


v (fo fi. (68,12) 


L'intégrale (68,5) ne diverge maintenant que logarithmiquement. 
Cette divergence doit être éliminée de la même façon qu’en l’absence 
de dégénérescence (voir plus loin). La divergence étant faible, elle 
ne conduit généralement pas à une modification substantielle de la 


loi (68,2). 
1) Cette formule peut être obtenue tout de suite si l'on tient compte de 


ce que 
dk = dS dl = dS aF/| V,F|, 


où l'est la distance à la surface suivant la normale. 


$ 69] CONDUCTIBILITÉ THERMIQUE. BASSES TEMPÉRATURES 361 


Supposons maintenant que les surfaces énergétiques présentent 
au point de dégénérescence une tangence quadratique. Alors, comme 
le montre la figure 27, c, f est proportionnelle au carré de la distance 
au point de tangence. Quant à l'aire AS, elle est wf1/° étant propor- 
tionnelle à cette distance. Mais telle est aussi dans ce cas la dépen- 
dance vis-à-vis de f de la différence entre les dérivées dans (68,12), 
car les courbes représentatives des dérivées se coupent déjà sans tan- 
gence. C’est pourquoi dans ce cas 


v (fo f: (68,14) 


et la divergence dans la conductivité thermique n'apparaît pas. 

On peut examiner d'une manière analogue les autres types de dé- 
générescence 1). 

Si les points de dégénérescence sont absents daus le spectre de 
phonons, pour assurer une conductivité thermique finie par suite 
des processus à trois phonons, la condition (68,6) doit être satisfaite 
(pour l’une au moins des branches du spectre © (k)) pour toutes les 
directions de n. Dans le cas contraire, une conductivité thermique 
ne prend une valeur finie que grâce aux processus d'ordre plus élevé 
(processus à quatre phonons), et la loi (68,2) n’est pas observée. 
Remarquons qu'aux basses températures, lorsque le libre parcours 
moyen augmente à un tel point qu’il peut devenir comparable aux 
dimensions Z de l'échantillon, la divergence de l’intégrale (68,5) 
peut être coupée sur f — 1/L, ce qui pourrait conduire à la varia- 
tion du coefficient de conductibilité thermique en fonction des di- 
mensions L. 


$ 69. Conductibilité thermique des diélectriques. 
Basses températures 


Aux basses températures (T < 6) le caractère du transfert de la 
chaleur dans les diélectriques change radicalement. Le fait est que 
dans de telles conditions le nombre de processus de basculement de- 
vient exponentiellement petit, comme il résulte des raisonnements. 
suivants. 

La conservation de la quasi-impulsion dans un processus à trois 
phonons avec basculement, exprimée par l'égalité k = k, + k, + b, 
exige que l’une au moins de trois quasi-impulsions soit grande ; sup- 
posons que c'est k, — b. Alors l'énergie ©, — @ et la conservation 
de l'énergie (o = @, + w.) exige que soit grande aussi l'énergie 
o — 6. Or, à T € 6, la plupart des phonons ont une énergie =T 
et le nombre de phonons d'énergie 6 est exponentiellement petit. 
Ainsi, les nombres de phonons initiaux et avec eux les nombres de 
processus sont exponentiellement petits aussi bien pour le processus 


1) Pour leur étude, voir l’article original: Herring C.— Phys. Rev., 1954, 
v. 95, p. 954. 
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de désintégration d’un phonon que pour le processus inverse de fusion 
de deux phonons. Il est facile de voir que pour ces raisonnements le 
fait que le processus soit à trois phonons est sans importance. Cette 
observation s'applique aussi à des processus faisant intervenir un 
plus grand nombre de phonons. 

Dans cette situation, le processus de transmission de la chaleur 
peut être explicité du point de vue physique comme suit. De nom- 
breuses collisions normales des phonons, qui conservent la quasi- 
impulsion totale, ne conduisent qu’à l’établissement d’un équilibre 
« interne » dans le gaz de phonons qui peut se déplacer dans ce cas 
par rapport au réseau cristallin avec une vitesse arbitraire V. Quant 
aux collisions peu nombreuses avec basculement, elles ne changent 
que légèrement la fonction de répartition mais établissent une va- 
leur déterminée (proportionnelle au gradient de température) de V;; 
c'est par cette valeur que le flux thermique est déterminé à son tour. 
Montrons maintenant comment cette situation se reflète dans la ré- 
solution mathématique du problème !). 

Ecrivons l’équation cinétique sous la forme 


Fe UT = x (X) + Zu (2), (69.1) 


en séparant dans l’intégrale les parties liées aux collisions normales 
(indice Ÿ) et aux collisions de basculement (indice U). La fonction 
de répartition d'équilibre correspondant au mouvement de l’en- 
semble du gaz avec la vitesse V s'obtient à partir de la fonction 
N, (w) en remplaçant son argument © par © —kV; pour une faible 
valeur de V on a 


V(o—kV)æ N,(o)—kv 


dw 


En partant de ce qui précède, cherchons une solution de l’équation 
(69,1) de la forme 


X = 4x + Aus Xn = KV; (69,3) 


où uw est la partie de la variation de la fonction de répartition. liée 
aux processus de basculement. Cette partie est petite devant x. 
Si l’on désigne par vy et v, les ordres de grandeur des fréquences 
efficaces des coefficients avec et sans basculement (vu & vx), on 
peut écrire 

Xol4n — Vu/vx. (69,4) 


1) On notera que la séparation univoque des processus de basculement en 
taat que petit effet est atteinte précisément avec le choix, défini au $ 66, de la 
maille élémentaire dans le réseau réciproque, ce qui a pour résultat que toutes 
les collisions entre les seuls phonons de faibles fréquences de petites énergies 
sont normales. 
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En reportant cette expression dans (69,1), on obtient l'équation 


UV = Lx (Hu) + Lo (Es) (69,5) 


où les opérateurs linéaires agissant sur les fonctions 7; sont détermi- 
nés par l'expression (67,17). Dans (69,5) on a tenu compte de ce 
que {x (Zn) = 0 et le terme Ty (4u) est omis par suite de sa peti- 
tesse; quant aux deux termes gardés au second membre, ils sont 
d'un mème ordre de grandeur pour la relation (69,4). 

Soulignons tout d'abord que si les processus de basculement 
étaient négligés, le gradient de température étant non nul, l'équation 
cinétique n'aurait pas du tout de solution. En effet, multiplions 
l'équation (69,5) par k. intégrons sur dSk/(2x)$ et effectuons la som- 
mation sur toutes les branches du spectre de phonons. Puisque les 
collisions normales conservent la quasi-impulsion totale, le terme 
[+ (£u) finit par s'annuler et il reste 


No dk . dk 
D frecuvr) er D | Hottes) RE. (69,6) 
8 cs 


Si les processus de basculement étaient négligés, le second membre 
de cette équation serait nul alors que son premier membre serait 
certainement non nul (la fonction sous le signe d'intégration est 
une fonction paire de k, car « (k) est une fonction paire etu — 4w/0k 
est une fonction impaire) ; cette contradiction signifie que l'équation 
cinétique n’a pas de solution. 

Par contre, compte tenu des processus de basculement l'égalité 
(59,6) détermine une quantité inconnue V qui entre dans la solution 
(69.3). Pour simplifier l'écriture des formules, nous admettrons que 
le cristal présente une symétrie cubique ; l’anisotropie du cristal ne 
se manifeste pas alors dans les intégrales de (69,6) !) ; après l’intro- 
duction de x; définie par (69,3) l'égalité (69,6) prend la forme 


B VT — —VuBeTV, (69,7) 
où on a introduit les désignations 


1 à dk KE? dk : 
B=zr Dig, Be DS Noire (69 
F4 & 
Î dk 
Tube= —+ D | Ke Sr 
La 


(le facteur B, est introduit pour simplifier l'écriture des formules 
par la suite). 


1) Dans le cas de la symétrie cubique tout tenseur du deuxième erdre se 
réduit à un scalaire: a,y — 1/3 aô,p amao 
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L'égalité (69,7) détermine V. après quoi le flux d'énergie se cal- 
cule comme l'intégrale (67,4) dans laquelle N doit être remplacé 
par la fonction 


EN = —kV 2e 2 py 7 M 


dw © ÔT ° 
Alors, on obtient q = TB,V; avec (69,7) cela donne q = —xVT 
avec le.coefficient de conductibilité thermique 
x = Bi/vub:. (69,9) 


Il est intéressant de noter que dans le cas considéré le calcul de x 
n'exige pas de résoudre l'équation cinétique (69,5) et se réduit au 
calcul des intégrales (69,8). 

Les intégrales B, et B, se déterminent par le domaine de fré- 
quences © — T qui renferme la plupart des phonons. Ces intégrales 
ne sont que fonction puissance de la température. Puisque seuls les 
phonons acoustiques peuvent avoir une petite énergie, il suffit en 
fait de sommer dans f, et B, seulement sur trois branches acousti- 
ques du spectre. Îl est facile de voir que dans ce cas 


Bi, Be © TS. (69,10) 


En ce qui concerne la dépendance exponentielle, elle est comprise 
dans l'intégrale vu. Son expression concrète peut être obtenue à 
l’aide de (67,17). Pour les processus de basculement on a 


Lai FAN — UN Vki+hke —k) = Vb. 


Pour la plupart des phonons @ = T et la fonction de répartition 
No — 1; mais pour des phonons de © > T, la fonction M & 1. 
Aussi les facteurs NV, + 1 — 1 peuvent-ils être négligés lors de 
l'évaluation de l’intégrale. Quant aux fonctions 


No —= e”T (M + 4), 


elles contiennent les facteurs exp (—w/T) qui peuvent être exponen- 
tiellement petits; ce sont ces facteurs qui jouent un rôle détermi- 
nant dans l'évaluation de l’intégrale. 

Ainsi, lorsqu'on s'intéresse uniquement à la dépendance expo- 
nentielle de vu vis-à-vis de la température, on a 


vu D | er 8 (o — à, — 0.) FkPk,; (69,11) 
(&b) 


où la sommation est étendue à toutes les branches du spectre g. g.. 
g2 et à toutes les valeurs non nulles de b qui apparaissent au cours 
des processus de basculement. L’équation 


O4 (k) = og, (k;) + ©, (k —k:) (69,12) 
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détermine une surface à cinq dimensions dans l’espace des k, k, à 
six dimensions. Soit A (g, g1, £2) la valeur minimale de ©, (k) sur 
cette hypersurface ; comme les énergies des phonons participant aux 
processus de basculement sont grandes, ces valeurs sont —6. Chacu- 
ne des intégrales sous le signe somme sur (g) dans (69,11) est propor- 
tionnelle à exp [ —A (£, g1, g:)/T]. En ne gardant que la plus grande 
d'elles, on a 


vu © exp (—Amm/T), (69,13) 


où Ain est la plus petite des À (g, g1, g2). 

Ainsi, nous arrivons à cette conclusion que le coefficient de con- 
ductibilité thermique varie avec la température essentiellement sui- 
vant une loi exponentielle 


# © exp (Ain/T); (69,14) 


et Anim © (R. Peierls, 1929). 

Les processus d’ordre plus élevé mettant en jeu un plus gran 
nombre de phonons conduisent à la variation en fonction de la tem- 
pérature ayant le même caractère et À est la valeur minimale possi- 
ble de l'énergie des phonons initiaux dans chaque processus (ou, 
ce qui revient au même, la moitié de la valeur moyenne de l’éner- 
gie totale de tous les phonons, initiaux et finals, participant au 
processus). Cette valeur peut en principe être inférieure à la valeur 
pour les processus à trois phonons et dans ce cas la contribution 
apportée à la conductibilité thermique par les processus d’ordre su- 
périeur peut devenir prédominante malgré le fait que le facteur 
préexponentiel diminue bien entendu lorsque l’ordre du processus 
augmente. 

A la différence de la fréquence vy des processus de basculement, 
la fréquence efficace vy des collisions normales diminue avec la 
température suivant une loi puissance ; ayant en vue l'application 
au $ 71, déterminons la loi de cette diminution. 

Les collisions normales ont lieu entre les phonons acoustiques 
de w— T qui sont les plus nombreux. Leurs quasi-impulsions 
k = œ/u - Tlu. Dans l'intégrale des collisions (67,17) l'intégration 
est étendue à une surface d’aire —k? séparée par la fonction 6 dans 
un volume —k%$. Dans ce domaine, les fonctions NV, — 1 et la fonc- 
tionw © k3 (suivant (66,14)). On en conclut que vy7 © T5. Le coef- 
ficient de proportionnalité peut être déterminé le plus simplement 
en partant de la condition que pour T — 6 cette expression et l’éva- 
luation (68,3) doivent donner un même résultat; on en déduit 


vw TS/6:Mud. (69,15) 
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$ 70. Diffusion des phonons par des impuretés 


Dans les deux paragraphes précédents il était sous-entendu que 
le réseau cristallin était parfait, sans défauts. Examinons maintenant 
le rôle que peut jouer dans la conductibilité thermique du diélectri- 
que la diffusion des phonons par des atomes d’impureté. 

Par rapport aux phonons acoustiques de faibles fréquences un ato- 
me d’impureté représente un défaut ponctuel du réseau. Uné parti- 
cularité caractéristique de la diffusion par de tels défauts est son élas- 
ticité (la fréquence du phonon reste inchangée) et avec cela la section 
efficace de diffusion diminue rapidement lorsque la fréquence ou. ce 
qui revient au même, le vecteur d'onde diminue comme #{ !). 

L'intégrale des collisions pour la diffusion des phonons par des 
impuretés est de la forme 


St Ni=Nimp \ w(k, k'){Nx (A+ Ni) — 


ak’ 
Or} * 


Comme à l'ordinaire, le premier terme entre accolades donne le 
nombre d’actes élémentaires de diffusion qui amènent (par unité de 
temps) le phonon dans un état de quasi-impulsion k donnée à partir 
des états de n’importe quelle autre valeur de k’ correspondant à la 
même énergie. D'une manière analogue, le deuxième terme donne le 
nombre d’actes de diffusion qui font passer les phonons de l’état don- 
né dans tous les autres états. Si les atomes d’impureté sont disposés 
d’une manière désordonnée et la distance moyenne entre ces atomes 
est beaucoup plus grande que l'amplitude de diffusion, les divers ato- 
mes diffusent indépendamment l’un de l’autre et les probabilités 
de diffusion s'ajoutent. Dans ces conditions (ce qui est supposé dans 
(70,1)) le nombre total d’actes de diffusion est proportionnel à la 
densité N,,,, des atomes d’impureté. Pour la diffusion dans un milieu 
anisotrope la fonction w (k, k’) dépend des directions des deux vec- 
teurs k et k’ ; quant à la variation en fonction de la valeur absolue 
k —k" elle est donnée par la loi w © kt. Dans (70,1) on a posé 
w (k,k’) =w(k’,k). Rappelons que dans l’approximation de Born 
cette égalité découle de la condition d’unitarité compte tenu de la 
petitesse de l'amplitude de diffusion, les termes du deuxième ordre 
étant négligés (voir III, $ 126). Dans le cas général, l’approximation 
de Bornest inapplicable à la diffusion d’un phonon par un atome d’im- 
pureté. Mais aux températures suffisamment basses, lorsqu'il s'agit 


— Nr (1 + Nx)} 6 (©°— w) (70.1) 


1) C'est la propriété générale de la diffusion des ondes sonores sur des obs- 
tacles dont les dimensions sont petites par rapport à la longueur d'onde (cf. VI, 
$ 78). Comparer aussi à une situation analogue pour la diffusion des ondes élec- 
tromagnétiques de grandes longueurs d’ondes (II, $ 79). 
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des phonons de petits k, il existe une autre source de petitesse de l’am- 
plitude de diffusion : sa proportionnalité à k?; en négligeant des ter- 
mes © *#, on revient de nouveau à l’égalité requise. 

Les produits Nix, figurant entre accolades dans (70,1) se 
réduisent et après la substitution de N = N, + ôN. l'intégrale des. 
collisions prend tout de suite la forme linéarisée : 

dk" 


SN = Inn (ON) = Nimp \ 2 (BNx:—BN a) 8 (0 — 0). (10.2 


De même que la fonction w, cette intégrale est proportionnelle à 
k4. Puisqu'en même temps la dérivée 9N,/0T © 1/0 © 1/k pour 
© < T, on a dans ce domaine de fréquences 

ôN ok. (70,3) 


Nous avons déjà rencontré une telle situation au $ 68 (cf. (68,4)): 
la dépendance (70,3) conduit à la divergence de l’intégrale détermi- 
nant le flux thermique. Ainsi, la présence d’impuretés dans un cristal 
ne peut pas assurer par elle-même une valeur finie de la résistance 
thermique du diélectrique. 

Cependant, cela ne signifie pas que les impuretés ne jouent aucun 
rôle dans l’établissement de cette résistance. Le fait est que la diffu- 
sion par des atomes d’impureté ne conserve pas la quasi-impulsion 
des phonons, et en ce sens elle peut jouer le rôle des processus de bascu- 
lement. Dans des échantillons suffisamment purs, un domaine de bas- 
ses températures peut exister où la fréquence efficace v,n, de diffu- 
sion par les impuretés (pour des phonons de © — T) occupe une posi- 
tion intermédiaire entre la fréquence des collisions normales et celle 
des collisions de basculement: 

VNŸ Vimp > Vu- (70,4) 
Dans de telles conditions le rôle des processus de basculement passe 
à la diffusion par les impuretés et les formules (69,6) à (69,8) restent 
en vigueur si on y remplace Zu par 1,,. Finalement le coefficient de 
conductibilité thermique est donné par la formule (69,9) avec 
Vimp au lieu de vu: 

% = Pi/BeVimp- 

Suivant (70,2) vimp © &Ÿ= T4. Quant aux quantités B, et B. pour 
les phonons acoustiques, elles sont proportionnelles à T$ (voir (59.10)). 
Dans la situation considérée on est donc conduit à la loi x « 1/7. 


$ 71. Hydrodynamique du gaz de phonons 
dans un diélectrique 


Une conservation approchée de la quasi-impulsion à la condition 
que le libre parcours moyen Z, pour les collisions normales soit petit 
devant le libre parcours moyen pour les processus de basculement, 


Inllu Vulvn A1, (71,1) 
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rend le système de phonons dans un cristal aux basses températures 
pareil à plusieurs égards à un gaz ordinaire. Les collisions normales 
établissent un équilibre interne dans chaque élément de volume de 
gaz (grand par rapport à L,) qui peut se déplacer dans ce cas avec une 
vitesse arbitraire V. Si la vitesse V et la température T ne subissent 
des variations notables que sur des distances qui sont grandes par 
rapport à y (et pendant des temps qui sont grands devant 1/v), 
un système d’équations « hydrodynamiques » peut être établi pour 
ces grandeurs. Nous allons les construire à l’approximation linéaire 
de la vitesse V et du gradient de température, que nous considérerons 
comme de petites quantités d’un même ordre. En outre, pour simpli- 
fier l'écriture des formules, nous admettrons de nouveau (comme au 
$ 69) que le cristal possède une symétrie cubique. 

Une des équations cherchées exprime la loi de conservation de 
l’énergie. Elle s'obtient en introduisant la fonction de répartition 
(69,2) dans (67,3) et (67,4). Les intégrales de © (kV)8N,/06 et de 
œuW, s’annulent par intégration sur les directions de k (voir note au 
bas de la page 356). La fonction NV, (@) ne dépend des coordonnées 
et du temps que par l’intermédiaire de 7. En négligeant le terme con- 
tenant VVT, on obtient 


Ba BiT div V=—0, (71,2) 


Ps =0E OT, (71,3) 


E est la valeur d'équilibre de la densité d’énergie et f, est déterminé 
dans (69,8). 

Une deuxième équation exprime la conservation (approchée) de 
la quasi-impulsion. Elle s'obtient à partir de l’équation cinétique 


TP +uvN = SiyN + StuN (71,4) 


par introduction de V sous la forme (69,2), multiplication par k, 
intégration sur dk et sommation sur les espèces de phonons. L'inté- 
grale de kSt,W s'annule en vertu de la conservation de la quasi-im- 
pulsion dans les collisions normales. Finalement on obtient 


av 
BAT DH BVT = —voBeTV (74,5) 


avec B, et vy données par (69,8). Les équations (71,2) et (71,5) cons- 
tituent justement le système cherché d'équations hydrodynamiques 
pour le gaz de phonons dans le diélectrique. 

Le terme exponentiellement petit (avec vy) au second membre de 
l’équation (71,5) traduit l'influence des processus de basculement. 
Si ce terme est négligé, la quasi-impulsion se conserve strictement. 
Dans de telles conditions, le gaz de phonons peut devenir le siège de 
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la propagation des ondes non amorties analogues aux ondes du second 
son se propageant dans un liquide superfluide (V. P. Pechkov, 1946). 
En effet, en éliminant V entre (71,2) et (71,5), on obtient alors 

aT __ fi 

= BAS AT, (71,6) 


c'est-à-dire une équation d’onde qui décrit la propagation des fluc- 
tuations de température à la vitesse 


Ua = (B1/B2B3)"/?. (71,7) 
Comme il a déjà été dit, aux basses températures les contributions 
aux intégrales f,, 6:, B; ne sont apportées principalement que par 
les branches acoustiques du spectre. Pour des lois de dispersion linéai- 
res © (k) les intégrales sont proportionnelles à 7%; dans ce cas, la 
vitesse (71,7) ne dépend pas de la température et est de l’ordre de la 
vitesse du son !). 

Jusqu'ici nous avons supposé que les dimensions du cristal sont 
illimitées. Aux basses températures, lorsque le libre parcours moyen 
croît rapidement, une situation peut devenir réelle ou le libre par- 
cours moyen devient comparable et même supérieur aux dimensions 
L du cristal. Cela concerne en premier lieu la longueur l y exponentiel- 
lement croissante. 

Examinons la transmission de la chaleur dans un diélectrique lors- 
que ly > L (cette condition sera précisée plus loin), mais, en mê- 
me temps, {x &L; cette dernière condition permet d'utiliser les 
équations de l’hydrodynamique des phonons (J. A. Sussmann, 
A. Thellung, 1963; R. N. Gourjie, 1964). 

Par suite des hétérogénéités microscopiques de la surface du cris- 
tal les phonons s’y réfléchissent généralement d’une façon désor- 
donnée (réflexion dite diffuse); cela signifie que la vitesse macrosco- 
pique V du gaz de phononss’annule sur la frontière. Mais les équations 
(71,2), (74,5) n’admettent pas une telle condition à la limite; leurs 
solutions ne peuvent satisfaire qu’à la condition d'annulation de la 
composante de la vitesse normale à la surface. De même qu’en hydro- 
dynamique des liquides ordinaires, la condition d'annulation de la 
composante tangentielle exige qu'on tienne compte de la viscosité 
du liquide. 

Dans le cas stationnaire l’équation (71,2) donne div V = 0. Si 
l’on tient compte de la viscosité, au second membre de l'équation 
(71,5) apparaît un terme contenant AV, analogue à un tel terme in- 
tervenant dansl’équation de Navier-Stokes en hydrodynamique d’un 
liquide visqueux ordinaire. Dans le cas stationnaire, cette équation 


1) Dans un liquide isotrope à spectre énergétique de phonons (l’hélium su- 

pre à basse température), il n'existe qu'une seule branche acoustique dans 

quelle w = uk. Dans ce cas B1/B, = u®, B,/B: — 1/3 et la vitesse du second 
son u, = u/ V3. 


24—01298 
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prend la forme 

À VT = pAV —voV. (71,8) 
La grandeur pu a les dimensions de cm°/s et joue le rôle de la viscosité 
cinématique du gaz de phonons !). Son calcul exige en principe que 
l’on résolve l'équation cinétique. Mais pour déterminer son ordre de 
grandeur, on peut utiliser la formule ordinaire obtenue en théorie 
cinétique des gaz en vertu de laquelle 


u Lyv u’/vx. (71.9) 


Les effets dépendant des dimensions jouent un rôle prédominant 
lorsque dans l’équation (71,8) on peut négliger le terme vyV par 
rapport à LAV. Supposons qu'ils’agit par exemple de la transmission 
de la chaleur le long d’une tige cylindrique d'épaisseur R. Cette 
dernière détermine la longueur caractéristique pour la variation de la 
vitesse V, de sorte que AV — V/R°. On voit que le terme vuyV peut 
être négligé sip/R°>5> vu. Avec l'évaluation (71,9) cette condition 
s'écrit comme lu > berr, où 


joue le rôle de la longueur efficace du parcours des phonons dans un 
corps limité. Par contre, lorsque kr > lu, les dimensions du corps 
sont sans importance et la loi (69,14) est valable. 

Le processus de transmission de la chaleur le long de la tige 
pour lu > ler prend le caractère de l'écoulement de Poiseuille d'un 
gaz de phonons visqueux. 11 peut être caractérisé par un coefficient 
efficace de conductibilité thermique déterminant la densité de flux 
d'énergie comme —%er VT, où VT est le gradient de température 
le long de la tige. Ce flux peut être évalué en portant (71,10) dans 
l'expression Xe — Culerre Aux basses températures la chaleur spé- 
cifique du réseau C © 7%. Quant à la longueur, on a L4 = u/vx © 
© T-$ (suivant (69,15)). C'est pourquoi la conductibilité thermique 
efficace 

Kerr © R?TS8 pour R‘ly Klx KR; (71,11) 


elle décroît lorsque la température diminue. 

Enfin, à des températures encore plus basses, lorsque même la 
longueur /, > R, les collisions des phonons, l’un avec l’autre, de- 
viennent en général non essentielles (pareillement à la situation de 
Knudsen dans des gaz ordinaires fortement raréfiés). Le rôle de la 
longueur de parcours passe alors aux dimensions RÀ du corps et la 


1) N'ayant en vue que l'étude qualitative de la question, nous négligerons 
totalement l’anisotropie du cristal. On ne devra pas oublier que même dans le 
cas de la symétrie cubique la viscosité est décrite non par un coefficient de 
viscosité scalaire mais par un tenseur du quatrième ordre comportant plus 
d'une composante indépendante. 
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conductibilité thermique efficace 
Kerr — CuR © TSR (71,12) 
(H. B. G. Casimir, 1938). 


$ 72. Absorption du son dans le diélectrique. 
Ondes longues 


Le caractère de l’absorption du son dans un cristal diélectrique 
dépend de façon substantielle du rapport entre la longueur d'onde 
et le libre parcours moyen L des phonons thermiques. Si la longueur 
d’onde est grande par rapport à L (fl & 1, où f est le vecteur d'onde 
de l'onde sonore), c'est la théorie macroscopique basée sur les équations 
de ia théorie de l’élasticité (voir VII, $ 34) qui est applicable. Sui- 
vant cette théorie, le coefficient d'absorption du son se compose de 
deux termes déterminés respectivement par la conductibilité ther- 
mique et la viscosité du milieu. Les deux termes sont proportionnels 
au carré de la fréquence. Notre problème consiste à déterminer la 
variation de ces termes de la température. 

L'ordre de grandeur de la contribution apportée au coefficient 
d'absorption du son par la conductibilité thermique est donné par 
la formule !) 


 XTa? me 
Vin LEE, (72,1) 


où « est le coefficient de dilatation thermique du corps, C, la chaleur 
spécifique par unité de volume, p, la densité. Aux températures éle- 
vées, T > 6, la conductibilité thermique x © 1/7 tandis que «& 
et C sont indépendants de la température (voir V, $$ 65, 67). Aussi 
ce domaine y ne dépend-il pas de la température. Quant aux tempé- 
ratures basses, la variation de y, en fonction de la température est 
déterminée principalement (dans un réseau parfait) par la conducti- 
bilité thermique exponentiellement croissante lorsque T diminue. 

Passons à la détermination de la partie du coefficient d’absorp- 
tion du son due à la viscosité (A. 7. Akhiezer, 1938). 

En produisant une déformation macroscopique du réseau cristal- 
lin, le champ extérieur de l’onde sonore modifie la loi de dispersion 
des phonons. La longueur d'onde des phonons thermiques est petite 
par rapport à la longueur d'onde du son ; aussi peut-on considérer que 
la déformation est homogène par rapport à un phonon thermique, 
c'est-à-dire que le phonon se trouve dans un réseau qui est régulier 


1) Pour fixer les idées, nous écrivons le coefficient d'absorption par unité 
de parcours. Les variations en fonction de la fréquence et de la température 
restent les mêmes aussi pour le coefficient d'absorption par unité de temps, 
car les définitions des deux coefficients ne diffèrent que par un facteur constant 
égal à la vitesse du son. 


4. 
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comme précédemment mais a des périodes un peu modifiées. A la 
première approximation de la petite déformation, la fréquence du 
phonon « (k) dans un tel réseau est liée à sa fréquence «(°(k) dans 
le réseau non déformé par une formule de la forme 


© (k) = &O(k) (1 + AapU ag), (72,2) 


dU& ôU8 
Uu=z (| ôzp Te 


est le tenseur de déformation (U étant le vecteur déplacement). Le 
tenseur À. caractérisant le cristal dépend, généralement parlant, 
de k; pour les phonons acoustiques de faibles fréquences, obéissant 
à la oi de dispersion linéaire, il ne dépend pourtant pas de la valeur 
absolue de k. 

Les parenthèses (72,2) devraient contenir encore un terme de la 
forme À rot U exprimant une circonstance triviale : si la déformation 
conduit à une rotation de l’élément de volume du réseau (rot U -£ 0), 
il y a changement du sens des axes (du réseau réciproque) par rapport 
auxquels doit être déterminée la quasi-impulsion du phonon dans la 
loi de dispersion; le terme À rot U exprimerait une variation corres- 
pondante de k. Nous n'écrivons pas ce terme dans (72,2) parce qu'il 
est évident qu'il ne peut pas influer sur la dissipation de l'énergie 
dans l'onde sonore, qui nous intéresse : un effet physique réel — la 
dissipation — ne peut pas dépendre du vecteur rot U qui est non nul 
même pour une simple rotation du corps considéré dans son ensemble. 

La variation de la fonction de répartition des phonons, produite 
par la déformation du réseau, est déterminée par l'équation cinéti- 
que 


o+ Tr T=StN, (72,3) 


où St N est l'intégrale des collisions phonon-phonon (67,6) et T, 
la vitesse de variation de la température au point donné du cristal, 
s’accompagnant obligatoirement d’une déformation. En linéarisant 
cette équation de la façon habituelle et en introduisant la fonction 
x suivant la définition (67,15), nous mettons cette équation sous la 
forme 


o (has) =1(0, (72,4) 


où Z (x) est l'intégrale des collisions linéarisée (67,17). La dérivée 


w au premier membre de cette équation est exprimée à l’aide de 
(72,2); ici et plus loin nous omettons l'indice (0) de la fréquence 
non perturbée. 
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La dérivée T peut être, en principe, exprimée au moyen du même 
tenseur À,8. Après la multiplication des deux membres de l'équation 
(72,4) par ©, l'intégration sur l’espace des k et la sommation sur tou- 
tes les branches du spectre de phonons, le second membre de l’équa- 
tion s’annule en vertu de la conservation de l'énergie dans les colli- 
sions. Quant au premier membre de l’équation, il donne 


_ =: RatÜ at (72,5) 


où as est le tenseur À,$ moyenné sur &*0N,/0w. Dans les deux cas 
limites — des températures élevées et basses — À,$est indépendant 
de la température. En effet, pour T > 6, les phonons essentiels dans 
la valeur moyenne sont ceux dont la quasi-impulsion est indépendan- 
te de la température k — k,,, — 1/d. Pour T € 6, ce sont les pho- 
nons acoustiques de faibles fréquences pour lesquels À,$ est indé- 
pendant de X qui sont essentiels, de sorte que la prise de moyenne 
n’entraîne pas une dépendance vis-à-vis de la température. 


En notant Àck4 as = ap, écrivons l'équation cinétique 
sous la forme 


No T x 
[A] pra han af — I (x). (72,6) 


Puis, proposons-nous d'établir une formule déterminant la dissi- 
pation de l’énergie dans un gaz de phonons hors d'équilibre. A cet 
effet, partons de l’expression donnant l’entropie par unité de volu- 
me de gaz de Bose 


S= D ({W+DMAN+D-NMAÉE (727 
€ 
(voir V, $ 55). En dérivant cette expression par rapport au temps. on 


trouve 
= 1 N+1 dk __—. 
S= > (Win Et En - (72,8) 
LA 


En remplaçant ici N par l'intégrale St (cf. $ 4) et en effectuant cer- 
tains changements dans la désignation des variables k, k,, k, dans 


deux termes de l’expression (67,6), mettons $ sous la forme 


1 Lo, 0) mate 
se (uk, ki kD6(01—0,—0) in RES, 
! 3 


En multipliant cette expression par T, on obtient la fonction dissi- 
pative : l'énergie dissipée par unité de temps en unité de volume. En 
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y introduisant V = N, + ÔN (avec ôN sous la forme (67,15)) et 
en ne gardant que les premiers termes, quadratiques, du développe- 
ment sur ôN, on obtient 


TS D Üwlke, ki k)6(0,—0,—0,) x 


2 Phi dk 
(nr) 


* (Nos +1) NosWVos (Xi — 42 — L3) (72,9) 

Les formules écrites sont suffisantes pour déterminer la variation 
du coefficient d'absorption du son avec la température. Considérons 
d'abord le domaine des températures élevées. 

Dans ce cas l'intégrale de collisions Z (X) contient la température 
sous forme de facteur T° (voir début du $ 68). Au premier membre de 
l'équation cinétique (72,6) on a w9NW,/8w0 Æ —T/o et pour la masse 
principale de phonons la fréquence w —@ ne dépend pas de la tempé- 
rature. Ainsi, on trouve pour ces fréquences 


2 { Le. e 
VF hafU ob 


À partir de l'expression (72,9) dans laquelle il faut poser M Æ 
Æ& Tl/@ > 1, on déduit maintenant que la fonction dissipative ne 
dépend pas de la température. Il en est de même du coefficient d’ab- 
sorption obtenu par division de la fonction dissipative par une quan- 
tité indépendante de la température. la densité de flux d’énergie 
dans l’onde sonore. Ainsi, pour T > 6, ni la partie due à la viscosi- 
té, ni celle due à la conductibilité thermique du coefficient d’absorp- 
tion du son ne dépendent de la’ température. 

Aux températures basses, il faut tout d’abord souligner qu'il exis- 
te une différence de principe par rapport au problème de la conducti- 
bilité thermique: le coefficient d'absorption du son prend déjà une 
valeur finie si on néglige les processus de basculement (dont la fré- 
quence est faible aux températures basses). Rappelons que dans le 
cas de la conductibilité thermique l'absence de la solution de l’équa- 
tion cinétique ne tenant pas compte des processus de basculement 
s'est manifestée par une contradiction qui apparaissait lorsque cette 
équation était multipliée par k et intégrée sur tout le spectre de pho- 
nons: le second membre de l'équation s’annulait tandis que son pre- 
mier membre était certainement non nul (cf. (69,6)). Dans le cas de 
l'équation (72,6) une telle contradiction n'existe pas: comme son 
premier membre est une fonction paire dek, il devient une fonction 
impaire après la multiplication par k et donc s’annule par intégra- 
tion sur dk. On sous-entend dans ce cas que l'intégrale du terme con- 
tenant l'opérateur de processus de basculement, c’est-à-dire l'inté- 
grale de k7,; (X) s’annule elle aussi. Puisque cela ne se produit pas 
automatiquement en vertu d’une loi de conservation quelconque, une 
condition déterminée est par là même imposée à la solution de l'équa- 
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tion cinétique: la fonction %X (k) doit être paire par rapport à k 
(alors kZ,; (X) est une fonction impaire; il est facile de voir que 
l'opérateur Z ne change pas la parité de la fonction X). Cette exigence 
élimine l'arbitraire lié à l’existence (en l'absence de processus de bas- 
culement) d’une solution « parasite », impaire en k, de la forme 
4 = kôV et assure un passage correct au cas limite de l'absence de 
ces processus. 

Pour T & 6, le rôle principal dans l'intégrale des collisions (et 
dans la fonction dissipative) est joué par des phonons d'énergie 
wo — T.Ce sont des phonons de faibles fréquences des branches acous- 
tiques du spectre; leur fréquence dépend linéairement de k, si bien 
que # = Tlu. Suivant (66,14), pour les collisions de tels phonons la 
fonction & intervenant dans l'intégrale (67,17) :&5 kk,k.. La fonc- 
tion de répartition V, ne dépend que du rapport w/T, de sorte que 
pour wow T on a NV, — 1. L'intégration est effectuée sur dk, = 
= k'dk,do,, l'intégration sur Æ, étant étendue au domaine -7. 
Par conséquent, chaque facteur k,k,,k, apporte à l'intégrale un fac- 
teur T.et la fonction à le facteur 1/7. Ainsi, on trouve que toute 
l'intégrale est évaluée comme XT*en ce qui concerne sa variation en 
fonction de la température. Pour ce qui est du premier membre de 
l'équation cinétique (72,6), il ne dépend pas de la température pour 
wo = T. On en déduit que pour & — T 


X% © To a p- 


Après cela une évaluation analogue de l'intégrale (72,9) nous conduit 
à la conclusion que la fonction dissipative et avec elle la partie due à 
la viscosité du coefficient d'absorption du son sont inversement pro- 
portionnelles à T. Ainsi, 


Vise © OT pour TK 6. (72,10) 


Les processus de basculement n’étant pas nécessaires, cette partie 
du coefficient d'absorption du son croît, seulement suivant une loi 
puissance et non suivant une loi exponentielle lorsque la températu- 
re diminue. 

L'utilisation de la fonction dissipative dans la déduction expo- 
sée a permis de ne pas exprimer le tenseur de contraintes visqueuses 
dans le cristal au moyen de la fonction de répartition des phonons ; 
le caractère non trivial de cette question est lié à ce qu'il s’agit du 
tenseur de densité de flux de l’impulsion vraie qui est loin d’être 
confondue avec la quasi-impulsion des phonons. Montrons comment 
celle expression peut être obtenue à son tour à l’aide de la fonction 
dissipative. 

A cet effet, partons de nouveau de l'intégrale (72,8) en représentant 


cette fois la dérivée qu'elle contient sous la forme de l'expression 
au premier membre de l'équation cinétique (72.6). Quant au logarith- 
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me figurant dans l'expression à intégrer, nous le recopions sous la 
forme (voir (67,16)) 


N pont No X 25 O— 7% 
hr -h[- (1++)]+ L.. 
Finalement on trouve 
T$-S | of, SNS D (72,11) 
GS aB (2x) afr CL 
# 
où ôN — — 40N,/0w (quant au terme contenant le facteur w au lieu 


de %, il s’annule identiquement en vertu de la définition de À,8). 
Au lieu de Àcps = ag —Àag; on peut écrire ici tout simplement 
lag, car l'intégrale contenant le facteur constant Àç$ s’annule en 
vertu de la condition supplémentaire (67,14) imposée à GW. 

D'un autre côté, la fonction dissipative (rapportée à l’unité de 
volume) s'exprime moyennant le tenseur de contraintes visqueuses 


068 par Of an (Cf. VII, $ 34). La comparaison avec (72,14) conduit 
ainsi à l’expression suivante pour le tenseur de contraintes visqueu- 
ses : 


, dk 
Cap = > \ OA sôN ns (72,12) 
# 


(V.L. Gourévitch, 1980). 


$ 73. Absorption du son dans le diélectrique. 
Ondes courtes 


Dans le cas inverse des courtes longueurs d’onde, fl > 1, le pru- 
cessus d'amortissement de l’onde sonore peut être considéré comme le 
résultat de l'absorption des quanta de son isolés lors de leurs colli- 
sions avec les phonons thermiques (L. D. Landau, Y. B. Roumer. 
1937). L'admissibilité d’une telle approche exige que l'énergie et 
l'impulsion des phonons thermiques soient déterminées d’une façon 
suffisamment précise : en cas d’une variation par suite de l’absorption 
d’un quantum de son elles doivent tomber dans le domaine hors de 
l'incertitude quantique liée à la finitude de la longueur de parcours : 
cette condition est assurée par l'inégalité fl5 1. Une telle situation 
ne peut en fait être réalisée qu'aux basses températures lorsque le 
libre parcours moyen devient grand. 

A la première approximation, c'est-à-dire en tenant compte des 
processus avec la participation du plus petit nombre de phonons, il 
s’agit des processus à trois phonons: 


k, +f—=k,, o + © = 0, (73,1) 
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où w, f sont l’énergie et la quasi-impulsion du quantum de son tan- 
dis que «,, k, et ©, k, se rapportent aux phonons thermiques. Les. 
énergies et les quasi-impulsions des phonons thermiques &,, ©: — 
= T;k,,k, = Tlu. Nous supposerons dans ce qui suit que 


ho &T. (73,2). 


Alors &,, w, et X,, &, seront grands par rapport à w et f. 

Comme nous l'avons vu au $ 68, les lois de conservation (73,1). 
ne peuvent être observées que si la vitesse des phonons thermiques. 
est supérieure à la vitesse des quanta de son absorbés (ou émis). 
Sans entrer dans le détail des divers cas possibles, nous supposerons. 
que l’onde sonore n’est pas « longitudinale » (c'est-à-dire ne corres- 
pond pas à la branche acoustique du spectre de phonons à vitesse ma- 
ximale), de sorte que la condition indiquée peut être réalisée. Etant. 
donnée la petitesse de w et f, les phonons thermiques initial et final 
se rapportent, généralement parlant, à une seule et même branche 
acoustique du spectre de phonons; aux basses températures ces 
phonons sont à faibles fréquences. 

Les probabilités d'émission ou d'absorption d'un phonon dans. 
un processus à trois phonons sont données par les formules (66,9) 
ou (66,11). Dans ce cas, les nombres d’occupation N, = N (k,) et 
N; = N (k2) sont donnés par la fonction de répartition d'équilibre. 
de Planck (67, 9). Quant à l'onde sonore macroscopique, elle corres- 
pond à un très grand nombre d'occupation de l'état de phonons donné 
f; devant ce nombre on peut certes négliger l'unité. En omettant le- 
facteur N (f),on obtient la probabilité rapportée à un quantum de son. 

Ainsi, la probabilité d'absorption d'un quantum de son lors de- 
ses collisions avec des phonons thermiques de toutes les valeurs pos- 
sibles de k, est donnée par l'intégrale 


|'ARESNs (Ne +1) 6 (&i+ © —0,) 


Sa ° (73,3) 
Quant à la probabilité du processus inverse, c'est-à-dire du processus: 
d'émission d’un phonon f par tous les phonons possibles k,, elle est 

L'ARRN,(Ni4+1)8(0+ 0 —0,) (73,4) 
La fonction w figurant dans les formules (66,9), (66,11) est écrite sui- 
vant (66,14) sous la forme Ak,k,f compte tenu de ce que tous les trois. 
phonons sont de faibles fréquences (A étant la fonction des directions. 
de tous les phonons). 

L’absorption des phonons (la vitesse relative de diminution de- 
leur nombre) est déterminée par la différence entre les deux probabi- 
lités. Puisque la fréquence & est petite devant &, et w.,on a 

NOV + Dit D Ne Ni Ne 5 0 


1 
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Ainsi, le coefficient d'absorption 


y of \ Akike 


oN EE 
Far [5 (@i+0—0.) dk. (73,5) 


Nous nous intéressons à la variation de cette grandeur en fonction 
de la fréquence © du son et de la température T du cristal. Cette varia- 
tion se détermine entièrement par le fait que toutes les fréquences fi- 
gurant dans (73,5) sont des fonctions homogènes du premier ordre des 
vecteurs d'onde. Pour simplifier les raisonnements, il suffit de consi- 
dérer que © = Uf, w, = uk;, w, — uk,, où U et u ne dépendent pas 
de la direction de la vitesse. 

Etant donnée la petitesse de f, on peut poser k#, & k.. Pour cette 
même raison 

do 


DO f =uf cos 8= 6 7 —cos 0, 


où 6 est l’angle formé entre f et k. Alors on a 


ô(o,+ &—&,)=—+ 6 (1 — 7 050) 


et l'intégrale (73,5) prend la forme 
voo (4 | | ô(1—c050) dk, dcos0, (73,6) 


ou, après l’élimination de la fonction 6, 


ON 

4 . 

voo [a]. 

Puisque V, est uniquement fonction du rapport o,/T = uk,/T (vu 
la convergence rapide, l'intégration sur 4, peut être étendue jusqu’ à 
l'infini), l’intégrale restante est proportionnelle à T*. Ainsi, 


y © oi. (73,7) 


Notons que le coefficient d'absorption du son est ici proportionnel à 
la puissance première de la fréquence. 

Notons aussi qu'avec la condition (73,2) adoptée plus haut le mé- 
canisme de l’amortissement du son considéré est tout à fait analogue 
à l'amortissement de Landau dans le plasma. Le rôle des « électrons 
de résonance » est joué en l'occurrence par des phonons qui se dépla- 
cent en phase avec l’onde sonore. 1l est donc naturel que (73,6) est 
similaire à la formule (30,1) donnant l’amortissement de Landau. 


CHAPITRE VII 


LIQUIDES QUANTIQUES 


$ 74. Equation cinétique pour les quasi-particules 
dans le liquide de Fermi 


L'équation cinétique pour les quasi-particules dans le liquide de 
Fermi normal a déjà été examinée dans un autre volume de ce cours 
à l’occasion de la propagation des vibrations dans ce liquide (voir 
IX, $$ 4, 5); mais pour ces questions l'intégrale des collisions dans 
l'équation était sans importance. Reprenons maintenant l'étude de 
l'équation cinétique ayant en vue son application aux processus 
dissipatifs liés précisément aux collisions. 

Les quasi-particules du liquide de Fermi ont un spin 1/2. Aussi, 
dans le cas général, leur fonction de répartition est-elle une matrice 
par rapport aux variables de spin. Mais dans une large catégorir de 
problèmes il suffit de considérer des répartitions indépendantes des 
variables de spin. Dans de tels cas la fonction de répartition se ramè- 
ne à la fonction scalaire n(r, p) normalisée de telle sorte que 
nd'p/(2nk)° est le nombre de quasi-particules (par unité de volume) 
d'impulsions comprises dans l'intervalle dp et de projection de spin 
donnée; c'est ce qui sera sous-entendu plus loin aux $$74 à 76. 

Une propriété caractéristique que présente le spectre du liquide 
de Fermi est que l’énergie e des quasi-paticules est une fonctionnelle 


de la fonction de répartition. Quand cette dernière varie d’une petite 
quantité 


n (r, p) = (p) A ré ôn (r, p) (74,1) 
(où »#, est la répartition d'équilibre), l'énergie varie de 
, ( d' é D 
&(r, p}= | f(p, p'hôn(r, p) er (74,2) 
où f (p, p’') est la fonction d'interaction des quasi-particules. Ainsi 


à la répartition (74,1) correspond l'énergie suivante des quasi-parti- 
cules 


e (r, p) = &o (p) + ôe (r, p), (74,3) 


où & (p) est l'énergie correspondant à la répartition d'équilibre. 
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L'équation cinétique stipule 
ôn de ôn de On , 
Ta D Æ  œ m n. (74.4) 
Sa particularité caractéristique consiste en ce que pour un liquide 
non homogène le premier membre de l’équation fait intervenir un 
terme contenant la dérivée de/0r même en l’absence de champ exté- 
rieur : par suite de la variation de e en fonction des coordonnées in- 
troduite par l'expression (74,3). 
L'intégrale des collisions au second membre de l’équation (74,4) 
est de la forme 
Stn= (up, pa p', pi lr'ni (12) (1— nr) — 
? : », Sp: d‘p' 
—nn;({—n')(1—n;)}jô(Ee+e—Ee —e;) — CR ; 


oùnr,n,n,nr, sont les fonctions des impulsions p, p,, p', p, des quasi- 
particules entrant en collision. On suppose que l’on a déjà tenu comp- 
te de la loi de conservation de l'impulsion lors des collisions, de sorte 
que p+p = p + p, ; aussi l'intégration dans (74,5) est-elle effec- 
tuée seulement sur deux impulsions au lieu de trois. Quant à la con- 
servation de l'énergie, elle est assurée par la fonction à mise sous for- 
me explicite. Enfin, w est une fonction des impulsions, déterminaut 
la probabilité de collision. Le premier et le second termes entre cro- 
chets déterminent respectivement les nombresde quasi-particules ar- 
rivant dans un état quantique donné et quittant cet état par suite des 
collisions. Ces termes diffèrent des termes analogues figurant dans 
l'intégrale des collisions du gaz de Boltzmann par les facteurs (1 — 
— n),... L'apparition de ces facteurs est liée à la statistique de 
Fermi en vertu de laquelle les collisions ne peuvent faire passer les 
quasi-particules que dans des états qui ne sont pas encore occupés. 
On peut dire de manière générale que l’approximation de Born 
u’est pas applicable aux collisions des quasi-particules. Néanmoins, 
les probabilités des processus direct et inverse peuvent être considé- 
rées comme égales. Rappelons que nous considérons des grandeurs dé- 
jà moyennées sur les directions des spins des quasi-particules. Dans 
ces conditions, la probabilité de diffusion se trouve dépendante uni- 
quement des impulsions initiales et finales des quasi-particules en 
collision. Ceci permet d'utiliser ici les mêmes considérations que cel- 
les qui ont servi au $ 2 pour la démonstration du théorème de l’équi- 
libre en détail sous la forme (2,8). 11 importe que le liquide de Fermi 
se caractérise comme précédemment par l’invariance par rapport à 
l'inversion spatiale. Ainsi, nous sommes conduits à l’égalité 


w (p', Pi5P: Pa) = W (P; Pi; P'; Pi) 
qui a déjà été utilisée dans l’intégrale des collisions (74,5). La fonc- 
tion w dépend, généralement parlant, du nombre d’occupation des 


(74.5) 
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états et par là même de la température. Mais la valeur de la tempé- 
rature étant petite (ce qui est essentiel pour toute la théorie du liqui- 
de de Fermi), il convient d'entendre par w dans l'intégrale des colli- 
sions la fonction calculée pour T = 0. 
Comme il se doit, l’intégrale (74,5) s'annule identiquement 
Don introduit pour » la fonction de répartition d'équilibre de 
ermi 


= -1 
no (e) = [exp + 1] : (74,6) 
En effet, si l’on remarque que 
no at E—p 
1—70 — PXP ( _ T ] À 


on voit tout de suite qu’en vertu de la loi de conservation de l’éner- 
gie on a l'égalité 

nono: = nono! 4,7 

=) À Re) An An 0 


Etablissons à l’aide de l’équation cinétique comment sont expri- 
mées en termes de fonction de répartition les lois de conservation de 
la masse, de l'énergie et de l’impulsion du liquide de Fermi. La va- 
riation de l’énergie des quasi-particules en fonction de leur répartition 
confère à cette question une certaine spécificité. 

Intégrons les deux membres de l'équation (74,4) sur 2d%p/(2nh)° 
(le facteur 2 tient compte de deux directions possibles du spin). En 
vertu de la conservation du nombre de quasi-particules dans les col- 
lisions, l'intégrale de St nr s’annule. Transformons par parties l’inté- 
grale du terme —{(ôn/ôp) (de/ôr) au premier membre de l'équation 
qui prend alors la forme suivante: 


aN se 
7 div 1= 0, 


où {V est la densité de nombre de quasi-particules, 
i = (v), (74,8) 


et v — 0e/ôp est la vitesse des quasi-particules ?). C'est une équation 
de continuité pour les quasi-particules, de sorte que i est la densité 
de leur flux. En raison du fait que le nombre de quasi-particules dans 
le liquide de Fermi coïncide avec le nombre de particules vraies, la 
grandeur i est en même temps la densité de flux de particules vraies, 
si bien que i = (p/m). 


1) Ici et plus loin dans ce paragraphe le symbole { ... } indique l'inté- 
gration sur la répartition n: 
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Effectuons maintenant les mêmes opérations sur l’équation (74.4). 
en multipliant au préalable ses deux membres par p. L'intégrale de 
pSt nr s'annule en raison de la conservation de l'impulsion totale des 
quasi-particules lors des collisions. Quant au premier membre de 
l'équation, écrit en composantes vectorielles, il donne 


2Ka) + (+ de ôn (de ] 2dp 
Pa 028 App ôpp CE 2h) * 


Recopions sous le signe d'intégration au second terme 
sous la forme 


à a dE 
ES (Pas }+n - dpg (Pa »). 


L'intégration annule le troisième terme, tandis que le deuxième ter- 
me donne la dérivée 0E/0z, de la densité d'énergie E du liquide: 
rappelons que l'énergie des quasi-particules dans le liquide de Fermi 
est déterminée précisément par la variation de l'énergie interne: 


24 
SE = \ eôn en - (74,9) 


Ainsi, on obtient l'équation de conservation de l'impulsion sous la 
forme 


oIlc8 
_ (Pa) + Bi =0, 
où le tenseur de densité de flux .de l’impulsion 


LET 7 (P al 8} + Ôcp ((E) — E). (74,10) 


Enfin, en multipliant les deux membres de l’équation (74,4) par 
e et en l’intégrant, on obtient d'une manière analogue l'équation de 
conservation de l'énergie 


0EIôt + div q = 0, 
où la densité de flux d'énergie 
q = (Ev). (74,11) 


A l'équilibre, tous les flux i, q, Il,$ s’annulent. Proposons-nous 
d’obtenir les expressions de ces flux, linéaires en petite correction 
ôn dans la répartition perturbée (74,1). 

La fonction de répartition d'équilibre nr, ne dépend que de l’éner- 
gie des quasi-particules, cette énergie correspondant elle-même à la 
répartition d'équilibre. En indiquant cette circonstance par l’indi- 
ce zéro de €, écrivons la définition (74,1) sous une forme plus préci- 
se: 


n (r, p) — Mo (£&o) + ôn (r, p). (74,12) 
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Si l’on exprime »", en fonction de l'énergie réelle € de la quasi-parti- 
cule, il faut écrire 


no (80) = nu (e)— 8e -À., 
de sorte que la fonction de répartition perturbée aura la forme 
n(r, p)=n0(e)-+ ôn (r, p), (74,13) 
ôn = ôn — 6e de = Ôn — a | f, p'hôn(r, pP)——— Rs à 


Puisque dans les intégrales (74,8) à (74,11) e et v — 0e/ôp sont 
déjà l’énergie réelle et la vitesse réelle de la quasi-particule, il suffit 
d'y introduire n sous la forme (74,13), ce qui permet d'obtenir tout 
de suite 


LCL 2p .  _24p_ - _2#p_ 
1= \ VÊR ns , qa= \ evôn (rh); , [op = \ Pavsôr (2nh)s 


(74,14) 


(dans la dernière expression on a également utilisé (74,9)). Mainte- 


nant, les termes du premier ordre en ôn étant séparés, on peut certes 
déjà entendre e comme & (p) dans les intégrales (74,14). 

Pareillement à ce que nous avons fait à maintes reprises, repré- 
sentons ôr sous la forme 


ôn = — pe. (74,15) 


Dans le cas considéré, la séparation du facteur ôn,/0e a un sens 
particulier. La perturbation Ôn est concentrée dans la zone de flou 
de la distribution de Fermi. Dans cette même zone la dérivée ôno/ôe 
elle aussi est nettement différente de zéro ; après la séparation de ce 
facteur la fonction restante 1 sera déjà une fonction lentement va- 
riable. À côté de (74,15) nous écrirons 


où 
2 . 
= | sp pr tr ph. (717) 


A l'approximation d'ordre zéro du petit rapport T/e, la fonction 
no (e) peut être remplacée par une fonction en escalier coupée à l’éner- 
gie limite ek. Alors 

ôro 


He — —Ôô(e—Eer), (74,18) 
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et l’intégration sur d‘p se réduit à l'intégration sur la surface de Fer- 
mie—er#. L'élément de volume compris entre deux surfaces isoé- 
nergétiques infiniment proches dans l’espace des impulsions est 


dS de 
Ta T (74,19) 


où dS est l’élément de surface de la surface isoénergétique. Aussi 
l'intégration sur d’p se transforme-t-elle en intégration sur la surfa- 
ce de Fermi effectuée à l’aide de la formule 


\ ….ê(e-er) &p= | un FL. (74,20) 
-où v est la valeur de la vitesse sur la surface de Fermi. Dans (74,20) 
-on n’a pas encore utilisé la sphéricité de la surface ; sur la sphère 
ASF = p} do à valeur constante de pr. 
Après une telle transformation la définition (74,17) prend la for- 
me 
2e , U dSr 4 D 
p& = p)+] f(p Pb, Php (74,21) 


où p- désigne une impulsion (de direction variable !) sur la surface de 
Fermi. L'expression du flux de particules est 


: v ‘24S 
i= \ SE % Gris (74,22) 


<t une expression analogue est valable pour le flux d’impulsion. 
Quant au flux d’énergie, il est clair d'avance que l’approximation 
(74,18) est insuffisante : elle réduirait q tout simplement à la trans- 
mission par convection de l'énergie e-i,au premier terme de l’expres- 
sion 
: à 24 
q—=Eri— \ VE— Er) TE ns (74,23) 
Pour effectuer la linéarisation de l’intégrale des collisions, il 
faut remarquer qu’elle s’annule par la répartition d'équilibre #9 (e) 
-en tant qu’une fonction réelle de l’énergie e !). Aussi la linéarisation 
est-elle réalisée par la subsitution de n sous la forme (74,13), (74,16). 
Les calculs se font de la même manière que lors du passage de (67,6) 
à (67,17). Ecrivons l'expression entre crochets de (74,5) sous la forme 
An) An) An) (tn) | 


1—n" 1—n, 1—n 1—n 


et remarquons que 


1) Soulignons le caractère général de cette remarque. Elle se rapporte à 
toute intégrale des collisions avec la participation des quasi-particules de 
Fermi et non seulement à l'intégrale (74,5). 
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Finalement on obtient 


Stn=1 (= | wronn (1—n5) (1—n5,) (p'+pi—4—p) X 


d'p1 d'p° 
Qnh)s 


X Ô(Ee’+e, —Ee—Ee;) (74,24) 
On notera que la perturbation cherchée (lors de la résolution de 
l'équation cinétique) de la fonction de répartition entre dans l’inté- 


grale des collisions sous la même forme de ôn qui figure aussi dans les 
expressions des flux (74,14). Si au premier membre de l’équation ci- 
nétique (74,4) on ne doit pas tenir compte des termes en Ôr (comme 
dans les problèmes sur le calcul des coefficients de conductibilité 
thermique et de viscosité, voir le paragraphe suivant), la fonction 
d'interaction des quasi-particules f (p, p') ne figure pasexplicitement 
dans le système d'équations obtenues: les équations avec la fonction 


f pour l’inconnue ôn sont les mêmes qu'elles seraient pour f = 0 
pour l'inconnue ôn. En d’autres termes, dans de tels problèmes 
les effets dus au « liquide de Fermi » ne se manifestent pas, et les 
problèmes sont formellement identiques aux problèmes pour le gaz 
de Fermi. 

Montrons qu'une telle situation se présente aussi dans une caté- 
gorie déterminée de cas lorsque les termes du premier ordre en ôn 
doivent être gardés au premier membre de l’équation cinétique. Lors- 
que la fonction nr, est indépendante des coordonnées, ces termes sont 
les suivants: 


Oôn gs dôn 0 ôno. 06e 
ôt or op op d 
9ôn dôn CU 
PE ne or |, p')ôr (r, P) ans Ba \ 


Avec ôn donnée par (74,13) ils sont ramenés à la forme 


6ôn dôn 
STI Yes (74,25) 


Si la dérivée par rapport au temps peut être négligée, ici également 
ne figurera que ôn. 

Ces affirmations sont valables non seulement pour un liquide de 
Fermi électriquement neutre dont ils'agit ici, mais également pour 
un liquide électronique dans les métaux qui sera examiné dans le cha- 
pitre suivant. Ayant en vue cet objet et pour ne pas revenir sur cette 
question, faisons dès maintenant quelques observations complémen- 
taires. 


25—-01298 
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Si les quasi-particules portent une charge électrique —€, il ap- 
paraît, en présence de champ électromagnétique, un terme supplémen- 


taire dans la dérivée P = — 0el/ôr: la force de Lorentz agissant sur 
la charge. Par conséquent, on voit apparaître au premier membre de 
l'équation cinétique le terme 


1 F de ôn 

—e(E+.( 8) à. 
Le champ électrique est généralement supposé faible, de sorte que 
dans le terme —<E ôn/6p il suffit de poser r = r9. Quant au terme 
contenant le champ magnétique, pour la fonction nr, (£) dépendant 
uniquement de €, il s'annule identiquement. Mais si le champ est 
intense, il se peut que les termes du premier ordre en ôn doivent être 
gardés eux aussi. Ces termes sont les suivants: 

e dôn _e ô6e ông __ _ € dôn ông 00e 
LE me SE er le ee 2e: 
(où v — 6eo/dp). Entre accolades, le facteur ôn,/0e dépendant 
uniquement de € peut être mis sous le signe de /ôp (sa dérivée est 


dirigée le long de v et donne zéro lorsqu'elle est multipliée par [vBl). 
Finalement ces termes sont ramenés à la forme 


d6n 


= £ [VB] Ts (74,26) 


qui ne contient de nouveau que ôn. 


$ 75. Conductibilité thermique 
et viscosité du liquide de Fermi 


La variation des coefficients de conductibilité thermique et de 
viscosité avec la température peut être établie même à partir des 
considérations qualitatives simples (7. Y. Pomeranchuk, 1950). 

Suivant la formule élémentaire (8,11) établie en théorie cinétique 
des gaz, le coefficient de viscosité n — mNvl, où m est la masse des 
particules, N, la densité de leur nombre, v, la vitesse thermique 
moyenne, {, le libre parcours moyen. Dans le cas considéré, le rôle 
des particules est joué par les quasi-particules, mais puisque les 
nombres des unes et des autres sont égaux, le produit mA est une gran- 
deur indépendante de la température, à savoir la densité du liquide !). 
La vitesse v — vr, où v est la vitesse sur la surface de Fermi, indé- 
pendante de la température. Lelibre parcours moyen ! = v}T, où 


1) Comme nous cherchons la loi limite de la dépendance n (7) aux basses 
températures, pour toutes les grandeurs qui tendent, lorsque T — 0, vers une 
limite finie, on sous-entend précisément cette limite. 
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test le temps entre les collisions des quasi-particules. Ce temps varie 
avec la température comme T-* (voir IX, $ 1), de sorte que la vis- 
cosité 


n> TT. (75,1) 
Le coefficient de conductibilité thermique est évalué à l’aide de 


la formule (7,10) : x — cNvi, où cest la chaleur spécifique (rapportée 
à une particule). Pour le liquide de Fermi c = T et donc 


# so Tri, (15,2) 


Une détermination précise des n des x exige que l’on ait recours à 
l'équation cinétique. Esquissons, sur l'exemple de conductibilité 
thermique, la marche à suivre pour faire des calculs correspondants. 

La transformation du premier membre de l'équation cinétique 
(74,4) se fait de la même façon que dans le $ 7 pour le problème 
de la conductibilité thermique d'un gaz classique. 

Supposons que le long du liquide il existe un gradient de tempé- 
rature et que le liquide est macroscopiquement immobile. En vertu 
de cette dernière hypothèse, la pression est constante le long du liqui- 
de et la répartition de la température est stationnaire. Les grandeurs 
n et e figurant au premier membre de l'équation (74,4) seront rem- 
placées par leurs expressions d'équilibre locales à température va- 
riable le long du liquide. Alors de/ôr = 0 et il ne reste que le terme 
vôno/ôr (nous omettons l'indice 0 affectant normalement € et v). 
La fonction n ne contient que la combinaison (e — u)/T et puisque 
nous cherchons seulement les lois limites (pour 7 — 0), le potentiel 
chimique u (7) peut être posé égal à sa valeur pour 7 = 0 (qui coïn- 
cide avec l'énergie limite ek). Alors, 


0ns _ 0r 
dr ÔT 


(vVT) = 0 no) = vvT 


et l'équation cinétique prend la forme 


no (1— 70) EE VVT = I (g). (75,3) 


avec Z (œ) donnée par (74,24). La solution de cette équation doit être 
soumise à une condition supplémentaire exprimant l'absence de trans- 
fert macroscopique de masse : 
CL dp Pre 
\ VP—e pris — 0 (75,4) 
En vertu de cette condition seul le second terme reste dans l’expres- 
sion (74,23) du flux d'énergie. 

. Comme il a été indiqué au paragraphe précédent, le système 
d'équations (75,3) à (75,5) ne contient pas sous forme explicite la 
fonction d'interaction des quasi-particules, de sorte que la forme du 
25* 
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problème de la conductibilité thermique du liquide de Fermi (et la 
forme du problème de la viscosité) est la même que celle du problè- 
me du gaz de Fermi. 

Dans toutes les intégrales un rôle déterminant est joué par la ré- 
gion de flou de la distribution de Fermi dans laquelle e —u-T 
et les impulsions des quasi-particules sont proches du rayon pk de 
la sphère de Fermi; dans cette région € — u = v;(p — pr). Dans 
tous les endroits où les impulsions figurent sous une autre forme que 
la différence p — pF, on peut poser p = p; et considérer que la vi- 
tesse est partout égale à vk. En particulier, on peut le faire dans w 
qui devient alors uniquement fonction des angles déterminant l’orien- 
tation relative des vecteurs p, p,. p’, p,. Lorsque les vecteurs p et 
P, sont donnés, la loi de ne de l’ impulsion fixe l'angle en- 
tre les vecteurs p’etp; =p+p, —p' ;l’intégrationsur cet angle fait 
disparaître la fonction ô dans intégrée des collisions. Après cela 
il reste des intégrations sur les valeurs absolues p, et p’ (en plus des 
intégrations sur les autres variables angulaires). Nous remplaçons 
ces intégrations par celles sur T‘du,du'. oùu = (e — pu) /T = v;(p — 
— pF)/T sont des variables dont dépendent les fonctions de répar- 
tition # ; la convergence étant rapide, ces intégrations peuvent s’ef- 
fectuer de —c à co. On trouvera finalement que toute l'intégrale 
I (œ) est proportionnelle à 7 et que la solution de l'équation (75,3) 
aura la forme 


po = — T°g (u) vVT. 
Après l’introduction de cette fonction dans (74,23) et l'intégration 
sur les directions de v, le flux thermique devient q — —xVT et 


B8nvrp} | 
TT 3T 


an 


On en conclut que x = T-1. 

Les simplifications indiquées plus haut de l'intégrale des colli- 
sions sont suffisantes pour permettre une résolution exacte de l'équa- 
tion cinétique (cette remarque s'applique aussi au problème de la 
viscosité). Finalement on obtient pour x et n des formules qui les 
expriment en fonction des paramètres p} et v- et de la fonction w 
convenablement moyennée sur les directions !). 


$ 76. Absorption du son dans le liquide de Fermi ?) 


Rappelons (voir IX, $ 4) que le caractère des ondes se propageant 
dans le liquide de Fermi dépend essentiellement de la valeur du pro- 
duit wt, où t est le temps du libre parcours moyen. 


1) Voir Brooker G. A., Sykes J. — Phys. Rev. Lett., 1968, v. 21, p. 279. 
2?) Les résultats de ce ‘paragraphe sont dus à L. D. Landau (1957). 
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Lorsque ot € 1, on a affaire à des ondes sonores hydrodynami- 
ques ordinaires. Les variations du coefficient de leur absorption y 
(par unité de chemin) en fonction de la fréquence et de la températu- 
re peuvent être établies à l’aide de Ja formule connue y — œw*n/puñ, 
où nest le coefficient de viscosité, p, la densité du liquide et uw, la 
vitesse du son (voir VI, $ 79). Puisque dans le liquide de Fermi 
no TA, 


y © w?/T?. (76,1) 


Ce résultat peut être obtenu d’une façon plus formelle si l’on remar- 
que que l’absorption est décrite par le premier terme correctif en pe- 
tit paramètre dans la loi de dispersion du son: 


k=— (1+iawt) (76,2) 


(& étant une constante). C'est la partie imaginaire (pour une fréquen- 
ce réelle) de cette expression qui donne y; comme t © T-*°, nous re- 
venons à (76,1). 

Pour wt — 1 l'absorption devient très forte, de sorte que la pro- 
pagation des ondes sonores est impossible. 

Pour wt> 1 c’est la propagation des ondes faiblement amorties 
qui devient possible que l’on appelle son de zéro. Son absorption est 
décrite par le terme correctif dans la loi de dispersion, cette fois en 
petit paramètre 4/iox : 

l _ 

=+(1++) (76,3) 
(où w, est la vitesse de propagation du son de zéro). Le coefficient de 
cette absorption est donc proportionnel à la fréquence des collisions ; 
y © 1/7. Cette dernière est à son tour proportionnelle au carré de la 
largeur de la région de flou de la répartition des quasi-particules. 
Pour ho € T, cette largeur est déterminée par la température, de 
sorte que 1/t © T°et le coefficient d'absorption a pour expression 


y=aT®, T>ho»> hk/r. (76,4) 


Si ñw > T (mais en même temps fo & £- comme une condition obli- 
gatoire de l’applicabilité de toute la théorie), la répartition est 
floue dans une région de largeur — äow. Dans ce cas l’absorption du 
son de zéro 


y=be, ho>T. (76,5) 


A ce cas se rapporte en particulier le son de zéro de toutes les fréquen- 
ces pour T = 0. Comme il sera montré plus loin, les constantes a 
et b intervenant dans les formules (76,4) et (76,5) sont liées entre el- 
les. 

La différence de caractère entre l’absorption du son ordinaire et 
celle du son de zéro est liée à la différence de leur nature physique. 
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Dans l’onde du son ordinaire, dans chaque petit (par rapport à la 
longueur d'onde) élément de volume la répartition des quasi-parti- 
cules correspond en première approximation à l'équilibre pour des 
valeurs locales données de la température et de la vitesse du liquide. 
A cette approximation, la dissipation est nulle et l'absorption du son 
n'apparaît que si l’on tient compte de l'influence des gradients de 
température et de vitesse sur la répartition des quasi-particules. 
Quant à l'onde de son de zéro, les vibrations y provoquent par elles- 
mêmes une fonction de répartition hors d'équilibre dans chaque élé- 
ment de volume et la prise en compte des collisions des quasi-particu- 
les conduit à l'absorption du son. 

Suivant les principaux concepts de la théorie du liquide de Fermi 
normal, une quasi-particule de ce liquide peut être considérée en un 
certain sens comme une particule placée dans un champ auto-adapté 
produit par les particules environnantes. Dans l’onde de son de zéro 
ce champ est périodique dans le temps et dans l’espace. Suivant les 
règles générales defla mécanique quantique la collision de deux parti- 
cules dans un tel champ peut s'accompagner d'une variation de 
leurs énergies totales et de leur impulsion totale respectivement de 
Ro et kk ; on peut dire que la collision s'effectue avec émission ou ab- 
sorption d’un « quantum de son de zéro » !). L'effet total de telles 
collisions conduit à une diminution du nombre total de quanta de 
son ; le coefficient d'absorption du son est proportionnel à la vitesse 
de cette diminution. 

Pour une telle approche du problème, le coefficient d'absorption 
du son de zéro est donné par une expression de la forme 


v= | Win) (= n)—nin: (nr) (1—n,)} x 


X Ô(e; +e,—e—e,— ho) 6 (p, + ps —pi—p:—Âk) X 


dSp1 dpe dpi ps - 
EnEp RE. (76,6) 


Dans l'expression à intégrer on a écrit sous forme explicite les fonc- 
tions qui assurent l'observation des lois de conservation de l’éner- 
gie et de l'impulsion dans les collisions. Le premier terme entre acco- 
Jades correspond aux collisions p,, p. — p;, p, avec absorption d’un 
quantum et le second terme aux collisions p;, p; —> p1, p, avec émis- 
sion d’un quantum. La fonction W liée à la probabilité de collisions 
« radiatives » est déterminée par les propriétés de l’onde de son de 
zéro; cette onde elle-même peut être considérée comme une onde se 


1) Quant à l'émission (ou l'absorption) d’un « quantum de son de zéro » 
par une particule, elle est impossible parce que la vitesse du son de zéro est 
supérieure à la vitesse de Fermi vr. 
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propageant à T = 0 (voir IX, $ 4) et la fonction W sera alors indé- 
pendante de la température !). 

La connaissance de la fonction W n’est pas pourtant nécessaire si 
l'on ne cherche qu’à exprimer le coefficient d'absorption par sa va- 
leur au cas limite où fo € T. A cet effet, remarquons que dans l’in- 
tégrale (76,6) ne sont importantes que les valeurs des énergies des 
quasi-particules dans la région de flou de Ja distribution de Fermi. 
Dans cette région les seuls facteurs figurant dans l'expression à inté- 
grer qui subissent de fortes variations sont ceux qui contiennent les 
fonctions n (e). En outre, il convient de tenir compte de ce que les 
intégrales angulaires figurant dans (76,6) ne varient pratiquement 
pas lorsqu'on passe du domaine io < T au domaine #w > T. Ceci 
étant. il suffit de calculer l'intégrale 


J = | mn (A —n;) (4 —n;) — nn! (4 —n) (1 —n,)} x 
X Ô(E, — €, —E, —e, — ho) de,de.de,de,, (76,7) 


prise uniquement sur les énergies. Quant au coefficient de proportion- 
nalité entre y et J, il dépend seulement de « et non pas de 7, de 
sorte qu’il peut être déterminé par la valeur limite de y pour kw/T « 
«& !. 

Dans l'intégrale (76,7) on peut-certes négliger la petite distorsion 
de la fonction de répartition dans l'onde, c’est-à-dire poser 


n (e) = [ete-uyT + 1]-1, 
En introduisant les désignations 


ñ 


o 
T ? 


on obtient 


ne ï (ie) 6 (22m rs à) de de, dei des 
Le (HA) (HD He) (Aer) 


La convergence de l’intégrale étant rapide, le domaine d'intégration 
peut être étendu de —oo à oo. 

Pour effectuer l'intégration, passons aux variables y;, ÿ2, U, 
u,, où y =x—x ,u = €. L'intégration sur u, et u, se fait de fa- 


1) Soulignons pour dissiper tout malentendu que la fonction W ne coïncide 
pas avec la fonction w figurant dans l'intégrale des collisions (74,5) bien qu'elle 
puisse être exprimée moyennant cette dernière. 
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çon élémentaire et donne 


T-3J = (1—e-i) ff ( (ur yat E) dus dus dy, dya 
. (ui +1) (ue+1) (ui + eÿ1) (us +e?) 


= (1 Le e”©) ff YaY20 (U1 + Va-+E) dyr du: L 
(a) (1— 7) 


œ i 

de \ En 1 RE = —}) #. 

Pour calculer la différence ainsi obtenue de deux intégrales diver- 

gentes, introduisons au préalable une limite inférieure finale, —A, 
et écrivons 


= (y En) dy . Q v(y—E) dy _ 
TT = \ eu —1 \ CES 
“A = Â+E 


Il 
LD 


eu—1 WT 
A — Ati 


œ - A 
Fy dy © _y(y—#) dy 
ue | ao 


Ayant en vue de passer à la limite À — co, négligeons e’ au dénomi- 
nateur de la deuxième intégrale. Recopions la première intégrale 
sous la forme suivante: 


L. œ 0 . 

\ y dy e\ y dy ydy__ 
A el —1 A 

A Ë 


A 
= ++ | ve s}#= +3 + 


En effectuant des réductions et en passant ensuite à la limite À — oo, 
on obtient finalement 


Ve ser (1+ Er): 


Le coefficient de a entre y et J se détermine, com- 
me il a déjà été indiqué, par l'exigence que pour E & 1 on ait y = 
= aT*° de (76,4). Ainsi, on trouve 


vea[r+ (4)°] qu) 


ce qui établit justement la relation entre les coefficients figurant 
dans (76,4) et (76,5). 
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$ 77. Equation cinétique pour les quasi-particules 
du liquide de Bose 


Si le libre parcours moyen des quasi-particules dans le liquide de 
Bose superfluide est petit par rapport aux dimensions caractéristi- 
ques du problème, le mouvement de ce liquide est décrit par les équa- 
tions de l’hydrodynamique de Landau à deux vitesses (voir VI, 
chap. XVI). Les termes dissipatifs figurant dans ces équations con- 
tiennent plusieurs coefficients cinétiques (un coefficient de conducti- 
bilité thermique et quatre coefficients de viscosité). Pour calculer 
ces coefficients, il est nécessaire d'étudier en détail les divers proces- 
sus de diffusion dont la diversité est liée à l'existence de deux lypes 
de quasi-particules, de phonons et de rotons. Dans un hélium liquide 
réel la situation se trouve encore plus compliquée par l'instabilité 
de la partie initiale du spectre de phonons. Ces questions ne seront 
pas traitées ici. 

Le libre parcours moyen des quasi-particules augmente lorsque la 
température diminue (ne serait-ce que par suite de la diminution de 
la densité de nombre de quasi-particules). Aussi, lorsque les tempé- 
ratures sont suffisamment basses, le système de quasi-particules de- 
vient-il facilement un système nettement hors d'équilibre. Dans ces 
conditions les équations de l’hydrodynamique à deux vitesses sont 
inapplicables. 11 y a plus que cela : les notions de température et de 
vitesse normale v, perdent leur sens: elles ne peuvent être définies 
que par une répartition d'équilibre des quasi-particules ; avec la vi- 
tesse v, c’est aussi la séparation de la densité d’un fluide en parties 
superfluide et normale qui perd aussi son sens. Quant à la densité 
totale p et la vitesse superfluide v., elles gardent leur sens et consti- 
tuent en fait, sous cet aspect, des variables mécaniques. Un système 
complet d'équations décrivant un liquide superfluide doit contenir 
maintenant une équation cinétique pour la fonction de répartition 
des quasi-particules nr (f, r, p), une équation de continuité pour la 
densité p et une équation pour la vitesse v.. 

L’équation cinétique a sa forme usuelle ?) 


on ôn dœ on dœ ss 
ne ne D (77.1) 


où E& est l’énergie de la quasi-particule dépendant, comme d’un para- 
mètre, de la vitesse v, du mouvement superfluide ; le symbole & 
est conservé pour l’énergie de la quasi-particule d’un liquide au re- 


pos. Le lien entre e et e est établi par les raisonnements suivants. 


1) On suppose bien entendu réalisée la condition de description quasi-clas- 
sique, à savoir une lente variation de toutes les grandeurs sur des distances de 
l'ordre de la longueur d'onde de la quasi-particule #/p. En outre, à la différence 
du cas du liquide de Fermi, ici, la condition #w < T est aussi nécessaire. 


394 LIQUIDES QUANTIQUES {CH. VIIL 


Par définition, & (p) est la loi de dispersion des quasi-particules 
dans le système de référence &,, où v, = 0. En d’autres termes, en 
présence d’une seule quasi-particule l’énergie du liquide (comptée 
à partir de l’énergie à T = 0) est e (p) et son impulsion coïncide avec 
l'impulsion p de la quasi-particule. Éffectuons la transformation de 
Galilée au système de référence À immobile dans lequel la vitesse 
superfluide est égale à v.. Dans ce système l’énergie et l’impulsion 
de la masse 47 du liquide sont 

E=e(p+pv+re, P=p+Ms,. (77,2) 
1l en résulte de toute évidence que dans un liquide animé d’un mou- 
vement superfluide l'énergie d’une quasi-particule a pour valeur 


e (p) = € (P) + PYs (77,3) 
(cf. raisonnements développés lors de l'établissement de la condition 
de superfluidité dans IX, $ 23). 
Ainsi les dérivées figurant dans l'équation cinétique ont pour ex- 
pression !) 
de dE 
RARE LEE RITES 
Ü d : 
L De (77,4) 
OE dœ , à : de 
or © Ge or Ve) = 2 VO + (PV) v.. 
Dans la deuxième égalité on a tenu compte de ce que l'énergie & 
peut dépendre des coordonnées par l'intermédiaire de la densité va- 
riable p dont e dépend comme d’un paramètre. On a également tenu 
compte (lors de la transformation de la dérivée de pv,) de ce que le 
mouvement superfluide est toujours irrotationnel 


rot v, = 0. (77,5) 
L'équation de continuité pour la densité est 


P+divi=0, (77,6) 


où i est par définition l'impulsion par unité de volume du liquide. 
L'expression de i peut être obtenue directement à partir de la deuxiè- 


me formule (57,2) en la sommant sur toutes les quasi-particules con- 
tenues dans ce volume: 


i = OVs + (p). (77,7) 


1) En toute rigueur, la formule (77,2) est obtenue pour un flux superfluide 
homogène, v, = const. Dans un flux non homogène, l'expression de l’énergie 
pourrait renfermer encore des termes contenant les dérivées spatiales de v,. 
Pourtant dans l'hypothèse d’une variation lente de v,, ces termes conduiraient 
à des corrections dans l'équation cinétique des ordres supérieurs de petitesse, 
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Ici et plus loin dans ce paragraphe les chevrons désignent l’intégra- 
tion sur la répartition des impulsions: 


_ DEP 
(re on ere 


Il reste à trouver l'équation pour la vitesse superfluide. A cet ef- 
fet. partons de la loi de conservation de l’impulsion, exprimée par 
l'équation 

dix ôTes _ = 
“ot xp =0, (77,8) 


dans laquelle i est donnée par la formule (77,7) et IT, $ est le tenseur 
de flux d’impulsion. 

Soit T£6 la valeur de ce tenseur dans le système de référence Ko. 
En Hectuani la transformation au référentiel Æ, on obtient !) 


Tes = [138 OL alse + Usaif” +vapia = Œ 
= [188 + Pural is + Vo (PB) + Vs8 (Pa) (77,9) 


(Gi = (p) étant l'impulsion par unité de volume du liquide dans le 
référentiel ÆX%). Cette relation détermine la variation du tenseur 
1,4 en fonction de la vitesse v.. 

Pour une transformation ultérieure de l'équation (77,8) revenons 
à l'équation cinétique (77,1), multiplions-la par p, et intégrons sur 
pi(2rh}. Du fait de la conservation de l'impulsion totale des quasi- 
particules lors des collisions le second membre de l’équation s'annule. 
Quant à l’intégrale au premier membre de l'équation, nous la trans- 
formons exactement de la même façon qu’au $ 74 (lors de l’établisse- 
ment de (74,10)) et trouvons 


77 Pa) + ee (Pa Te rc SE =0. (77,40) 


Introduisons maintenant dans (77,8) les expressions (77,7) et 
(77,9) donnant i et Il,8 et faisons disparaître ensuite ôp/ôt et 
à (p}/ôt à l’aide de (77, ÿ et si Finalement on obtient 


sa ô CHE 1 no 4 _ d _1 8 

Fo 2 p _ dre : = Pa Gps Fe 
De la condition rot v, = 0 Fe on a déjà tenu compte aussi dans 
le deuxième terme) il s'ensuit que la somme des trois derniers ter- 
mes doit donner le gradient d’une certaine fonction. En outre, en 
l'absence de quasi-particules, le tenseur IIS doit être égal à Pod ps 


1) La formule de la transformation de Galilée pour le tenseur IT, $ est Peur 
à trouver si l'on considère un système classique de particules pour lequel [eh 


= NV pars = SN miats, où la sommation est étendue à toutes les darticiles 
contenues flans l'unité de volume. 
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où P, (p) est la pression du liquide à T = 0. Ces exigences détermi- 
nent univoquement la forme du tenseur HZ 


B= Pa pe) +808[ Po+e RD]. (719 


L'équation pour v, devient maintenant 


Se+v(# + be le + (+ =) ]=0, (77,12) 


où est le potentiel chimique du liquide (à T = 0) lié à la pression 
P, par la relation thermodynamique du, = mdPolp (m étant la masse 
d’une particule de liquide et m/p, le volume moléculaire). 

Les équations (77,1), (77,6), (77,12) constituent un système com- 
plet d'équations décrivant un liquide superfluide à l’état hors d’équi- 
libre (7. M. Khalatnikov, 1952). 

Arrêtons-nous encore, pour compléter l’exposé, sur la loi de con- 
servation de l'énergie. Elle s'exprime par une équation de la forme 


+ diva=0, (77,13) 
où qest la densité de flux d'énergie du liquide. Suivant (77,2) 
E = Es(p)+(e)+v(p)+-$Ë, (77,14) 


où E, (p) est l’énergie à T = 0,.liée au potentiel chimique par la re- 
lation dEs = uodp/m. En dérivant l'expression (77,14) par rapport 
au temps et en utilisant les équations déjà connues pour toutes les 
grandeurs, on peut trouver la densité de flux d'énergie. Sans dévelop- 
per ici les détails du calcul, indiquons le résultat final 


û de vi de : 
qa=((p}+ pv.) [ re jo (+) ++ ]+ Ce+pv,) (5 +v)). 

(77,15) 

La fonction de répartition d'équilibre des quasi-particules dans 
un système de référence où le « gaz de quasi-particules » considéré 
comme un tout est au repos (c’est-à-dire que la vitesse normale 
Yn = 0) est une distribution de Bose ordinaire avec une énergie € 
de la quasi-particule donnée par l'expression (77,3). Quant à la répar- 
tition dans un système de référence où la vitesse normale est différen- 


te de zéro, elle s'obtient en remplaçant £ par  — pvA. Ainsi, la ré- 
partition d'équilibre des quasi-particules en présence des deux mou- 
vements a pour expression 


n(p)= [exp GER 417. (77,16) 
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En moyennant sur cette répartition les équations obtenues plus 
haut, on peut obtenir un système d'équations de l’hydrodynamique à 
deux vitesses (à cette approximation, sans termes dissipatifs); 
nous ne nous attarderons pas ici sur cette question. 


Problème 


Déterminer le coefficient d'absorption du son dans un liquide de Bose aux 
fréquences w > v, où v est la fréquence des collisions des quasi-particules. La 
température est supposée si basse que pratiquement toutes les quasi-particules 
sont des phonons (4. F. Andréev, I. M. Khalatnikov, 1963). 

Solution. Dans les conditions considérées on peut négliger l'intégrale 
des collisions figurant dans l'équation (77,1). Posons p = p, + êe, n = no + 
+ ôn (où ôp, ôn sont des petites corrections à la densité d'équilibre du liquide 
et à la fonction de répartition d'équilibre des phonons) et linéarisons les équa- 
tions (77,1), (77,6) et (77,12) par rapport aux petites quantités ôp, ôn, v.. En 
supposant toutes ces quantités proportionnelles à exp (—iwt + ikr), on obtient 
les équations 


à ô! 
(kv— 0) ôn = vk (5 6e+pv.) ; (1) 
ds 
&ôp — kvsp = \ Kpôr y , (2) 
CS de di 
PR TE \ { "ape +5 ôn} Se - (3) 


On a utilisé ici les relations thermodynamiques 


d Lo = dP, ee ui dp 
m p p 
où u, est la vitesse du son à T = 0; l'indice O affectant p et n est omis ici et 


plus loin. 

Vu que le nombre de phonons est petit à des températures proches de zéro 
absolu, les expressions aux seconds membres des équations (1) à (3) sont de 
petites corrections. En les négligeant, on obtient à partir des équations (2) et (3) 

é& k 
o= uk, Ve re (4) 
A l'approximation d'ordre suivant, introduisons (4) dans le second membre de 
l'équation (1) et trouvons 


En = 2 __vC0s0 (+ cos6) ôp (5) 


de vcos 0—w/k 


(8 étant l'angle entre p et k). La loi de dispersion des phonons s'écrit sous la 
forme 
e de . 
A CS à 
compte tenu du terme du développement qui suit immédiatement le terme li- 
néaire (pour l’hélium liquide aux pressions ordinaires & > 0, ce qui signifie 
l'instabilité des phonons par rapport à une désintégration spontanée). 
La présence dans (5) d'un dénominateur de « résonance » conduit (voir plus 
loin) à l'apparition d un facteur logarithmique grand lors de l'intégration. En 
nous contentant de la précision « logarithmique », négligeons au second membre 
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de l'équation (3) le terme en ôp qui ne contient pas un tel dénominateur. Puis, 
en faisant disparaître v, dans les équations (2) et (3),'on obtient finalement l'équa- 
tion de dispersion sous la forme suivante 


et ca uè p° on dp 
re p ( cosÜ—1+3ap®—i0 de (2ni)* ” ? 


(+82). 


La partie imaginaire de l'intégrale sur cos 6 se détermine par le contournement 
du pôle (le pôle se situe dans le domaine d'intégration si & > 0). Quant à la 
parte réelle, nous la calculons avec une précision logarithmique en coupant 
‘intégration en bas pour 1 — cos 8 — ap° — aT®/u$ et en haut pour 1 — 
— cos 6 = 1. Ecrivons le premier membre de l'équation (6) sous la forme 


. u 

2 (ôu—: “_;) ,» 
où » est le décrément d'amortissement et ôu, une correction à la vitesse du son 
(u = u, + ôu). Le calcul de l'intégrale donne le résultat suivant 


_ PntoA uÿ = 37&Pn À 
ETES In TE" Er , (7) 


où ph = 2x°74/45h3ui est la partie de la densité normale du liquide, due aux 
phonons. Les variations de y en fonction de la fréquence et de la température 
sont naturellement les mêmes que celles trouvées au $ 73. 


CHAPITRE IX 


MÉTAUX 


$ 78. Résistance rémanente 


Les propriétés cinétiques des métaux sont nettement plus compli- 
quées que celles des diélectriques, ce qui s'explique même par l’exis- 
tence de quasi-particules de diverses espèces : des électrons de conduc- 
tion et des phonons. 

Le transport de la charge électrique est effectué, certes, par les 
électrons de conduction. Quant à la transmission de la chaleur, elle 
est assurée aussi bien par les électrons que par les phonons. Pourtant 
dans des métaux suffisamment purs ce sont les électrons qui jouent 
en réalité un rôle essentiel dans la conductibilité thermique aussi, 
avant tout du fait que leur vitesse (la vitesse v. sur la surface de Fer- 
mi) est grande par rapport à la vitesse des phonons (vitesse du son). 
En outre, aux basses températures, la chaleur spécifique électroni- 
que est beaucoup plus élevée que la chaleur spécifique des phonons. 

Les électrons de conduction subissent des collisions de divers ty- 
pes : l’un avec l’autre, avec les phonons, avec les atomes d’impureté 
(et d’autres défauts du réseau cristallin). La fréquence des collisions 
de deux premiers types diminue lorsque la température s’abaisse. 
Aussi à des températures suffisamment basses,.un rôle déterminant 
dans les phénomènes cinétiques est-il joué par la diffusion des élec- 
trons par des impuretés. Ce domaine de température est appelé do- 
maine de résistance rémanente. C’est par lui que nous commencerons 
l’étude de la cinétique des métaux. 

Le lien entre le courant électrique j et le flux dissipatif d'énergie 
q’ dans le métal d’une part et le champ électrique E et le gradient de 
température d’autre part s'écrit sous la forme de relations (44,12) 
et (44,13): 


E+vt=j+avr, (78,1) 


qd'=q—(p-#) j=aTi— «VT. (78,2 


Sous cette forme elles se rapportent aux cristaux de symétrie cubi- 
que, ce que nous supposerons, par souci de simplification, partout 
dans la suite. Pour des cristaux de symétrie non cubique les coeffi- 
cients ©, *x, &« sont remplacés par des tenseurs du deuxième ordre. 
La relation (78,2) sera plus commode à utiliser si on y substitue j 
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exprimé en fonction de E à partir de la première égalité: 
q'=0oa7 (E + +) —(x + Toa?) VT. (78,3) 


Tout ce qui a été dit au $ 74 sur l’équation cinétique pour le li- 
quide de Fermi s'applique pour une large part aussi au liquide électro- 
nique dans un métal. Le rôle de l'impulsion des quasi-particules est 
maintenant joué par leur quasi-impulsion, et la surface de Fermi pré- 
sente généralement parlant une forme complexe propre à chaque mé- 
tal concret. 

Les coefficients cinétiques d’un métal sont calculés en principe à 
l’aide de l'équation cinétique linéarisée 
ee = I (ôn), 


si 


où v = de/0p et l’intégrale a ie est linéarisée par rapport 


à la petite fonction cherchée ôn définie suivant (74,13). La dériva- 
tion de nr, par rapport à r peut s'effectuer conventionnellement à pu = 
= const, Car le gradient de pt entrerait de toute façon dans la combi- 
naison €eË + Vu, comme il se doit suivant (78,1). Alors 


ôn, = E—U Ôôn 
OT TT 
et l'équation cinétique prend la forme 
— (+5 vr) v PS — J (ôn). (78,4) 


La densité de courant et la densité de fee dissipatif d'énergie sont 
données par les intégrales 

: 243 243 

j= —e \ vôn Gas, "= (e— y) vôn Gas (78,5) 
(en calculant q' comme le flux d'énergie cinétique e — u, il n’est 
pas nécessaire de lui soustraire le transfert par convection de l’éner- 
gie potentielle œi). 

Une particularité caractéristique de la diffusion des électrons par 
des atomes d’impureté est son élasticité. Vu une grande masse des 
atomes et le fait qu'ils sont « attachés » au réseau, on peut considé- 
rer que l'énergie de l’électron reste inchangée par suite de la colli- 
sion. Montrons que cette seule hypothèse de la diffusion élastique est 
déjà suffisante pour lier entre elles, par une simple formule, la conduc- 
tivité électrique et la conductivité thermique d’un métal. 

Remarquons à cet effet que l’opérateur de collisions élastiques 


n’affecte pas la dépendance de la fonction ôn vis-à-vis de l'énergie 
e ; les collisions ne font que déplacer les particules sur la surface iso- 


énergétique. Cela signifie que tout facteur intervenant dans ôn, dé- 
pendant uniquement de €, peut être sorti du signe de 7. Cela permet 


$ 78] RESISTANCE REMANENTE 401 


à son tour de chercher une solution de l'équation cinétique sous la 
forme 


= da ( 


où I'(p) vérifie ie 


} 1), (78,6) 


I (1) = —v. (78,7) 


La densité de courant calculée suivant la répartition (78,6) 
a pour expression 


: Û à, 24 
j=—e) {eŒnv+ SE GvT)v) Sir. (78,8) 
A partir du premier terme on trouve le tenseur de conductivité 
: à 24 = 
Cas = — € \ Valy = Va (78,9) 


Dans un cristal de symétrie cubique 0,8 — oô,8, de sorte que la 
conductivité a pour valeur 


tft ôno 2dp 
= 3 | de (2rñ) ? 


ou encore, après avoir transformé l'intégrale suivant (74,18) à 


(74.20), 


Co = 


dS 
L'intégration dans J - s'effectue sur toutes les feuilles de la surface 
de Fermi dans les limites d’une seule maille élémentaire du réseau 
réciproque. 
D'une manière analogue, le deuxième terme (78,8) comparé 
avec (78,1) permet d'écrire 
_. 2e ro d3p 
FPE QT \ NO my ” 


où on a noté n = € — up. Remplaçons l'intégration sur d‘p par l’inté- 
gration sur les surfaces isoénergétiques n = const et par l’inté- 
gration sur n. En introduisant de nouveau la désignation J définie 
par (78,10) on a 


a6 = [/n Se dn. (78,11) 
La fonction 
Ong _ RE 
Om T(eWT+4)(e- 1/14) 


décroît exponentiellement quand n — + co; aussi l'intégration sur 
n peut-elle être étendue de —c à co. L'intégrale se détermine prin- 
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cipalement par le domaine | n| — T'; quant à la quantité J (n), 
elle ne subit des variations notables que sur l'intervalle n - u 5 T. 
Il suffit donc de poser 


dJ 


En introduisant cette quantité dans (78,11), on voit que l'intégrale 
du premier terme s’annule du fait que l'expression sous le signe d’in- 
tégrale est impaire par rapport à n, tandis que le deuxième terme 
donne 


À. oo Oo pe _ edf [ À 
LT à Fe? 2(n Le = 57 x de n- 
0 
L'intégrale sur n est égale à 
00 
\ _nén __ % 2. 


J ewT+1 12 


en utilisant aussi (78,10), on obtient 


(78.12) 


3e dep 
D’après l'ordre de grandeur | « | — T/eer. 
Posons maintenant E = 0 et calculons le flux d’énergie. En uti- 
lisant de nouveau la symétrie cubique, on trouve 


Lu En du. 


Il suffit de poser ici J = JR, Ce qui donnera 


g=— + TJ EkVT. 


En comparant cette expression avec (78,3) et (18,10), nous voyons 
que 

207 

3e? 


L'évaluation de «& indiquée plus haut montre que le terme Toa° 
au premier membre de l'égalité est (T/e-)° fois plus petit que son 
second membre. En négligeant ce terme, on trouve finalement la 
relation suivante entre la conductivité thermique et la conductivité 
électrique : 


x + Toa= 


x=7— 0 (78,13) 
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connue sous le nom de loi de Wiedemann-Franz !). 

Soulignons de nouveau que pour l'établissement de cette rela- 
tion on n’a utilisé que l’élasticité de la diffusion des électrons de 
conduction. En suivant l'établissement, il est facile de voir que l’hy- 
pothèse de la symétrie cubique n’a fait que simplifier l'écriture des 
formules. Dans le cas général d’une symétrie quelconque du cristal 
la même relation (78,13) existe entre les tenseurs 4x4 et Ocp- 

Pour déterminer la variation en fonction de la température de 
chacun de ces coefficients x et o séparément, il faut écrire l’intégrale 
des collisions. Pour les collisions avec les atomes d’impureté sa 
forme est tout à fait analogue à celle de l'intégrale (70,3) pour la 
diffusion des phonons par les impuretés: 


Str= Ninp À i(p, p'hin'(1—n)—n(1—n')16(e—e) ÈE 


Gr) * 

(78,14) 
Les facteurs { — #7 ou 1 — n° tiennent compte du principe de Pauli: 
la transition ne peut se faire que vers des états non occupés; quant 
aux facteurs »’ ou n, ils tiennent compte de ce que la diffusion ne 
peut se faire qu’à partir d’un état occupé. De même que dans (70,3) 
on sous-entend dans l'intégrale (78,14) que les atomes d’impureté 
sont disposés de façon désordonnée et la distance moyenne qui les 
sépare est beaucoup plus grande que l'amplitude de diffusion ; dans 
ces conditions, les divers atomes sont diffusés indépendamment l’un 
de l’autre. Dans l'intégrale (78,14) on a déjà utilisé l'égalité 
w (p, p) = (p’, p). L'approximation de Born n'est, généralement 
parlant, pas applicable à la diffusion des électrons de conduction 
par les atomes d’'impureté. L'égalité écrite peut être justifiée par des 
considérations utilisées pour l'établissement du théorème de l’équi- 
libre en détail sous la forme (2,8). Pourtant, on sous-entend dans ce 
cas que les positions occupées par les atomes d’impureté dans le 
réseau du métal possèdent une symétrie admettant l’inversion. 

La linéarisation de l'intégrale des collisions se ramène au rem- 
placement de la différence n° (4 — n) — n (1—n') —n' — n par 


ôn! — ôn. L'équation (78,7) prend alors la forme 
& , » 2dp° 
Nimp | &(p, PA —D6(e—e") Er = —v. (78,15) 
Cette équation ne fait pas intervenir la température. Cela signifie 
que sa solution g (p) sera indépendante elle aussi de la température 


1) Une formule de la forme (75,13) a été obtenue qualitativement par 
P. Drude (1900) qui a formulé pour la première fois le concept d'électrons de 
conduction participant à l'équilibre thermique du métal. La déduction quanti- 
tative a été faite en statistique classique par H. A. Lorentz (1905) et en statisti- 
que de Fermi par À. Sommerfeld (1928). 
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et donc, suivant (78,10), la conductivité o le sera également. Ainsi, 
à des températures suffisamment basses, lorsque la diffusion par des 
atomes d’impureté constitue le principal mécanisme de la résistance 
électrique, la résistance tend vers une valeur constante (rémanente). 
La conductivité thermique x dans ce domaine est donc proportion- 
nelle à T!). 

Pour une évaluation quantitative grossière de la résistance ré- 
manente on peut utiliser la formule élémentaire (43.7) en y posant 
(pour les électrons dans le métal) p = pr: 


o — eNllpr, (78,16) 


où est la densité d'électrons. Lors de la diffusion par les atomes 
d’impureté le libre parcours moyen ! — 1/N 4301. où 04 est la section 
de transport de diffusion. Aussi la résistance rémanente pe, = 
— 1/6 a-t-elle pour expression 


Prem > EURE. (78,17) 
A propos de ce qui a été dit au cours de ce paragraphe il convient 
de faire la remarque suivante. La condition générale d'applicabilité 
de l'équation cinétique pour le liquide de Fermi exige que l’incer- 
titude quantique de l'énergie de l’électron soit petite devant la lar- 
geur (-T) de la zone du flou thermique de la distribution de Fermi. 
Cette incertitude —h/t, où t — l/v- est le temps de libre parcours. 
Pour la diffusion par des atomes d'impureté ! = 1/N,5p04 l'incerti- 
tude k/t ne dépend pas de la température et donc provoque le flou 
de la frontière de Fermi même pour T = 0. Il semble à première 
vue que l'examen qui précède est limité par une condition très 
sévère 
T > hvrOIN imp (78,18) 


dépendant de la concentration des impuretés. Mais en réalité une 
telle limitation n'existe pas (L. D. Landau, 1934). 

Le fait est que les positions des atomes d'impureté étant fixées 
et la diffusion des électrons par ces atomes étant élastique, tout le 
problème du calcul du courant électrique peut être formulé en prin- 
cipe comme un problème de la mécanique quantique sur le mouve- 
ment de l’électron dans un certain champ donné. complexe mais 
irrotationnel, extérieur. Pour des états des électrons, définis comme 
des états stationnaires dans ce champ, l’énergie ne présente pas d’in- 
certitude ; à 7 — 0, les électrons occuperont un domaine des états 


1) Dans ces raisonnements on sous-entend que l'équation (78,15) ne con- 
tient pas de grandeurs rapidement variables au voisinage de 8 = e, ce qui 
permet de remplacer dans (78,9) 1 par 1,. 11 en est ainsi pour la diffusion par 
des atomes d'impureté ordinaires mais non par des atomes paramagnétiques. 
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limité par une surface de Fermi bien nette non dans l’espace des 
impulsions mais dans l’espace des nombres quantiques du mouve- 
ment dans ce champ. Pour une telle variante de l'énoncé du problème 
les conditions de la forme (78,18) n'apparaissent pas du tout. 


$ 79. Interaction électron-phonon 


Dans des métaux suffisamment purs le mécanisme principal de 
l'établissement de l’équilibre dans une large gamme de température 
est l'interaction entre les électrons de conduction et les phonons. 

La condition d'émission (ou d’absorption) possible d’un phonon 
par un électron exige que la vitesse de l’électron soit supérieure à la 
vitesse du phonon (cf. une déduction analogue au $ 68 pour l’émis- 
sion d’un phonon par un phonon). Mais la vitesse des électrons près 
de la surface de Fermi est généralement grande par rapport à la 
vitesse des phonons, de sorte que cette condition est réalisée et la 
contribution principale à l'intégrale des collisions électron-phonon 
est apportée précisément par les processus « à un phonon » indiqués. 

Compte tenu de ces processus, l'intégrale des collisions a une 
forme suivante, analogue à celle de l’intégrale des collisions phonon- 
phonon (67,6) !): 


St pan À ap, Ki p) {np (Amp) Na 9 (1 — np) (14 Ma)} 


Le dk L 
» Ô (Ep — Ep ue GK) ns FT 


+ \ w(p'; p, k) {np (1— np) (+ Nr) —np(1— np) Nix} X 


dk = 
* À (Ep + Ok — Ep) Sax (79,1) 


Le premier terme correspond aux processus d'émission d’un phonon 
de quasi-impulsion k par un électron de quasi-impulsion p donnée 
et aux processus inverses d'absorption d'un phonon k par les élec- 
trons p’ avec restitution de la quasi-impulsion p: 


p=p+k+b; (79,2a) 


dans ces processus les transitions se font entre un état électronique 
d'énergie donnée €, et des états plus bas (suivant l'énergie). Le 
deuxième terme correspond aux processus d'absorption d’un phonon 
par un électron p et aux processus inverses d'émission d’un phonon 
par des électrons p': 


p+k=p+b; (79,2b) 


1) Dans les $$ 79 à 83 on utilise un système d'unités dans lequel À = 1. 
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dans ces processus les transitions se font entre un état électronique 
donné et des états électroniques situés plus haut. Pour les mêmes 
raisons que celles évoquées pour l'émission d'un phonon par un 
phonon au $ 66, la valeur de b figurant dans les égalités (79,2) se 
détermine de façon univoque par la donnée des valeurs de k et p 
et l'exigence que p’ se situe dans la même maille choisie auparavant 
du réseau réciproque. Les facteurs contenant les fonctions 6 dans 
(79,1) expriment la loi de conservation de l'énergie; €, sont les 
énergies des électrons, w£ sont les énergies des phonons. De même 
qu’au chapitre VII, la fonction de répartition (les nombres d'occu- 
pation des états) des phonons est désignée par Vx tandis que la 
fonction de répartition des électrons est notée r,. Quant aux indices 
indiquant les branches du spectre de phonons (et les signes de somma- 
tion sur ces indices), nous les omettons pour abréger. On suppose que 
les probabilités de transitions ne dépendent pas du spin de l'électron, 
qui reste inchangé par suite de la transition. 

On écrit de façon analogue l'intégrale des collisions phonon- 
électron qui doit être ajoutée à l'intégrale des collisions phonon- 
phonon au second membre de l'équation cinétique pour la fonction 
de répartition des phonons: 


StyneNi= (pi p', k) {ns (125) (+ Ni) — 
2d°p 


— np (1— np) Vx} 8 (Ep° + Ok — Ep) nr (79,3) 


avec p = p +k + b. Cette intégrale traduit la différence entre 
le nombre de phonons k émis par les électrons ayant toutes les quasi- 
impulsions possibles p et le nombre de phonons absorbés par les 
électrons avec toutes les valeurs possibles de p’. Le facteur 2 tient 
compte de deux directions possibles du spin de l’électron émetteur 
(ou absorbant). 

Au premier ordre de la théorie des perturbations les probabilités 
d'émission et d'absorption d’un phonon par un électron figurant dans 
ces intégrales sont déterminées par l'opérateur d'interaction élec- 
tron-phonon, qui est linéaire par rapport aux opérateurs de phonons 


U, (n) (66,2); la linéarité correspond à ce que ces opérateurs sont 
responsables des transitions avec variation de 1 de l’un seulement 
des nombres d'occupation des états des phonons. Sans reprendre les 
raisonnements exposés au $ 66, indiquons qu’à la limite, quand la 
quasi-impulsion k du phonon tend vers zéro, la probabilité d’émis- 
sion (ou d'absorption) d’un phonon est proportionnelle à la puissance 
première de Æ: 

w ok. (79,4) 


Suivant la propriété générale des probabilités de transition à 
l'approximation de Born, les probabilités de transitions directe et 
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inverse sont égales; c'est pourquoi !) 


w (p’, k; p) = w (p; p’, k). (79,5) 


On a déjà tenu compte de cette propriété dans les intégrales (79,1) 
et (79,3). 
Une simplification ultérieure s’obtient si l’on tient compte de la 


symétrie (exprimée par la réalité des opérateurs U,) avec laquelle les 
opérateurs de création et d’annihilation de phonons entrent dans l’opé- 
rateur d'interaction électron-phonon. En vertu de cette symétrie, 
l'émission d’un phonon de quasi-impulsion k est équivalente à l’ab- 
sorption d’un phonon de quasi-impulsion —k. Tenons également 
compte du fait que les énergies &, et &, de l’électron sont proches 
de l'énergie de Fermi e-. Soient p- et pr les vecteurs menés dans les 
directions de pet p’et ayant leurs extrémités sur la surface de Fermi. 
Supposons que les fonctions & sont exprimées au moyen des directions 
de pr. pret des différences np = Ep — Ep; Up’ = Ep — EF Caracté- 
risant la proximité de l'énergie de l’électron de e-. Par rapport à 
ces dernières variables, w est une fonction lente qui ne subit des 
variations notables que sur des intervalles <ek > T. En négligeant 
les grandeurs =n — T, on peut poser dans ces fonctions np = np = 
= Ü. L'équivalence indiquée plus haut sera alors exprimée par l’éga- 
lité 

uw (pr, k; pr) = w (pr; pr, —k), (79,6) 


et & sont fonctions des seules directions de p- et pr. Si l’on effectue 
maintenant au deuxième terme de (79,1) un changement de la va- 
riable d'intégration k — —k, les coefficients de & dans les deux inté- 
grales seront les mêmes; puisque ©_x = wx, le changement de dé- 
signation ne conduit qu'au remplacement de Vy par iv. 

Les intégrales (79,1) et (79,3) sont certes annulées par les fonc- 
tions de répartition d'équilibre des électrons et des phonons. Lorsque 
les écarts par rapport à l’équilibre sont petits, la linéarisation de ces 
intégrales s'effectue à la fois sur les deux fonctions de répartition 
que nous représentons sous la forme 


n=no(e)+ôn, N- No(w)+8N, 


es ông … __ o1-—n9) 

bnp 7 (79,7) 
r _  ONo y _ NoUi+ No) : 

ÉNE=— 4 EE 1. 


La transformation se fait de façon tout à fait analogue à ce qui a été 
fait au $ 67 et au $ 74. C'est ainsi que l'expression entre accolades 


1) Rappelons que les nombres quantiques des états initial (i) et final (f) 
sont énumérés dans les désignations des probabilités partout dans l’ordre ji. 
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au premier terme de (79,1) récrite comme 
a n° N n 
An Ar) AN 5] 
est ramenée à la forme 
, Î , 1 
no (1—n) (HN) Hg —p+X). 


Il y a avantage à continuer la transformation de cette expression en 
utilisant à cet effet l'égalité 


no (e) [1 — n9 (8)1= — [no (e) — n9 (e)] No (E — E) (79,8) 
qu'on peut vérifier par un calcul direct. On obtient alors 
 NU+N oN , B 
— (non) CET (9° — 6420) = (mo — 3) (9 — p +7). 


En transformant de même les autres termes, on obtient finalement 
les intégrales des collisions linéarisées sous la forme suivante : 


Ste, rar =, ph (, 4) LE 
= ET 2% w (no— 0) {Po — Pr + ie — OK) — 


ar (Pp° — Pr — X-K) ô (Ep — Ep + ox)} En , (79,9) 
Styn, eN = Le (Xs Q) = 
= 9N, 2d° = 
à æ | w (nr, — 10) (Pp° — Pp “+ Lx) 8 (Ep — Ep — 0) SE, (79,10) 


avec p = p’ + k + b dans les deux intégrales. 

Ces intégrales se séparent de façon naturelle en deux parties: 
les opérateurs intégraux linéaires agissant respectivement sur les 
fonctions @ et x. Ainsi, 


Lepn (@: 0) = LP) + LEbn(t). (79.11) 


Signalons une propriété importante de l'opérateur J}h: il ne 


change pas la parité de la fonction œ (n, PF) suivant la variable n, 
c’est-à-dire qu'il laisse paire une fonction paire et impaire une fonc- 
tion impaire. En effet, dans le sens de son action sur la fonction de n 
l’opérateur 1!» est de la forme 


Lan Gp 6m) — ŸÆ (ns n°) le (x) — p MI dr’, 
où 
K (n, n°) = no (n°) — 0 (MIS (n — n° — w) — 6 (1 — n — w)l. 
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En remarquant que 


no (M) = [ 1—th | (79,12) 
et donc 


non) (me [th th], 


on voit que 
K (n, n°) = K (—n, —n"), 
d'où il s'ensuit directement la propriété sus-indiquée de l'opérateur. 
Cette propriété sera utilisée aux $$ 80, 82. 
Les intégrales des collisions (79,9) et (79,10) sont identiquement 
annulées par les fonctions 


@ = const-£, % = const-w (79,13) 


(avec les mêmes coefficients const). Cette solution « parasite » de 
l'équation cinétique correspond (de mème que la solution (67,18) 
de l’équation pour l'interaction phonon-phonon) à la variation de la 
température du système d'une petite quantité constante. Mais les 
intégrales (79,9) et (79,10) sont anssi annulées par la constante 


@ — const (79,14) 


pour 4 — 0. Cette solution est liée à la constance du nombre total 
d'électrons (à la différence du nombre total de phonons); du point 
de vue formel elle correspond à la variation du potentiel chimique des 
électrons d’une petite quantité constante. 

Rappelons en vue des évaluations quantitatives ultérieures que 
les ordres de grandeur des paramètres du spectre électronique dans 
le métal ne s'expriment que par la constante de réseau d et la masse 
effective de l’électron m* ; c'est ainsi que l'impulsion de Fermi (en 
unités usuelles) p,. — h/d, la vitesse vk = p/m* = h/m*d, l'énergie 
Er —vrPr —h*/m*d*. Les paramètres du spectre de phonons et de 
l'interaction électron-phonon contiennent encore la masse des ato- 
mes 4. La densité de substance p © M et la vitesse du son u © 
© p7l? © M7l/*;en complétant jusqu'à la dimension nécessaire 
à l’aide des grandeurs k, d, m* (ce qui ne peut être fait que par un seul 
procédé). on obtient l’évaluation 


u ævr (m*/M)1?. (79,15) 
D'où la température de Debye 
0 = homax — huid er (m*/M)V?. (79,16) 


Quant à l'opérateur d'interaction électron-phonon, la masse MW 
n'y entre que par l'intermédiaire des opérateurs de déplacement des 


atomes U, (66,2) ; cette interaction ne contient aucune autre petitesse 


&10 MÉTAUX {CH. IX 


en 1/M : son énergie devient -e,k quand U, = d. Les éléments de 


matrice des opérateurs U, et avec eux les éléments de matrice de l’opé- 
rateur d'interaction électron-phonon, ©(Mo)-1/? © M-* (pour 
une quasi-impulsion À donnée la fréquence © = uk © M”1/?). 
Pour ce qui est de la probabilité de diffusion, elle est déterminée 
par le carré de l'élément de matrice. Aussi la fonction & dans l’inté- 
grale des collisions est-elle proportionnelle à Af-!/* ou encore, en 
complétant jusqu'à la dimension requise, 


w = Ovrd. (79,17) 


Cette évaluation doit être modifiée dans le cas où il s’agit de 
l'émission ou de l'absorption d'un phonon acoustique de faible fré- 
quence. Le fait que dans un tel cas & est proportionnelle à k signifie 


que dans l'évaluation il faut introduire un facteur supplémentaire 
Klknax — kd: 


w = Ovkkd. (79,18) 


$ 80. Coefficients cinétiques du métal. 
Températures élevées 


Aux températures élevées, T 5 ©, dans le cristal sont excités 
les phonons de toutes les quasi-impulsions possibles jusqu'aux maxi- 
males dont l'ordre de grandeur coïncide avec celui de l’impulsion 
de Fermi des électrons: k,,: — pr — 1/d. De par la définition 
même de la température de Debye, l’énergie maximale des phonons 
Omax — @, si bien que pour tous les phonons en général 6 € T. 

Ainsi. dans les conditions considérées, les énergies des phonons 
sont petites par rapport à la largeur de la zone floue de la distribu- 
tion de Fermi des électrons. Cela permet de considérer approximative- 
ment l'émission ou l’absorption d’un phonon comme une diffusion 
élastique d’un électron. Quant aux angles de diffusion, ils ne sont 
nullement petits, car dans les conditions examinées les quasi-im- 
pulsions des électrons et des phonons sont d’un même ordre de gran- 
deur. 

Aux températures élevées, lorsque les nombres d'occupation des 
états de phonons sont grands, l'établissement de l'équilibre dans cha- 
que élément de volume du gaz de phonons (relaxation phonon-pho- 
non) se fait très vite. Pour cette raison, en examinant la conductivité 
électrique et la conductivité thermique d’un métal, on peut considé- 
rer que la fonction de répartition des phonons est une fonction d’équi- 
libre, c’est-à-dire poser 4 — O0 dans l'intégrale des collisions (on 
reviendra sur l'évaluation quantitative de 4 à la fin du paragraphe). 
En d'autres termes, il suffit de considérer l'équation cinétique seule- 
ment pour les électrons. 
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Notons tout de suite que dans l’approximation supposant l’élasti- 
cité de la diffusion des électrons les résultats obtenus au $ 78, basés 
uniquement sur cette hypothèse, restent en vigueur. La loi de Wie- 
demann-Franz (78,13) déterminant le rapport a/x reste elle aussi 
valable. Mais pour déterminer la variation avec la température de 
chacun des coefficients © et x séparément, il faut examiner plus en 
détail l'intégrale des collisions électron-phonon (79.9). 

Dans les conditions examinées cette intégrale se simplifie considé- 
rablement. L'énergie du phonon étant petite © — +(e’ — €), on 
peut développer la différence nr; — n, en ses puissances !): 

y — 9 © + OO 2e. : 
Après cela on peut déjà poser © — 0 dans les arguments des fonc- 
tions 6; alors 
© 6No ôn ÿ ; dk 
Le, un(e) = 2\ 1 De D 6 (e —e)(p—no x 
Pour & < T, la fonction de répartition des phonons NW, & T/o, 
de sorte que 0N,/00 Æ —T/o*. La dérivée ôn,/0e — —1/T. L'inté- 
grale est déterminée par le domaine de valeurs # = kmax dans lequel 
w — 6. Compte tenu des fonctions 6, l'intégration sur d°k apporte 
à l'évaluation de l'intégrale le facteur kfax/2 pr: 
T kin: 
Le, ph (p) > — 05 +. 
En utilisant l'évaluation (79,17), on en tire 


Lespn (®) ——p = —Tôn. (80,1) 


Cela signifie que la fréquence des collisions électron-phonon ve hn — 
= T (T/h en unités usuelles), le libre parcours moyen L = vÆ/T 
et on trouve à partir de (78,16) pour la conductivité électrique (en 
unités usuelles) ?) : 


Ne’h 
+ ST (80,2) 


1) La prise en considération de w dans cette différence n'est pas en con- 
tradiction avec l’approximation adoptée sur l'élasticité de la diffusion des élec- 
trons. On a dû le faire parce qu'en réduisant l'intégrale des collisions à la 
forme (79,9). on a utilisé Fégalité (79,8) dont le second membre devient indé- 
terminé pour € = e’. 

#) Signalons que l'incertitude quantique de l'énergie des électrons Ave, pn + 
= Test de l'ordre de la largeur de la zone floue de leur répartition. Cette cir- 
constance n'’affecte pourtant pas la validité des résultats obtenus et cela pour 
upe raison analogue à celle qui a été expliquée à la fin du $ 78 à propos de la 
diffusion par des atomes d'impureté. Etant donné que les vibrations des atomes 
dans le réseau sont relativement lentes et la diffusion des électrons est élastique, 
le problème peut être formulé en principe romme un problème du mouvement 
des électrons dans un champ irrotationnel donné d’un réseau déformé. 
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Ainsi, la conductivité électrique du métal à T 56 est inverse- 
ment proportionnelle à la température. De la loi de Wiedemann- 
Franz il ressort que le coefficient de conductibilité thermique est 
constant : 


an 2. (80,3) 


Evaluons maintenant les fonctions correctives ç et % dans les 
répartitions des électrons et des phonons afin de justifier l’abstrac- 
tion de % dans l'intégrale des collisions. Faisons-le, par exemple, 
pour le cas où il existe un champ électrique et le gradient de tempé- 
rature est nul. 

Comme le champ électrique est sans effet sur le mouvement des 
phonons, le premier membre de l'équation cinétique pour les phonons 
est nul. Cette équation se ramène donc à la nullité de la somme des 
ere des collisions des phonons avec les électrons et l’un avec 
’autre: 


Don. e(®) + Toi, (0) + Lpn,pr (0 = 0 (80,4) 


(les indices (1) et (2) distinguent deux parties de l’intégrale (79.10) 
de même que cela a été fait dans (79,11)). 

L'intégrale 1,1. est évaluée tout comme cela a été fait plus 
haut pour l'intégrale 7, ,,. Ce faisant, il faut pourtant tenir compte 
du fait que l'intégration sur les quasi-impulsions p de l’électron 
n’est en fait effectuée qu’au voisinage de la surface de Fermi sur le 
volume d’une couche d'épaisseur =T/v; et de surface =pÿf. La 
présence de la fonction 6 fait apparaître dans l'évaluation de l’inté- 
grale encore le facteur 1/e-. Finalement on obtient 


D ET TPr Re à 1 
bh, e (X) w = T © DFER RER Th e (D = —p +. 


(80,5) 


Pour ce qui est de l’intégrale des collisions phonon-phonon, elle 
est évaluée par 


T 
Lpn, ph (9) = Von, PhôN + —Vpn.ph 5 À 


avec la fréquence effective des collisions donnée par (68,3): 


LA 
Vph, phT _—_. d =T VE 


My _T, | 
Inpn De GE Steel (80,6) 


Ainsi, 
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En comparant (80,5) et (80,6), nous voyons tout d'abord que 
Te (X)/T pn.ph (x — O/T < 1, 


c'est-à-dire que la fréquence effective des collisions phonon-électron 
(pour des électrons en équilibre, c'est-à-dire pour @ = 0) est petite 
devant la fréquence des collisions phonon-phonon. C'est pour cette 
raison que le deuxième terme de l'équation (80,4) peut être négligé. 
La comparaison de deux termes restants conduit au résultat suivant : 


X/q - OIT <1, (80,7) 


ce qui montre que la fonction x peut être négligée dans l'intégrale 
des collisions électron-phonon. Il est facile de s'assurer qu'en pré- 
sence d'un gradient de température on obtient le même résultat 
80.7). 
Toutefois, lors de l'étude des phénomènes thermo-électriques il 
se peut que l’abstraction de la fonction x s’avère inadmissible dans 
l'équation cinétique des électrons. 

Suivant la formule (78,12) (dont l'établissement n’est basé que 
sur l'hypothèse où la diffusion des électrons est élastique), le coeffi- 
cient thermo-électrique 


al = Tlezr (80,8) 


(le sens de l'indice I est indiqué plus loin). Cette grandeur est « anor- 
malement » petite en ce sens que l’ordre de grandeur de l'intégrale 
dans (78,8) (le deuxième terme de la formule) s’est trouvé T/ek 
fois plus petit par suite de l’imparité de la fonction 


qgi=—+IVT (80,9) 


par rapport à la variable n = € — pu. Cette circonstance est dans un 
certain sens « aléatoire » ; elle peut avoir pour effet qu’une addition 
relativement petite à p, liée à l’état hors d'équilibre des phonons, 
conduira à une contribution à &« comparable à (80.8). 

Cherchons une solution de l’équation cinétique des électrons 


Oro … _ 
ST vVT = 


ôr 


ee VVT = LE ph (q) + LE on (2) (80,10) 


sous la forme de la somme œ = œqf + œ'1, où ql est la solution de 
l'équation sans le deuxième terme au second membre et œl!, la 
solution de l'équation 


LE ph (P) + LE ph (D) = 0. (80,11) 
p! est la « grande » partie de la fonction @; étant donné la parité 
de l'opérateur 1!?,; en variable n indiquée au $ 79, cette partie a la 
forme (80,9) et est impaire par rapport à la variable n. De l'équation 
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(80,11) il résulte que !'l = 4 et donc 
pli/l — Xql - OT < 1. 


Mais à la différence de la fonction ! la fonction qç!! ne s’annule 
pas du tout pour € — pu. C'est pourquoi, lors du calcul de la contri- 
bution correspondante apportée à la densité de courant le terme 
d'ordre principal ne s’éteint pas et le résultat n’est petit que dans 
le sens d’une petitesse relative de æ!!. Cela signifie que la contri- 
bution apportée par cette dernière au coefficient thermo-électrique 


Er 6 (Q : 
all = al TT TT: (80,12) 
Sur la frontière inférieure du domaine de température considéré, 
pour T = 6, on a eall = 1 au lieu de la petite quantité exl — 
Le. O/er. 

Ainsi, le coefficient thermo-électrique est la somme de deux parties 
additives. Ces parties peuvent être d’un même ordre de grandeur, 
mais elles varient différemment en fonction de la température. 
L'origine physique du second terme de « consiste en ce que la trans- 
mission de la chaleur dans le cristal provoque l'apparition d’un flux 
de phonons (« vent de phonons ») qui entraîne les électrons !). 
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Le caractère de la diffusion électron-phonon aux basses tempé- 
ratures diffère radicalement du caractère de la diffusion à T > 6. 
A T < 6 dans le cristal sont excités des phonons d’énergies © = T 
(appartenant, généralement parlant, aux branches acoustiques du 
spectre). Lors de l'émission ou de l’absorption d’un tel phonon l’éner- 
gie de l’électron varie d’une quantité 7, c'est-à-dire d’un ordre de 
grandeur de toute la largeur du flou de la distribution de Fermi. 
Quant à la variation subie par la quasi-impulsion de l’électron, elle 
coïncide avec la quasi-impulsion du phonon. Puisque 4 = T/u « 
& Krnax et ÆÉmax Pr, Cela signifie que la quasi-impulsion de l’élec- 
tron ne varie que d’une quantité relativement petite. Ainsi, aux 
basses températures, on est en présence d'un cas limite inverse de la 
diffusion élastique: la relaxation des électrons suivant les énergies 
s'effectue beaucoup plus rapidement que suivant les directions de 
leurs quasi-impulsions. 

La relaxation suivant les énergies est un « brassage » rapide dans 
la zone de flou de la distribution de Fermi. Quant à la relaxation 
sur les directions, elle consiste dans l’égalisation de la répartition 
le long de la surface de Fermi, elle se fait par de petits sauts (-T/u), 


1) Le rôle que l'entraînement des électrons par les phonons joue dans les 
phénomènes cinétiques dans les métaux a été étudié par L. E. Gourévitch (1946). 
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c'est-à-dire présente le caractère d’une diffusion lente sur cette sur- 
face. 

Avant de passer à une étude détaillée des phénomènes cinétiques 
dans ces conditions, nous ferons quelques remarques générales sur 
le rôle des processus de basculement. 

De même que dans les cristaux diélectriques, la valeur finie des 
coefficients cinétiques d’un cristal métallique parfait (sans impuretés 
et sans défauts) est liée à l’existence de processus de basculement. 
Si l'on ne tenait compte que des processus normaux, se déroulant 
avec la conservation de la quasi-impulsion totale des électrons et 
des phonons, les équations cinétiques auraient des solutions parasites 
correspondant au mouvement des systèmes d'électrons et de phonons, 
considérés comme un tout, par rapport au réseau cristallin. Ce sont 
des solutions de la forme 


p = pôV, % = kôÔV (81.1) 


avec le vecteur constant ôV (cf. (57,19)); ces fonctions annulent les 
intégrales des collisions (79,9) et (79,10) si l'émission ou l'absorption 
de phonons par les électrons se fait avec conservation de la quasi- 
impulsion (p = p + k). 

Aux températures élevées, lorsque les quasi-impulsions aussi 
bien des électrons que des phonons sont grandes (1/4), les processus 
de basculement s'effectuent, en général, avec la même fréquence que 
les processus normaux. La nécessité de tenir compte de ces processus 
ne conduit donc à aucune particularité spécifique dans les phéno- 
mènes cinétiques. 

Les quasi-impulsions des électrons se situent au voisinage de la 
surface de Fermi et en ce sens elles ne dépendent pratiquement pas 
de la température. Mais aux basses températures les quasi-impulsions 
des phonons deviennent petites, ce qui peut rendre difficile la réa- 
lisation des processus de basculement. À cet égard, la situation est 
nettement différente suivant que les surfaces de Fermi sont fermées 
ou ouvertes. 

Pour tout choix de la maille élémentaire dans l'espace des p 
(du réseau réciproque) une surface de Fermi ouverte traverse les 
frontières de la maille. Il est clair que dans ce cas sont toujours pos- 
sibles des processus de basculement avec émission ou absorption 
d'un phonon ayant une énergie aussi petite que l’on veut: même 
une faible variation de la quasi-impulsion de l'électron au voisinage 
de la frontière de la maille peut le faire « basculer » vers une maille 
voisine. Au cours de leur diffusion sur la surface de Fermi tous les 
électrons finiront par atteindre les frontières de la maille et donc 
pourront participer aux processus de basculement. On voit que dans 
ce cas aussi la probabilité de processus de basculement ne présente 
aucune petitesse complémentaire (par rapport aux processus nor- 
maux). La division elle-même en processus normaux et en processus 
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evec basculement dépend du mode de choix du réseau réciproque et 
est en ce sens conventionnelle. Si une surface de Fermi est ouverte, 
la propriété indiquée plus haut (l'absence de petitesse particulière 
de la fréquence des processus de basculement) subsiste pour tout 
choix de la maille. Dans ce cas il est logique de renoncer à diviser 
les processus en deux types en les considérant tous comme des nor- 
maux (c'est-à-dire s'effectuant avec conservation de la quasi-im- 
pulsion) mais en admettant que la quasi-impulsion des électrons peut 


Fig. 28 Fig. 29 


prendre ses valeurs dans tout le réseau réciproque. Quant aux pho- 
nons, la maille élémentaire est choisie pour eux de telle sorte que le 
point k = 0 se situe à son centre; alors, tous les phonons de faibles 
fréquences (les seuls à considérer pour 7 < @) se situent dans une 
petite partie du volume d'une maille, au voisinage de son centre. 
Pour ce qui est de la solution parasite (81,1), elle est éliminée dans 
ce cas en imposant à la fonction de répartition des électrons la con- 
dition de périodicité dans le réseau réciproque 


n (p + b) =» (p). (81,2) 


Une répartition d'équilibre dépendant uniquement de l'énergie de 
l'électron € (p) satisfait automatiquement à cette condition du fait 
que la fonction € (p) est périodique. La dérivée ôn,/0e est périodique 
de même que la fonction nr, (p) et de ce fait le facteur q (p) inter- 


venant dans ôr doit aussi être périodique ; cette condition élimine la 
solution (81,1) qui ne lui satisfait pas. 

Examinons une surface de Fermi fermée. Dans ce cas la maille 
élémentaire du réseau réciproque peut être choisie de telle sorte que 
la surface de Fermi ne traverse nulle part ses frontières !). Aux pro- 
cessus de basculement correspondent alors les transitions de l'élec- 
tron entre des points quelconques de la surface de Fermi dans la 
maille élémentaire et ses répétitions dans une maille voisine, comme 


1) Toutefois si la surface de Fermi est constituée par plusieurs nappes fer- 
mées, il peut s’avérer nécessaire de déterminer à cet effet la maille élémentaire 
non comme un parallélépi pède à faces planes. La figure 28 l'explique schéma- 
tiquement sur l'exemple d'un réseau plan avec deux nappes de « surface de Fer- 
mi » fermées non équivalentes. La maille élémentaire qui ne traverse pas ces 
nappes est figurée en traits interrompus. Aucun choix de la maille rectangulaire 
ne permettrait d'exclure les intersections. 
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le montre schématiquement la figure 29. Le vecteur k reliant ces 
points est la quasi-impulsion d'un phonon émis ou absorbé. La dis- 
tance k est, généralement parlant, grande (k — 1/d) et aux basses 
températures le nombre de phonons d'énergie w (k) est exponentielle- 
ment petit : proportionnel à exp (—w (k)/T). Dans ces conditions, la 
fréquence effective des actes de diffusion avec basculement varie en 
fonction de la température suivant la loi 


Vu — Xp {—0 (kmin)/T}, (81,3) 


où k,,n est la valeur de la quasi-impulsion du phonon (parmi tous 
les vecteurs de ce type) pour laquelle l'énergie © (k) a sa valeur mi- 
nimale. Il importe ici bien entendu que la vitesse des électrons est 
de beaucoup supérieure à la vitesse des phonons (v- > u). C'est pré- 
cisément pour cette raison qu’il est impossible de diminuer l’expo- 
nentielle (81,3) en faisant varier la longueur du vecteur k par l’éloi- 
gnement de la surface de Fermi. Bien que l'énergie du phonon puisse 
diminuer dans ce cas d’une quantité —uôk, l'énergie de l’électron 
participant au processus croîtrait en même temps d'une quantité 
beaucoup plus grande, =v-ôk, ce qui conduirait finalement à une 
diminution et non pas à une augmentation de Vu. Aussi, pour déter- 
miner kin Suffit-il de considérer la surface de Fermi comme telle 
sans tenir compte du flou de la répartition en son voisinage. En fait, 
les points essentiels sont généralement ceux qui se situent dans le 
voisinage de l’approchement maximal de la surface de Fermi et 
de sa répétition dans une maille voisine. 

La solution (81,1) signifie la présence d'un flux macroscopique 
d'électrons en l'absence de champ électrique, c’est-à-dire une con- 
ductivité électrique infinie. Quant à la fréquence exponentiellement 
petite de processus de basculement, elle conduit à une conductivité 
électrique exponentiellement grande (R. Peierls). 

Pour ce qui est de la conductibilité thermique d’un métal à surface 
de Fermi fermée, elle conserve certes sa valeur finie lorsque les pro- 
cessus de basculement sont négligés. Le fait est que le coefficient de 
conductibilité thermique x détermine suivant (78,2) le flux de cha- 
leur en l'absence de courant électrique; mais la condition j = 0 
exclut automatiquement la solution parasite (81,1). Les processus 
de basculement dont on tient compte ne peuvent faire varier la 
valeur de x que dans la mesure de sa petitesse. Il en est de même 
pour le coefficient thermo-électrique & qui lie (suivant la définition 
(78,1)) le gradient de température au champ électrique toujours à la 
condition que j — 0 (voir problème du $ 82). 

Ce qui vient d'être dit ne s'applique pourtant pas aux métaux 
compensés dont les surfaces de Fermi des électrons et des trous sont 
fermées, c’est-à-dire aux métaux ayant le même nombre d'électrons 
et de trous: N, = N, (voir IX, $ 61). Le fait est que dans ce cas la 
solution (81,1) n’est pas liée à l'existence de courant électrique. En 
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effet. la densité de courant correspondant à cette solution est 


: _ (, on n 28p on 2&p _ 
17 \s U (PôV) ar — € | 5 ap (P SV) ns (27) 


= (2 (POV) LÈ—e | 2° (PSV) 7 


(a) ay * 


La première intégrale est prise sur le volume des cavités électroni- 
ques et la deuxième, sur le volume des cavités de trous de la surface 
de Fermi; dans cette dernière on a introduit la répartition des trous 
suivant n%) = {1 — n. On peut maintenant transformer les inté- 
grales par parties ; les intégrales sur la surface des faces de la maille 
qui en apparaissent s’annulent du fait de la décroissance rapide de 
no et n{*) lorsqu'on s'éloigne des surfaces de Fermi correspondantes 


Finalement on trouve que 


j = eôV (Nr — V.). (81,2) 


Pour un métal compensé j = 0. 
Cela signifie que la conductivité électrique d’un métal compensé 


est finie même si l’on ne tient pas compte des processus de bascule- 
ment. Par contre, le coefficient de conductibilité thermique et le 
coefficient thermo-électrique sont déterminés précisément par les 
processus de basculement et seraient infiniment grands si l’on ne 
tenait pas compte de ces processus parce que la condition j = 0 
n'exclut pas dans ce cas la solution parasite (81.1). 

Dans les raisonnements et les évaluations déroulés dans ce para- 
graphe (et dans le paragraphe suivant) on sous-entend en fait les 
hypothèses les plus simples sur la forme de la surface de Fermi : on 
suppose qu’elle est soit fermée, soit ouverte et que toutes ses dimen- 
sions caractéristiques sont de l’ordre de 1/d. Or, les surfaces de Fermi 
des métaux réels présentent, généralement parlant, une forme com- 
plexe pouvant être constituée de plusieurs feuilles différentes ; 
nous n’allons pas analyser les complications correspondantes qui en 
résultent dans le comportement des coefficients cinétiques des métaux 
réels. Ainsi, les feuilles des surfaces de Fermi ouvertes dans les diffé- 
rentes mailles du réseau réciproque peuvent être reliées par des 
barrettes de connexion minces (d'épaisseur Ap << pr). L'appari- 
tion dans le problème d’un petit paramètre Ap/p# peut avoir pour 
effet l'apparition de nouveaux domaines « intermédiaires » de tem- 
pérature avec leurs propres lois de variation des coefficients ciné- 
tiques en fonction de la température. Les feuilles des surfaces de 
Fermi fermées peuvent se rapprocher « anormalement » l’une de 
l’autre, ce qui peut conduire à l’éloignement de la loi exponentielle 
(81,3) dans le domaine de températures « anormalement » basses. 
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$ 82. Coefficients cinétiques du métal. 
Basses températures 


Pour l'étude quantitative des phénomènes cinétiques aux basses 
températures nous aurons en vue le cas des surfaces de Fermi ouvertes 
et donc nous n’allons pas nous préoccuper spécialement des processus 
de basculement. 

Montrons tout d’abord que la relaxation dans un système de 
phonons se réalise (à T < ©) principalement par des collisions pho- 
non-électron et non par celles phonon-phonon. 

Pour évaluer l'intégrale des collisions phonon-électron (79.10), 
remarquons qu'aux basses températures © = T,e —u = Tet donc 
No no — 1, 9N/00 —1/T. L'intégration sur dÿp s'effectue sur 
le volume d’une couche d'épaisseur =7/&; le long de la surface de 
Fermi. Du fait de la petitesse de k/p. l'argument de la fonction & 
peut être représenté sous la forme 


e(p)—e(p—k)—0 (kb ko & vrk— 0. (82,1) 


La fonction 8 est éliminée par l'intégration sur les directions de p 
(ou, ce qui revient au même, sur les directions de v-) pour un k 
donné, ce qui fait apparaître dans l'expression sous le signe d'inté- 
gration le facteur 1/v-k. Enfin, la fonction w est évaluée à l'aide de 
la formule (79,18). Finalement on trouve 


Lphse ) = —4 (m*/M)VE LT (m*/M)VE ôN, 


c'est-à-dire que la fréquence effective des collisions 


En ce qui concerne la fréquence effective des collisions phonon- 
phonon aux basses températures, elle est suivant l’évaluation (69,15) 


ner V ee) eve (82,3) 


ce qui démontre l'affirmation faite plus haut. 
Dans ce qui suit nous négligerons les collisions phonon-phonon. 
Alors l'équation cinétique pour les phonons prend la forme 


J CA! , > 
u Ye — + RS uVT= lp. e(X, œ), (82,4) 


Cette équation peut être résolue sous forme explicite par rapport à la 
fonction des phonons x. Vu que k figurant dans cette équation est 
une grandeur donnée, la fonction x peut être sortie de l'intégrale 


27% 
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qui la contient, ce qui donne 


Xx = = . (uVT) F 


+ rein) 8(e—e —0) (pp) SR œu+E, (82,5) 
où 
N , , 2 
Vpn. e | w(n,—no) Ô (£ —e —o) FE. (82,6) 


Il est facile de voir que 4: > 1. En effet, la définition de la fonc- 
tion ÿ, montre que Y: — @ (les intégrales au numérateur et au dé- 
nominateur ne diffèrent que par le facteur @ — œ’ dans l'expression 
à intégrer). Quant à l'ordre de grandeur de la fonction , il est dé- 
terminé par l'équation cinétique pour les électrons : 


à L., "2 
(vVT) nd =, ph (p) TT — Ve, prÔN T7 — Ve, Ph , 


d'où 
LR -errre A A 

Pour ce qui est de la fréquence effective des collisions électron- 
phonon, elle est évaluée de la même façon que plus haut pour la 
fréquence Vpn, -; la seule différence tient à ce que l'intégration sur 
d‘k dans l'intégrale Z.. LA s'effectue sur le volume de l'espace des 
impulsions —{(T/u)* (au lieu du volume =<piT/v4 lors de l’inté- 
gration sur d°p dans l'intégrale 1,4. .): 


Ve, ph T3/6*, (82.7) 
Enfin, en remarquant que y, — | VT | u/vh».., on trouve 
ho men LT ) 
42 'FVph, e or 1 (82,8) 


ce qu'il fallait démontrer. 

Pour le calcul de la conductivité électrique et de la conductivité 
thermique (mais non du coefficient thermo-électrique, voir plus 
loin), on peut négliger la petite quantité %,. Puis, en portant l'ex- 
pression % Æ %: à partir de (82,5) dans l'intégrale linéarisée des 
collisions électron-phonon (représentée sous la forme (79,11)), on 
obtient 

Le. pr (@s 4) = LE ph (EP) + Le, ph, e (@), (82.9) 


où Ze, pn, e (p) désigne le résultat de l'introduction de 4, dans l'inté- 
grale 1% kr (x). Le premier terme de (82,9) est l’intégrale des colli- 
sions entre les électrons et les phonons en équilibre, et le second terme 
peut être appelé intégrale des collisions entre les électrons par l’inter- 
médiaire des phonons. 
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Introduisons (comme nous l'avons déjà fait au $ 79) la grandeur 
n = € — pet le vecteur p, mené dans la direction de pet ayant son 
extrémité sur la surface de Fermi comme variables indépendantes 
dans la fonction œ (p). Les deux termes de (82,9) contiennent dans 
leurs expressions à intégrer la différence 


@ (n, pr) — p (n’. pr). (82,10) 
avec 


N—N=EC Pr —Pr=%*%, 
où x est la projection du vecteur k sur un plan tangent en point pr 
à la surface de Fermi. 

Suivant la variable p; la fonction œ (1, p#) subit une variation 
substantielle sur des intervalles =p-; la différence 4 — k € pr. 
En ce sens la variation de ç en fonction de la variable p. est lente et 
à la première approximation on peut poser pr = p# dans la diffé- 
rence (82,10), c'est-à-dire la remplacer par 


Pn, Pr) — P(n'; Pr). (82,11) 
Quant à la variation en fonction de la variable n, elle est forte en ce 
sens que l’ordre de grandeur de la différence | n — n° | = © -T 


coïncide avec l'intervalle sur lequel la fonction q subit une variation 
substantielle. 

Désignons par L, l'opérateur qu'on obtient à partir de Ze. bn 
(82,9) en remplaçant (82,10) par (82,11); l'intégrale Z.. ,A prendra 
alors la forme suivante 


Le, pa (@) = Lo (@) + La (ep), 


avec L, © L,. L'équation cinétique pour les électrons (en présence 
tant du champ électrique que du gradient de température) est de la 
forme 


—(Æ+Ævr) ve L(m+Li(e) (8212) 


Les deux termes au second membre ont un sens physique nettement 
différent : le premier est responsable de la relaxation rapide suivant 
l'énergie, tandis que le second l’est de la relaxation lente « de diffu- 
sion » suivant les directions de la quasi-impulsion. 

Signalons deux propriétés évidentes de l'opérateur L,. Première- 
ment. il s’annule pour toute fonction dépendant uniquement de pr 
(du fait que la différence (82,11) s'annule). Deuxièmement, l’inté- 
grale de cet operateur s'annule 


\ Lo (q) dn = 0; (82,13) 


l'opérateur L, décrit les collisions avec la variation de la seule énergie 
et l'égalité (82,13) signifie tout simplement la conservation du nom- 
bre des électrons ayant une direction donnée de p. 
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Cherchons une solution de l'équation cinétique de la forme 


q n, pr) = a (pr) + b (1. pr), (82.14) 


où a (pr) est fonction de la seule variable p, et | a | >| b |. Le 
fait que la fonction a (qui annule la partie L, de l'intégrale des colli- 
sions) est grande, exprime la rapidité du processus de relaxation 
suivant les énergies. Si l'on reporte (82.14) dans (82,12) et qu’on 
néglige le terme relativement petit L, (b), on obtient l'équation 


Me = L,(b)+Li(a). (82,15) 


Les deux termes au second membre de cette équation sont, générale- 
ment parlant, d'un même ordre de grandeur. Mais lors du calcul du 
coefficient de conductivité électrique ou thermique c’est seulement 
un de ces termes qui a de l'importance chaque fois. 

Il est facile de s’en assurer si l’on se rappelle que l'opérateur 
linéarisé des collisions électron-phonon J,, »1 (et avec lui les opé- 
rateurs L, et L;) ne change pas la parité suivant la variable 1 !) 
lorsqu'il agit sur la fonction œ (n, pr). Ceci étant, séparons la fonc- 
tion æ en une partie paire (@,) et une partie impaire (®,) en n: 


Pre —a +de. Qu — Vu 


(la fonction a indépendante de n est, par définition. paire). En 
introduisant q = 4 + ®, dans (82,15) et en séparant les termes de 
l'équation impairs et pairs en n, on obtient deux équations: 


—_ (eE+ + VT) Y 


= NT EL): (82,16) 


De Er = Lo (bg) + La (a); (82,17) 


au premier membre des équations la vitesse v est remplacée, avec 
une précision suffisante, par la vitesse vÆ sur la surface de Fermi, 
indépendante de n. Intégrons encore sur n la seconde de ces équations; 


en vertu de la propriété (82,13) le terme contenant L, disparaît fina- 
lement et il reste 


eEvr = (2 (a) dn. (82,18) 


Le flux thermique (pour E — 0) se détermine entièrement par la 
solution de l'équation (82,16) qui ne contient que l'opérateur L,; 
comme il fallait s’y attendre, il dépend des processus de relaxation 
sur les énergies des électrons. Par la solution de l'équation (82,16) 


1) Pour l'opérateur J{!}, cela a été montré au $ 79. Nous ne nous arrête- 


ns pas sur la démonstration pour l'opérateur Jepne, qui est tout à fait ana- 
ogue. 
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le flux thermique se calcule comme l'intégrale 


© .2d' on 2d' 
g'= | vnôn Ste —( vener, HE: (82,19) 
la partie, paire en 1, de la fonction q n'apporte aucune contribution 
à l'intégrale parce que l'expression obtenue sous le signe d’intégra- 
tion est impaire. 

L'opérateur L, constitue la partie essentielle de l'intégrale des 
collisions électron-phonon. La fréquence effective des collisions qui 
lui correspond est donc v., pa tirée de (82,7) ; il faut parler de cette 
grandeur plus exactement comme de la fréquence effective des colli- 
sions par rapport à l’échange d'énergie. Le libre parcours moyen 
correspondant des électrons est ! = vr/ve, pn. Quant au coefficient 
de conductibilité thermique, il peut être évalué à l’aide de la for- 
mule (7,10) établie en théorie cinétique des gaz: x — culN. Dans le 
cas considéré Ÿ est la densité de nombre d'électrons, c la partie 
électronique de la chaleur spécifique (rapportée à un électron de 
conduction) et v = v#F. Les grandeurs # et v- ne dépendent pas de 
la température, la chaleur spécifique du liquide de Fermi électroni- 
que est proportionnelle à 7 et le libre parcours moyen, déterminé 
suivant (82,7). { © T3. Comme le flux thermique ainsi calculé 
se rapporte au cas de E -= 0, le coefficient qui y figure n'est pas le 
coefficient de conductibilité thermique x lui-même. mais la somme 
x — # + Toa* (voir (78,3)). Ainsi 4x’ © T*. Il se trouve pourtant 
que le terme Toc* est petit par rapport à x’ (voir plus loin note au 
bas de la page 424) et donc x © T *. En posant pour une évaluation 
grossière 

m*prT 
Nr 


(en unités usuelles, cf. IX, (1,15)), on obtient 


erpr O° + 
RE Te: (82,20) 


KL 


La conductivité électrique se détermine par la solution de l’équa- 
tion (82,18) qui ne contient que l'opérateur L, : comme il fallait s'y 
attendre, le courant électrique dépend des processus de relaxation 
suivant les directions des quasi-impulsions des électrons. Comme il 
a été dit au début du $ 81, ces processus ont le caractère d'une diffu- 
sion le long de la surface de Fermi. Au paragraphe suivant il sera 
montré comment l équation cinétique (82,18) pourra être réellement 
ramenée à la forme d’une équation de diffusion. Quant à la loi de 
variation de la conductivité électrique en fonction de la température, 
elle peut être mise en évidence dès maintenant en développant les 
raisonnements bien simples suivants. 
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Le déplacement le long de la surface de Fermi se fait par de petits 
sauts, à des distances À — T/u; cette grandeur joue le rôle de « libre 
parcours moyen » dans l’espace des impulsions (L,) et la fréquence 
des « actes de diffusion » coïncide avec la fréquence des collisions 
électron-phonon v., 1x. Le coefficient de diffusion le long de la 
surface de Fermi peut être évalué à l’aide de la formule de la théorie 
cinétique des gaz D — lv = lv en y écrivant 2, et v. A au lieu 
de let v. Ainsi, on obtient (en unités usuelles) 

2 T 5 : 
D, He (T). (82,21) 

On peut en déduire le temps de relaxation qui doit figurer dans 
l'évaluation de la conductivité électrique suivant (78,16): o — 
- ENvprt/pr. C'est le temps au cours duquel la quasi-impulsion 
de l’électron varie d’une quantité de l’ordre de la quasi-impulsion 
elle-même. En d’autres termes, pendant le temps + l’électron doit 
parcourir par diffusion une distance —p} le long de la surface de 
Fermi. Mais lors du déplacement par diffusion le carré moyen du 
déplacement est proportionnel au temps (et au coefficient de diffu- 
sion). On en déduit la relation p; — D,7 et ensuite pour la conducti- 
vité (en unités usuelles): 


GE (+). (82,22) 


Ainsi, aux basses températures, la conductivité électrique est pro- 
portionnelle à T-5 !). ; 

Examinons la question du coefficient thermo-électrique. La 
situation est ici analogue à celle qui se présente aux températures 
élevées. 

Si le courant j est calculé par la fonction b,,, solution de l’équa- 
tion (82,16), l'intégrale s’annule à la première approximation du 
fait que cette fonction est impaire suivant la variable n et un ré- 
sultat non nul ne s'obtient que si l’on tient compte du terme en 
n/eF suivant dans le développement de l'expression à intégrer. Cela 
conduit (de même que pour T > 6) à la valeur suivante du coeffi- 
cient thermo-électrique (en unités usuelles) 


al = Tleer (82,23) 


au lieu de l’ordre de grandeur « normal » « = {/e?). 

Une autre contribution est apportée au coefficient thermo- 
électrique par le terme %, de la fonction des phonons rejeté dans 
(82,5); cette contribution est liée à l'effet d'entraînement des élec- 
trons par les phonons. Si l’on garde ce terme, on verra apparaître 


1) Ce résultat a été obtenu pour la première fois par F. Bloch (1929). 
?) Des évaluations (82,20) à (82.23) il résulte que Ta*o/x = (8/ek)° & 1, 
ce qui justifie l'abstraction faite lors de l'établissement de (82,21). 


€ 82] COEFFICIENTS CINÊTIQUES. BASSES TEMPÉRATURES 425 


dans l'intégrale des collisions (82,9) un terme supplémentaire 


2 .  0N, u|ST| 
& ph (A4) — Ve, ph Ve, ph ap (82,24) 


Ce terme peut être ensuite reporté dans le premier membre de l’équa- 
tion cinétique (82,12) où il est à comparer au terme 


—< 7 (NV). (82,25) 


Le terme (82,24) est T*/0* fois plus petit que (82,25) (évaluation 
analogue à (82,8)). Mais si l’on tient compte de ce terme, il apparaît 
dans la solution @ de l’équation cinétique un terme (proportionnel 
à VT) qui ne sera plus impair en n. C’est pourquoi lors du calcul de 
la contribution correspondante apportée au courant aucune petitesse 
supplémentaire n’apparaît et le coefficient thermo-électrique com- 
porte un terme nouveau 


all = TJe0° (82,26) 


(L. E. Gourévitch, 1946) ?). 

Au fur et à mesure que la température baisse, la fréquence des 
collisions électron-phonon diminue et finalement le rôle principal 
dans la réalisation de la conductibilité électrique et de la conducti- 
bilité thermique sera joué par les collisions des électrons avec des 
atomes d'impureté. Notons que par suite d’une variation différente 
en fonction de la température, le passage à la « résistance thermique 
rémanente » se fait plus tard que le passage à la résistance électrique 
rémanente. 

Dans des métaux très purs peut exister un domaine de tempéra- 
ture dans lequel les propriétés cinétiques du métal se déterminent 
par les collisions électron-électron. Le libre parcours moyen corres- 
pondant dans le liquide électronique du métal. comme dans tout 
autre liquide de Fermi, varie avec la température suivant la loi de 
T-*, le petit paramètre du développement étant constitué par le 
rapport T/ek (voir $ 75). Pour T — €} ce parcours devrait être — d, 


1) Une remarque suivante est à faire ici. La quasi-impulsion du phonon 
étant petite, la loi de conservation de l'énergie permet d'écrire 


e(p)—e(p—k) = vk & + o (k), 


ce qui montre que l’angle 8 fait entre vÆ et k est proche de 12; cos 8 — 
= o/vRk = ulvr € 1. Dans le cas isotrope, les directions de la quasi-impulsion 
ket de la vitesse u du qhonon coïncident, de sorte que le produit uv} est lui aus- 
si petit. Le même produit apparaît aussi dans l'intégrale déterminant le courant 
par la fonction œ proportionnelle à u VT ; dans le cas isotrope cette circonstance 
conduirait à une petitesse supplémentaire dans &1l. Mais dans un cristal ani- 
sotrope (y compris dans un cristal de symétrie cubique) il n’y a. généralement 
parlant, aucune raison pour qu'une telle petitesse apparaisse. 
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de sorte que 
Lee  d'(er[T}. (82,27) 


Il en découle les lois de variation de la conductivité électrique et de 
la conductivité thermique en fonction de la température 


60TE?, x T-! (82,28) 


(L. D. Landau, I. Y. Pomeranchuk, 1956). Lorsque la température 
baisse, la fréquence effective v.. des collisions électron-électron dé- 
croît plus lentement que la fréquence v., », des collisions électron- 
phonon. Mais le petit paramètre dans v.. étant T/e- et non pas 7/6 
comme dans Ve, pr, les collisions électron-électron ne peuvent deve- 
nir déterminantes qu'aux températures très basses. 

Notons aussi qu’en principe les lois (82,28) peuvent se rapporter 
aux surfaces de Fermi aussi bien ouvertes que fermées. Comme les 
quasi-impulsions des électrons sont grandes, la nécessité de l’exis- 
tence des processus de basculement ne constitue pas, généralement 
parlant, une source de petitesse supplémentaire quelconque dans 
le cas des surfaces de Fermi fermées. 


Problème 


Calculer le coefficient thermo-électrique & pour un métal à surface de Fermi 
fermée, aux basses températures, en négligeant les processus de basculement. 
Solution. L'équation cinétique pour les électrons 


—<Æ Se (VET) = Ste, pe (1) 
L'équation cinétique pour les phonons s'écrit sous la forme 
7 TE VT = Styn. eN, @) 
si l’on remarque que 
ONo _ __® 9No __% 2N, 
ÔT T do T dk 


Muiltiplions l'équation (1) par p, l'équation (2) par k, intégrons-les sur 28p/(2x)° 
et dk/(2n)° respectivement et ensuite additionnons les deux équations membre à 
membre. Le second membre s'annulera du fait de la conservation de la quasi- 
impulsion totale des électrons et des phonons en l'absence de processus de bascu- 
lement. Finalement on obtient 

Q or, 2d3p VT E—u ôn 2&p , 

À È (E 2p }P os 3 \ T _ dœ UP) Qnys 


FT Ç & fONo À dk 
a \ + | 0k ) os “0 (3) 
où la deuxième et la troisième intégrales sont écrites dans l'hypothèse où la 
symétrie du cristal est cubique. 
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. La première intégrale de (3) est transformée de la même façon que lors de 
l'établissement de (81,4). Elle donne —eE (NW; — N}h). La deuxième intégrale 
se calcule comme lors de l'établissement de (78,12) et donne —A4TVT, où 


ste 
7 9 Lo JP ve le; 


(l'intégrale est prise sur une surface isoénergétique £ = const). Après la trans- 
formation par parties la troisième intégrale prend la forme 


VT 


7 | No RE 


(2) 

(l'intégrale sur la surface des faces de la maille du réseau réciproque s’annule 
du fait que la fonction V, décroît rapidement lorsque w augmente aux basses 
températures. Pour des phonons acoustiques de faibles fréquences (qui sont les 
seuls à présenter de l'importance aux faibles valeurs de T) la vitesse u et le 
rapport x — k/w ne dépendent que de la direction de k (mais non pas de w). 


En utilisant pour l'intégrale sur w l'expression connue, on trouve que la troi- 
sième intégrale de (3) est égale à —BTSVT, où 


__m xu TX 
BD] (+S)rn 
(la sommation est étendue aux trois branches du spectre de phonons). 
Ainsi, l'égalité (3) devient 
—eE (N, — Nh) = VT (AT + BTS). 
En la comparant à (78,1) (pour j = 0), on trouve le coefficient thermo-électrique 


__AT+BTS 
FN É 


La condition j = U peut être assurée par un choix convenable du terme de la 
forme (81,1) dans la solution de l'équation cinétique. Conformément à ce qui a 
été dit au $& 81, l'expression (4) a une valeur finie pour un métal non compen- 
sé, mais elle devient infiniment grande pour N, = à}. 


$ 83. Diffusion des électrons suivant 
la surface de Fermi 


Au cours de ce paragraphe il sera montré comment l'équation 
cinétique du problème de la conductivité électrique aux basses tem- 
pératures (82,17) peut être ramenée à la forme d’une équation de 
diffusion !). En nous intéressant seulement à ce problème, nous 
n’allons considérer que la partie de la fonction q indépendante de 
n = Ee — en la désignant par q (pr) (au lieu de la désignation spé- 
ciale a (pr) utilisée au paragraphe précédent). De même qu’au $ 82, 
nous aurons en vue le cas des surfaces de Fermi ouvertes. 


1) Dans l'exposé ci-dessous nous suivons R. N. Gourjie et À. I. Kopélio- 
vitch (1971). 
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La fonction 


ôn ôn 


(27) de (27) 


est une adjonction hors d'équilibre à la répartition d'équilibre des 
électrons suivant l’espace des impulsions. On peut passer de cette 
répartition à la répartition sur la surface de Fermi en écrivant à cet 
effet l’élément de volume d°p sous la forme de dS/v (74,19), en inté- 
grant sur de = dn et en remplaçant de façon approchée l'élément de 
surface dS de la surface isoénergétique et la vitesse v, tous deux 
dépendants de e, par leurs valeurs dS -k et v+ sur la surface de Fermi. 
La fonction œ est par hypothèse indépendante de € et l'intégration 
du facteur —0n,/0e donne 1. Ainsi, la densité de répartition sur la 
surface de Fermi est donnée par l'expression 


(pr) 
TEUTÉ A 

Pour plus de clarté, écrivons d’abord l’équation cinétique (82,17) 
avec la dérivée partielle par rapport au temps dans son premier 
membre comme si la répartition était non stationnaire: 


On 0 
de ot 


ô, 
—eEvr <= Li(œ). 


Ici le terme contenant L,, qui disparaît après l’intégration de l’équa- 
tion sur dn/vr, est déjà omis: 


e 

(Lo er. (83,2) 
Le premier terme au premier membre traduit la vitesse de variation 
de la densité des électrons sur la surface de Fermi. L’équation doit 
avoir la forme d’une équation de continuité, c'est-à-dire que le 
deuxième terme au premier membre doit représenter la divergence 
de la densité de flux s des électrons sur la surface de Fermi; pour 
ce qui est du terme au second membre contenant le champ électrique, 
il joue le rôle de la densité de sources et de drains. 1l s’agit ici d’une 
divergence bidimensionnelle sur une surface courbée : il est pourtant 
commode de l'écrire en désignations tridimensionnelles 


lci, V, est l’opérateur ordinaire de dérivation par rapport aux coor- 
données cartésiennes dans l’espace des p, et l'opérateur entre acco- 


lades est sa projection sur un plan tangent à la surface de Fermi en 
chacun de ses points donnés (nÆ étant le vecteur unitaire de la nor- 


= {Vp— nr (nrVp)}s. (83,3) 
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male à la surface) !). Le vecteur s (pr) est donné sur la surface de 
Fermi, mais dans (83,3) nous le considérons formellement comme 
étant donné dans tout l’espace (mais dépendant seulement de la 
direction de pr). L’équation cinétique (dans laquelle nous omettons 
maintenant la dérivée par rapport au temps) prend la forme 


{Vo—nr(nrVp)}s = —eE . - (83,4) 
Le problème consiste à déterminer le flux s, à trouver son expression 
en fonction de . 

Introduisons dans l’espace des p un système de coordonnées carté- 
siennes ayant son axe des z dirigé suivant la normale à la surface 
de Fermi au point où l’on calcule s (p-+) et l’origine à ce même point. 
Par définition, la composante s, du flux est la différence entre le 
nombre des électrons traversant (en 1 s) une bande de largeur unité 
dans le plan yz de gauche à droite (dans le sens des x positifs) et le 
nombre des électrons qui traversent cette bande de droite à gauche. 

Considérons la différence entre le nombre d’actes d'émission de 
phonons de quasi-impulsion k dans l'intervalle donné d'k par des 
électrons, dont les quasi-impulsions sont comprises dans l’intervalle 
d'p, et le nombre d'actes inverses d'absorption de tels phonons. Elle 
est donnée par le premier terme (changé de signe) de l'expression 
sous le signe d'intégration (79,9): 

dk à , , " 
Sp ur que WRI Ro) 8 (e— 8" —Qù) (Fp—Po+ A), (83,5) 
où p—p +k?). La fonction de phonons y£ doit être exprimée ici 
au moyen de suivant (82,5): 


1 , 2ds a 
Xx= — ie À w (n,— no) Ô (8 —E"—Ox) (pr — Pn) Ts (83,6) 


L 


avec Vpn, e donnée par (82,6). 


2 1) Cet opérateur figure dans l’analogue bidimensionnel du théorème de 
auss 


$ es di = \ {V—n(nv)}s ds. 


L'intégrale au premier membre est prise sur un contour fermé situé sur la sur- 
face donnée (e étant le vecteur unitaire de la normale dans un plan extérieur au 
contour et tangent à la surface en son point donné); l'intégrale au second mem- 
bre est prise sur la partie de la surface délimitée par le contour. 

2) Dans les raisonnements développés plus haut nous avons omis le facteur 

2x)-# dans la définition de la densité superficielle (83,1). Par conséquent, nous 
omettons un tel facteur aussi dans (83,5). 

Rappelons aussi que nous avons convenu d'admettre dans le cas des sur- 
faces de Fermi ouvertes les valeurs de la quasi-impulsion des électrons dans tout 
le réseau réciproque (v. $ 81); aussi la loi de conservation de la quasi-impulsion 
s'écritelle dans le terme b. 


430 METAUX [CH. IX 


Si k, << 0, ce sont les électrons dont la composante x de la quasi- 
impulsion initiale est comprise dans l'intervalle 


k, < px <0 (83,7a) 


qui traverseront, par suite de l'émission d'un phonon, la bande con- 
sidérée (dans le sens de gauche à droite); pour de telles valeurs de 
p l'expression (83.5) apporte une contribution positive au fluxs.. 
Si k. >> 0. ce sont les électrons avec 


0O<p;<k, (83,7b) 


qui traverseront, par suite de l'émission d’un phonon, la bande 
considérée (dans le sens de droite à gauche); la contribution corres- 
pondante au flux s, sera négative. De ce qui précède nous pouvons 
conclure que pour trouver s, il faut: 1) intégrer l'expression (83,5) 
sur l'intervalle unité p, et sur tout le domaine de variation de p.; 
étant donnée la convergence rapide, la dernière intégration peut être 
étendue de —co à co; 2) intégrer sur l'intervalle (83.7) de valeurs 
de p,.. Mais du fait d’une variation lente de toutes les grandeurs en 
fonction de p. le long de la surface de Fermi, cette intégration se 
réduit tout simplement à la multiplication par la longueur de l’in- 
tervalle ; compte tenu du signe avec lequel le résultat de l’intégra- 
tion doit entrer dans s,, cela signifie tout simplement la multipli- 
cation par —k,; 3) intégrer, enfin. par dk. 

La composante s, du flux ne diffère de s, que par l’utilisation 
dans l’expression à intégrer de k, au lieu de k.. Cela permet d’écrire 
le flux sous forme vectorielle 


&k À ONG y , 
S(Pr)= — \ À # { rs w(n— no) Ô(e—E — 6) X 


X (gp — Pp+ Ax)} dpes (83,8) 


où x est la projection de k sur un plan tangent en point pr. 

Commençons par écrire dk = dk.d°x et intégrons sur k,. Eu égard 
à la petitesse de k, on peut transformer l’argument de la fonction & 
dans (83,8): 


! Q 
Ô (Ep —Ep-x— 0x) & 6 (kVr—0) = 8 (4 ——) 
(la direction de v- coïncide avec la normale à la surface de Fermi). 
L'intégration sur #, élimine la fonction ô et en même temps remplace 
partout k, par w/vr. Mais comme w/vk — kulvk € k, on peut poser 
tout simplement k, = 0, c'est-à-dire effectuer la substitution 


k — ». (83,9) 


On peut effectuer aussi l'intégration sur dp, = de/v, sous la 
forme générale puisque dans l'expression à intégrer c'est seulement 
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la différence 


Ro (E— 0) — 1 (€) & — 0-7 


qui est une fonction rapidement variable de &; l'intégration sur & 
transforme ce facteur en w. Après ces opérations l'expression (83,8) 
prend la forme 


1 CA (@, - 
S (Ph = Er (Gp—p+x) Du. (83,10) 


Pour une transformation ultérieure de l'intégrale nous y écri- 
vons, en utilisant de nouveau la petitesse de k: 
dl 
p(p—k)—p(p}& —k SE à —x 
où t — x/xest le vecteur unitaire de la tangente à la surface de Fermi 
dans la direction de x. Etant donné qu’une telle différence figure 


également dans l'intégrale (83,6), la fonction % (k) peut ètre repré- 
sentée sous la forme 


4 (k) = xa (t). (83,11) 
Enfin, étant donné (79,4), représentons w sous la forme 
w = xM (pr, t). (83,12) 


Avec ces désignations on a 


re Léo en M (ta— 


dp_ +) x dr d® 
ôp EU 
où ® est l'angle polaire de la direction de x dans un plan tangent. 

L'intégration sur x dans (83,13) se ramène au calcul de l’inté- 
grale 


1 
2 6219 


æ 
J=\ PAT 


0 


No . 
dw., dx; 


la convergence étant rapide, l'intégration peut être étendue jusqu’ à 
co. L'énergie d’un phonon de petite quasi-impulsion x = zt: w, — 
=ut(t) x. Par conséquent, 


æ ES 
4 : 9N0 5 ( ‘ 
I = EE \ (0) Fu d0= ETC Nov do = 
0 (0 
5T* e a d. TS 
2. » Er » 
aus ES = — 120% (5) PE 


(la valeur de la fonction Ë: & (5) = 1,037). 
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Ainsi. nous sommes conduits à l’expression suivante pour la 
densité de flux électronique suivant la surface de Fermi: 


RE (ef) A6 


où les chevrons désignent la moyenne sur les directions de t dans un 

plan tangent en point donné p- de la surface de Fermi. 11 reste à 

obtenir une expression aussi simple que possible pour a. 
Suivant la définition (83,11) on déduit de (83,6) 


__ [M {n5— no) 8 (e—e’—w) (8g/8p) d'p 
_ Ÿ M (n5— 10) 8 (e—e'—w) dSp 


(le numérateur et le dénominateur sont simplifiés par les facteurs 
communs). Remplaçons l’intégration sur d'p (voir le début de ce 
paragraphe) par l'intégration sur dS -de/v-. C'est seulement le fac- 
teur no (e — ©) — no (e), le même dans les deux intégrales, qui 
dépend de e; les résultats de l'intégration au numérateur et au dé- 
nominateur se simplifient. Après cela nous écrirons l'argument de la 
fonction 6 sous la forme kv; — © Æ xv# (nous négligeons les gran- 
deurs d’ordre relatif u/v-). Finalement on obtient 


___[ vF M6 (nt) (0q/op) dSr 


f vF M6 (nt) dSr (6518) 
(M étant la fonction du point p} sur la surface de Fermi et de la 
direction de t; n, le vecteur unitairé de la normale). Vu la présence 
de fonctions 6, les intégrales ne sont en fait prises que le long de la 
ligne sur la surface de Fermi sur laquelle la normale est perpendicu- 
laire à la direction de t de la quasi-impulsion du phonon. 

Les formules (83,4) et (83,14), (83,15) permettent de résoudre le 
problème de la réduction de l’équation cinétique à la forme d’une 
équation de diffusion. L’équation obtenue est une équatiôn intégro- 
différentielle. La densité de flux (83,14) peut s’écrire sous la forme 


Sa = — Dog (+ — a) ; (83,16) 
où 
D= Ts 20770 ats) (83,17) 
ab — a ‘u5(t) B , 


(æ, B étant des indices vectoriels bidimensionnels). Le premier 
terme a la forme différentielle ordinaire avec le tenseur de coeffi- 
cients de diffusion D, 8; ce terme est lié à la diffusion des électrons 
par des phonons en équilibre. Le second terme est intégral; il est 
lié à l’effet d'entraînement des électrons par les phonons hors d’équi- 
libre. 
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La densité de courant se calcule par les fonctions ® comme l'in- 
tégrale 


: 2 
1 — qe | ends. 


L'équation (83,4) avec s donné par (83,16) et (83,17) montre que 
la fonction @ (et avec elle la conductivité électrique du métal) 
varie avec la température comme T-5, ce qui est en accord avec le 
résultat du paragraphe précédent. On notera que l’entraînement 
des électrons par les phonons ne change pas cette loi bien qu'il in- 
flue sur la forme de l'équation cinétique. 


$ 84. Phénomènes galvanomagnétiques 
dans des champs intenses. Théorie générale 


Un paramètre caractéristique sans dimension qui détermine 
l'influence d’un champ magnétique sur la conductivité électrique 
du métal est le rapport r 3/1, où r, est le rayon de Larmor de l'orbite 
électronique et /, le libre parcours moyen. 

Rappelons (voir IX, $ 57) que le mouvement des électrons de 
conduction dans un champ magnétique est pratiquement toujours 
quasi classique du fait de la très petite valeur du rapport fo k/er 
(où w est la fréquence de Larmor). La trajectoire dans l’espace des 
impulsions est dans ce cas constituée par le contour de la section de 
la surface isoénergétique e (p) — const par le plan p, = const, l’axe 
des z étant orienté suivant le champ. Comme les énergies des élec- 
trons sont proches de l'énergie limite ek, les surfaces isoénergétiques 
dont il peut s'agir ici sont voisines de la surface de Fermi. Aussi les 
dimensions de la trajectoire dans l’espace des impulsions coïnci- 
dent-elles avec les dimensions linéaires de pÆ de la section corres- 
pondante de la surface de Fermi. Quant aux dimensions de la tra- 
jectoire dans l’espace ordinaire, elles ont pour valeur 


rs — CprleB. 


Cette quantité est inversement proportionnelle au champ magné- 
tique. C’est pourquoi dans les phénomènes galvanomagnétiques on 
doit considérer comme faibles les champs pour lesquels r; > l 
et comme intenses les champs pour lesquels 


rs € L (84,1) 


Dans le cas des champs magnétiques faibles, une étude cinétique 
(la loi de dispersion des électrons étant quelconque) ne donne rien 
de nouveau par comparaison aux résultats de la théorie purement 
phénoménologique. Le caractère de la variation des composantes du 
tenseur de conductivité électrique o,$ en fonction du champ magné- 
tique correspond dans ce cas tout simplement au développement en 


28—01298 
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puissances de B compte tenu des exigences imposées par le principe 
de symétrie des coefficients cinétiques (voir VIII, $ 22). 

Par contre, dans le cas des champs intenses, la mise en évidence 
de cette variation de la conductivité en fonction du champ magné- 
tique exige que l’on procède à une étude cinétique. La condition de 
champ fort (84,1) n’est en fait satisfaite qu'aux basses températures 
lorsque le libre parcours moyen / est suffisamment grand. Dans ces 
conditions, le métal se trouve généralement dans le domaine de sa 
résistance rémanente liée à la diffusion des électrons par des atomes 
d’impureté; c’est précisément ce cas que nous aurons en vue. L'in- 
teraction entre les électrons de conduction et un atome d’impureté 
s'effectue à des distances de l’ordre de la constante d de réseau. Si 
rpg € L mais en même temps r; > d, la présence de champ magné- 
tique est sans effet sur cette interaction et donc sur l'intégrale des 
collisions. 1l se trouve dans ces conditions que le caractère de la 
variation du tenseur de conductivité en fonction du champ magné- 
tique ne dépend pas de la forme concrète de l’intégrale des collisions. 
En mème temps il dépend en grande part de la structure du spectre 
énergétique des électrons de conduction: de la forme de la surface 
de Fermi !). 

Passons à l'établissement d'une équation cinétique décrivant 
les phénomènes galvanomagnétiques. 

Il sera plus judicieux d'exprimer maintenant la fonction de ré- 
partition non par les composantes cartésiennes de la quasi-impulsion p 
mais par d’autres variables liées à la trajectoire de l'électron : l’éner- 
gie e, la composante p, de la quasi-impulsion le long du champ magné- 
tique (axe des z) et le « temps de mouvement de l’électron sur la 
trajectoire dans l’espace des impulsions » d’un certain point fixe 
à un autre point donné. La dernière variable (que nous désignerons 
par la lettre t) est introduite à l’aide de l’équation du mouvement 
quasi classique de l’électron de conduction dans un champ magné- 
tique 


dp e de 
les composantes x et y de cette équation ont pour expression 
dpx _ e dpy __e 
Te Ub ge Vsb- (832) 


En faisant la somme des carrés de ces équations et en introduisant 
l’élément de longueur ds de la trajectoire dans l’espace des impulsions, 
dans le plan zy (ds — dp£ + dpi), on obtient 

=, vi suivi (84,3) 


1) La théorie exposée ci-dessous appartient à J. M. Lijchitz, M. Y. Azbel 
et M. I. Kaganov (1956). 
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c'est par l'intégration de cette égalité qu’est déterminée la nouvelle 
variable + en fonction des p,, py, p.. 

En nouvelles variables, le premier membre de l’équation ciné- 
tique prend la forme !) 


CLR LU ôn 
dt ôp 


— 
, 
. 


+ et. (84,4) 


Cherchons la fonction de répartition, comme d'ordinaire, sous la 
forme 


n = no (€) + ôn (e, Pa T). (84,5) 


Comme il a été montré à la fin du $ 74. dans des champs électrique 
et magnétique constants, l'équation cinétique, linéarisée par rapport 
à ôn, pour les quasi-particules du liquide de Fermi s’écrit de la même 
façon qu’elle serait écrite pour les particules du gaz de Fermi. Les 
dérivées €. p.. t doivent être exprimées dans ce cas à l’aide de l’équa- 
tion du mouvement d’un électron isolé dans un champ électromagné- 
tique : 

® e 

p = —eE — —[vB]. (84,6) 


On en déduit pour la dérivée & 
e dŒ L] 
ep —evE; 


le champ magnétique disparaît parce qu'il n'effectue aucun travail 
sur la charge. Puis, pour un champ B dirigé suivant l’axe des z 


on a p, = —eE.. Enfin, le rapprochement entre les équations (84,2) 
et (84,6) montre que la dérivée dt/dt ne diffère de 1 qu’en présence 
du champ E (nous n’aurons pas besoin de tenir compte de cette diffé- 
rence). 

Comme la fonction de répartition d'équilibre n, ne dépend que 
de € tandis que &, p., t sont des variables indépendantes, dn,/0p, — 
= 0, dno/ôt = 0. Le champ électrique est considéré comme étant 
aussi faible que l’on veut ; lors de la linéarisation de l’équation ciné- 
tique il convient d'omettre des termes contenant les petites quanti- 


tés ôn et E à la fois. Alors l'expression (84,4) devient 


dôn 
êt e 


dn | ‘rs 
HZ E+ 


1) L'utilisation d’une équation cinétique quasi classique signifie que l’on 
néglige les effets liés à la quantification des niveaux énergétiques dans le champ 
magnétique. Ces effets seront examinés plus loin, au $ 90. 


28% 


436 METAUX (CH. IX 


Représentons ôn sous la forme 
da 
de 
(cf. (78,6)). Alors le premier membre de l'équation cinétique prend 
la forme définitive suivante : 


ôn= M eEg, g=g(e, p. T) (84,7) 


d ô ; ; 
mel te) (84,8) 


Quant à l'intégrale des collisions au second membre de l'équa- 

tion cinétique, elle sera écrite, après la linéarisation, sous la forme 
ôn 

St r —— eEJ (g) (84,9) 

(rappelons que dans l'intégrale des collisions décrivant la diffusion 


élastique par des atomes d’impureté, tout facteur dans ôr, dépendant 
uniquement de e, peut sortir du signe d'intégration); pour ce qui 
est de la forme concrète de l'opérateur intégral linéaire Z (g), nous 
n’en aurons pas besoin. 

En égalant les expressions (84,8) et (84,9), on obtient finalement 
l'équation cinétique déterminant la fonction g: 


EI (g)=v. (84,10) 
Le tenseur de conductivité est donné par l'intégrale (78,9): 
ô, 243 
Cat = — et \ < eg EL . 


Le passage aux nouvelles variables dans cette intégrale s'effectue 
par le remplacement dp —+ | J | de dp, dt, où 
J es 9 (Pxs Puy Pz) 
7 (te, p) 
est le jacobien de transformation. Il est facile à trouver directement 
à partir des équations (84,2) définissant la variable t. En écrivant 
les deux membres par exemple de la première de ces équations sous 


forme de jacobiens 


O(Px, €, P:) __ __ eB _O(e, px, P:) 

O(T. €, P2) ©  O(Pys Px: Pz) 
et en multipliant les deux membres par 4 (p,, Px, p,)/0 (e, px, p.), 
on trouve | J | — eB/c. En négligeant le flou de température de la 
répartition »,, posons, comme d'ordinaire, Ong/0e — —6 (e — &k), 
après quoi on obtient l'expression définitive 

2e3B 
CRTC ETES \ vags dt dp;, (84,11) 


où l'intégration s'effectue sur la surface de Fermi. 
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Suivant la définition (84,3) la variable + est proportionnelle à 
4/B. Aussi le terme 0g/67 intervenant dans l'équation linéaire (84,10) 
est-il proportionnel à B et donc grand par rapport aux autres termes. 
Cela permet de résoudre l’équation par approximations successives 
sous forme de série de puissances de 1/B : 


g = eo + gn +... (84,12) 
où gt" © B-"1). Les termes de cette série vérifient les équations 


ao) | dE) r. de) ; 
7 0, a = I(g®)-+ v, NS =]T(g®), ... (84,13) 
La solution de ces équations 
gi) = CU, 
T 
g® = À 17 (CO) + v (r)1 ar + Cu, (84,14) 


U 
T 


gt — \ I(g)dr+c®, ..., 
(U 

où CU), CU), ... sont fonctions des seuls & et p.. 

La fonction g doit satisfaire à des conditions bien déterminées. 
Si les trajectoires électroniques dans l’espace des impulsions (c'est-à- 
dire les contours des sections de la surface de Fermi par des plans 
p: = const) sont fermées, le mouvement des éleetrons est périodique ; 
par voie de conséquence, la fonction g (e, p,, t) doit elle aussi 
être périodique suivant la variable + (de période T7 dépendant de 
P:). Si la trajectoire est ouverte, le mouvement dans l’espace des 
impulsions est infini et la fonction g ne doit satisfaire qu’à la con- 
dition de finitude. 

Prenons la moyenne des équations (84,13) sur t. Si les fonctions 
g sont périodiques. la valeur moyenne pendant une période 


= T 
EH 200 


est nulle parce que g (7) — g (0). Si les fonctions g ne sont pas 
périodiques, la moyenne est prise sur un intervalle infini et la valeur 
moyenne s’annule du fait de la finitude de g. Ainsi, dans tous les 
cas le calcul de la moyenne des équations donne 


Te) =17(C0) = —v, T(gM)=0, .….; (84,15) 


ces relations déterminent en principe les fonctions C(), Cl, .. 


1) De mème que cela a été fait au $ 59 pour le calcul des coefficients ciné- 
tiques du plasma dans un champ magnétique intense. 
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En passant au calcul du tenseur de conductivité, rappelons au 
préalable quelques-unes de ses propriétés générales établies en théo- 
rie phénoménologique (voir VIII. $ 22). 

Suivant le principe de symétrie des coefficients cinétiques 


Cas (B) = G8a (—B). (84.16) 


Le tenseur 0,8 peut être décomposé en deux parties, l’une symétri- 
que, l’autre antisymétrique : 


Cap = OùB + Cup - (84.17) 
Compte tenu de (84,16) on a pour ces parties: 
oa8 (B) = oÿs (B) = o68 (— B), 


& : : (84,18) 
Gap (B)= — 0h (B) = — 06p (— B). 


{41 


Ainsi, les composantes o4g sont des fonctions paires et les compo- 
santes o%$ les fonctions impaires de B. Au lieu du tenseur antisy- 
métrique 068 on peut introduire son dual. le vecteur axial a suivant 
la définition 

(UE gs rx — Ays Ayz — Ox. 


Les composantes du vecteur densité de courant seront alors repré- 
sentées sous la forme 


la = CapEt = 068 Ep +1Eal].. (84,19) 


La dissipation de l'énergie lors du passage du courant ne se déter- 
mine que par la partie symétrique du tenseur de conductivité: jE = 
= OffE.Eg. Le tenseur inverse ps — 6:b peut être lui aussi dé- 
composé de la même façon en une partie symétrique et une partie 
antisymétrique, duale du vecteur axial b. Le champ E sera alors 
exprimé en fonction de j par la formule 


E = p68ie + (ble (84,20) 


Le terme [Ea] dans le courant ou le terme [jb] dans le champ élec- 
trique décrit l'effet Hall. 


$ 85. Phénomènes galvanomagnétiques 
dans des champs intenses. Cas particuliers 


Trajectoires fermées 


Commençons par les cas où toutes les trajectoires électroniques 
(c'est-à-dire pour toutes les valeurs de p.) dans l’espace des impulsions 
sont fermées pour une direction donnée de B. Sur les surfaces de 
Fermi fermées les trajectoires sent toujours fermées quelle que soit 
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la direction de B. En ce qui concerne les surfaces de Fermi ouvertes, 
il peut y avoir aussi bien des cas où les trajectoires sont fermées 
pour toute direction de B que des cas où les sections ne sont fermées 
que pour des directions du champ déterminées (ou situées dans des 
intervalles déterminés). 

Lors du mouvement sur une trajectoire fermée (dans le plan xy) 
les valeurs moyennes des vitesses dans ce plan sont nulles: v, — 
= y = 0; cela résulte des équations du mouvement (84,2) compte 
tenu de ce qu'après avoir parcouru la trajectoire les p, et p, repren- 
nent leurs valeurs initiales. Pour ce qui est de t., elle est toujour 
différente de zéro parce que le mouvement dans le sens du champ 
est infini. La première des égalités (84,15) donne maintenant 


I1(C2)=1(C;)=0, 
d'où Cf =CY  =U!). La solution (84,14) prend dans ce cas la 
forme suivante: 
€ (EL 2) 
&x = 7 Put Cx + gé +... 
= pe + CN +. (85,1) 
= Cent... 
(l'intégration de la fonction v (+) est effectuée à l’aide des équations 
(84.2)). 
Les composantes du tenseur de conductivité sont calculables 
à l’aide de la formule (84,11). C'est ainsi que 


2e ( ? dPy c 
uni gel 


= Gas TS Pts +e] drdp, 
(v. est de nouveau exprimée à l'aide de (84,2)). Puisque C{” ne 
dépend pas de 7, l’intégration sur + dans les deux premiers termes 
se ramène à l'intégration des dérivées dpi/dt et dp,/dx et donne zéro. 
Ainsi, une contribution à l'intégrale n’est apportée que par le terme 
contenant g{*, de sorte que ©,, © B*. 

Puis, calculons 


2e? dp 
Oxy — (2rñ)s \ $ _ [- +0] dx dp,.. 
L'intégration du deuxième terme donne de nouveau zéro tandis que 
dans le premier terme on a 
> dPy KL] 
Ÿ ps TX dt= \ Pz dpy = +S (P-); 


1) Il n'y a aucune raison pour que l'équation homogène linéaire { (C) = 0 
possède une solution quelconque en plus de la solution trivialeC = 0. 
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où S (p.) est l’aire de la section de la surface de Fermi par un plan 
p. = const. Les signes + et — se rapportent respectivement à des 
cas où à l’intérieur du contour se situe la région de plus faibles ou 
de plus hautes énergies, c’est-à-dire aux cas où la trajectoire fermée 
est celle des électrons ou celle des trous (voir IV, $ 61); nous dé- 
signerons la surface S par S. dans le premier cas et par S, dans le 
second. La différence de signe apparaît ici par suite du changement 
de sens de parcours de la trajectoire. L'intégration de la surface S 
sur p, donne le volume Q de l’espace des impulsions contenu à l’inté- 
rieur de la surface de Fermi (si les trajectoires fermées se situent sur 
une surface de Fermi ouverte, Q est le volume limité par cette sur- 
face et les faces de la maille du réseau réciproque). Ainsi, 


spees 2(Qn— 0e) = = (N,—N), (85,2) 


où Q, et Q, sont les volumes des cavités d'électrons et de trous de la 
surface de Fermi. Les grandeurs 


= 2e _ = 2h _ 
Ne= (2ra) ? Ni= Qi) 


ont respectivement les nombres des états électroniques occupés, 
d'énergie e er, et des états libres, d'énergie e > e,k (rapportés 
à l'unité de volume du cristal). Dans le cas des surfaces de Fermi 
fermées ces notions ont un sens bien déterminé et les grandeurs W, 
et N, représentent une caractéristique du spectre électronique du 
métal indépendante de la direction du champ B; dans le cas des 
surfaces ouvertes le sens de ces grandeurs devient moins déterminé 
parce qu’il se peut qu'elles dépendent de la direction de B. 

L'expression (85,2) est une fonction impaire de B et de ce fait 
elle entre dans la partie antisymétrique du tenseur 6,4 !). Quant 
à la composante of} de la partie symétrique du tenseur, elle est 
conne par le terme suivant du développement de 6,,, proportion- 
nel à B*. 

On détermine de même la variation en fonction de B des autres 
composantes de 0,8. C'est ainsi que 

2e3B 
Ge En \ $ v.C ar dp.. 

L'intégration sur + fait apparaître le facteur B-!, et C!” est indé- 
pendant de B ; pour cette raison 6. est elle aussi indépendante de Z. 

Finalement on trouve que 


6? — const, les autres of © B?, a © B”1. (85,3) 


1) L'établissement de l'équation cinétique montre clairement que B y entre 
non comme la valeur absolue du vecteur B mais comme la projection 2, = 
= B. Aussi le remplacement B — —B exige-t-il en même temps le remplace- 
ment B —+ —B dans les formules écrites. 
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Dans ce cas, toutes les composantes de où et de a dépendent de la 


forme de l'intégrale des collisions à la seule exception de 
a (NN). 


Notons que lorsque B —+ , toutes les composantes de 0,3 excepté 
0,, tendent vers zéro. La cause physique d’un tel comportement est 
la localisation des électrons sur des orbites, petites devant le libre 
parcours moyen; quant à la finitude de 0,., elle est liée à ce que le 
mouvement des électrons le long du champ magnétique reste tou- 
jours infini. 

Le petit paramètre du développement est le rapport r,/l. Aussi, 
l’ordre de grandeur des composantes de off$ proportionnelles à B? 
peut être évalué comme 


a = oo (rs/l)}, 60 — Nellpr. 


On notera que ot‘) © 1/!; cela signifie que lorsque le libre parcours 
moyen augmente, la conductivité transversale dans le champ magné- 
tique tend vers zéro et non vers l'infini, comme c'est le cas en l'ab- 
sence de champ. 

Pour ce qui est des composantes de la partie antisymétrique du 
tenseur 6,8, elles sont évaluées comme 


ot) = or n/l = ecN/B. 


Soulignons pourtant que l'indépendance de cette évaluation à l’égard 
de ne signifie pas que les valeurs exactes de o£} ne dépendent pas 
de la forme concrète de l'intégrale des collisions (une exception n'est 
faite que pour of); un calcul précis du tenseur 6,4 exigerait une 
détermination complète des fonctions C(1) et g(? par résolution d’une 
équation cinétique concrète. 

À partir de (85,3) on peut aussi déterminer les lois limites de 
variation en fonction de B des composantes du tenseur inverse 
Pas = Gas). En ne gardant que des termes d'ordre le plus bas en 
1/B, on trouve 


(8) 


pas—const, b,, b,=const, b,B, (85,4) 


1) Le tenseur inverse doit être calculé bien entendu par la somme 6,8 = 
= OGB + ofg et c'est seulement après qu'il peut être divisé en parties symé- 
trique et antisymétrique. Ainsi, on peut obtenir les formules suivantes : 


) — 


Î _ 1 
Pa nr (oi lots) + daaf}, ba TG oGan, 


où o = 0 + offaaag est le déterminant du tenseur 0,4 et o(f) est le déter- 
minant de sa partie symétrique (voir problème dans VIII, $ 22). 
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et toutes ces grandeurs dépendent de la forme de l'intégrale des colli- 
sions. la seule exception étant faite pour 
! B 

b, = PT PET TN (85,5) 
Lorsque B — oo, toutes les composantes de of; tendent vers des 
limites constantes. 

| Les métaux compensés dans lesquels V, := V, exigent une étude 

particulière. Dans ce cas l'expression (85,2) s’annule et le développe- 
ment de of commence par un terme proportionnel à B-#. Ainsi, 
dans ce cas 

x ay © B71, a, © B”; (85,6) 


et la loi de variation de of en fonction de B reste la même. Pour 
le tenseur inverse on obtient maintenant 
p=const, p}, pé=const, 


9, pr pr  B2, bo B. (85,7) 


Trajectoires ouvertes 


Pour des métaux à surfaces de Fermi ouvertes, admettant des 
trajectoires ouvertes, divers tas peuvent se présenter dont nous 


————-|--—- 


Fig. 30 Fig. 31 


n’allons analyser qu'un seul illustrant les particularités caractéristi- 
ques de la situation qui se crée. 

Considérons une surface de Fermi du type « cylindre ondulé » 
qui passe de façon continue d’une maille du réseau réciproque dans 
les suivantes (fig. 30). Si le champ magnétique n’est pas perpendi- 
culaire à l’axe du cylindre, toutes les sections sont fermées ; la varia- 
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tion asymptotique de 06, en fonction de B est alors donnée par 
l'ancienne loi (85.3). 

Par contre. si le champ magnétique est perpendiculaire à l’axe 
du cylindre. il existe des sections ouvertes. Choisissons comme tou- 
jours l'axe des = suivant le champ; dirigeons l’axe des x le long de 
l'axe du cylindre (la figure 31 représente en coupe une partie de la 
surface de Fermi dans une maille). Les trajectoires sont ouvertes 
pour | p. | < | p, | et infinies dans le sens de l'axe p.. Les valeurs 
moyennes de la vitesse sont 

— c  dPy = c dPx 


— — = — — 
, 


x dr nr -Der ab 


puisque p, varie indéfiniment; comme toujours v, # 0. Parmi les 
composantes du vecteur C( intervenant dans la solution de l'équa- 
tion cinétique Cf et C® seront maintenant différentes de zéro et 
de ce fait la deuxième ligne dans la solution de l'équation cinétique 
(85,1) sera remplacée par 


gy=Cy + +... 
De même que cela a été fait plus haut, on trouve maintenant que 


0% © B2. les autres og = const, a, B"3, a, a. Bt. (85,8) 


On en déduit pour le tenseur inverse 


pfr  B?, les autres pfÿ—const, b, © B°1, b,, b. B. (85,9) 
On notera une anisotropie manifeste de la résistivité dans un plan 
perpendiculaire au champ magnétique: le long de l'axe des y la 
résistivité p,, tend vers une limite constante, alors que dans la 
direction de l'axe des x elle augmente proportionnellement au carré 
du champ !). 

Une autre particularité caractéristique des propriétés galvano- 
magnétiques des métaux à surface de Fermi ouverte est leur dépen- 
dance nette envers la direction du champ magnétique intense. Dans 
ces métaux une telle dépendance a lieu lorsque la direction de B 
s'approche d’un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre quand il 
se produit le passage des lois (85,3), (85,4) aux lois (85,8), (85,9). 
Lorsque la direction de B est inclinée à un petit angle 6 sur le plan 
indiqué (voir fig. 30), les dimensions de la trajectoire impulsionnelle 
deviennent grandes, de l’ordre de pÆ/8, où pr sont les dimensions 
transversales de la surface de Fermi cylindrique. Par voie de consé- 
quence, la dimension de la trajectoire dans l’espace vrai devient elle 


1) Rappelons (voir IX, $ 57) que la trajectoire de l'électron dans le plan 
zy de l’espace vrai ne diffère de la trajectoire dans le plan p,p, de l’espace des 
impulsions que par un changement de l'échelle et la rotation Le 90°. Aussi, dans 
le cas considéré, le mouvement de l’électron dans l’espace réel est-il infini dans 
la direction de l’axe y. 
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aussi plus grande, de l'ordre de r 4.8, où r, est le rayon de Larmor 
correspondant à l'impulsion pF. Dans le domaine des angles pour 
lesquels r 3/01 — 1, le développement en puissances de r;/l utilisé 
plus haut devient inapplicable ; c’est dans ce domaine que la dé- 
pendance de la résistance vis-à-vis du champ subit une variation. 

Soulignons que dans tout l'exposé qui précède il s'agissait bien 
entendu des monocristaux. Dans un échantillon polycristallin les 
propriétés galvanomagnétiques anisotropes sont moyennées suivant 
la répartition des cristallites par les directions. 

On pourrait considérer de mème les phénomènes thermomagné- 
tiques dans un métal soumis à un champ magnétique intense. On 
constaterait en particulier que les composantes du tenseur de con- 
ductivité thermique électronique tendent vers zéro quand B — co. 
Mais dans ces conditions, le transfert de la chaleur par les phonons 
devient substantiel, il devient nécessaire de tenir compte aussi de 
l'interaction électron-phonon, de sorte que la situation se complique 
fortement. 


$ 86. Effet pelliculaire anormal 


Comme on l'apprend en électrodynamique macroscopique. le 
champ électromagnétique variable dans un conducteur s'affaiblit 
de la périphérie au centre ; le courant électrique qu'il fait naître se 
trouve alors concentré dans une couche superficielle du conducteur. 
Ce phénomène est appelé effet pelliculaire, effet de peau ou skin effect. 
Rappelons quelques formules qui s'y rapportent (voir VIII, $$ 58 
à 60). ; 

Un champ électromagnétique quasi stationnaire dans le métal 
satisfait aux équations de Maxwell 


HE LB. (86.1) 
rotB=# j, div B— (86.2) 


(le métal est supposé non magnétique, de sorte que H — B). On 
suppose bien entendu que la condition générale de l’applicabilité 
des équations macroscopiques est satisfaite : les distances 6 sur les- 
quelles le champ subit des variations essentielles sont grandes devant 
les dimensions atomiques. Si. au surplus, ces distances sont égale- 
ment grandes par rapport au libre parcours moyen / des électrons de 
conduction. la densité de courant j est liée au champ E par des rela- 
tions linéaires qui réunissent leurs valeurs en un même point de 
l’espace : j4 — OapEp, Où 6h est le tenseur de conductivité. L'effet 
pelliculaire qui se manifeste dans ces conditions est dit normal. 
Examinons cet effet en supposant que le milieu est isotrope (ou un 
cristal de symétrie cubique) ; le tenseur 0,4 se réduit alors à un sca- 
laire, de sorte que j = 6E. 
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Supposons que les conditions géométriques sont les plus simples : 
le métal occupe un demi-espace (r >> 0) limité par le plan x — 0. 
Le métal est soumis à un champ électrique uniforme extérieur pa- 
rallèle à sa surface et variant dans le temps à la fréquence w. Dans 
ces conditions les équations (86,1) et (86,2) prennent la forme 


rot E=® B, rot B— # 0E, divB=0. (86,3) 


En vertu de symétrie du problème les répartitions de toutes les gran- 
deurs dans le métal sont fonctions de la seule coordonnée x. De la 
première des équations (86,3) il résulte que le champ magnétique B 
est partout parallèle au plan de la frontière. Toutes les équations 
seront vérifiées si nous supposons que le champ électrique E se situe 
lui aussi partout dans le même plan. Dans ce cas la condition à la 
limite nécessaire à l’annulation de la composante du courant nor- 
male à la surface du métal sera satisfaite automatiquement : de 
E, = 0 il résulte aussi que partout j, — 0 !). 

En éliminant B entre les deux premières équations (86,3), on 
trouve 

rot rot E = grad div E— AE — ee. E. 
Pour le champ tangentiel qui ne dépend que de x, on a div E = 0 
et l'équation prend la forme 
É=- e (86,4) 


c° 


où chaque signe ” indique la dérivation par rapport à x. La solution 
de cette équation, s'annulant lorsque x — œ, est de la forme 


E = Ege-ivieti-1x/0, (86,5) 
où E, est l’amplitude du champ à la surface du métal et 
ô=c/V 2100. (86,6) 


La grandeur 6 est appelée profondeur de pénétration du champ ou 
épaisseur de peau; elle diminue lorsque la fréquence du champ aug- 
mente. Le champ magnétique dans le métal décroît suivant la même 
loi ; des équations (86,3) il ressort que E et B sont liés partout par la 
relation E — & [Bn}, où n est le vecteur unitaire de la normale à la 
surface (dirigé vers l’intérieur du métal, suivant les x positifs), et 


tn ed) y. (86,7) 


1) Dans un milieu anisotrope la situation change. Pour satisfaire à la con- 
dition indiquée, on doit alors introduire le champ électrique normal à la surface 
du métal à côté du champ tangentiel. 
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C'est également par cette relation que sont liées en particulier les 
valeurs des champs sur la surface même du métal: 


E, = & [Bon]. (86.8) 


La grandeur £ est appelée impédance superficielle d'un métal. Rap- 
pelons que sa partie réelle détermine la dissipation de l'énergie du 
champ dans le métal (voir VIII, $ 87). 

Pour que la relation entre le courant et le champ électrique soit 
j — 0ËE en un même point de l’espace et à un même instant, le libre 
parcours moyen L des électrons et le temps de ce parcours t — lv 
doivent satisfaire aux conditions ! & 6 et two < 1: L doit être petit 
par rapport à la distance caractéristique de variation du champ 
ô et t doit être petit par rapport à la période du champ. Si la pre- 
mière de ces conditions n'est pas observée, la relation entre le cou- 
rant et le champ cesse d’être locale et il apparaît une dispersion 
spatiale de la conductivité. Quant à la non-observation de la seconde 
condition, elle conduit à une dispersion de fréquence de la conducti- 
vité. Dans ce cas, pour établir la relation entre le courant et le champ 
il faudra recourir à l'équation cinétique. 

Ainsi, le caractère de l'effet pelliculaire dépend de la valeur rela- 
tive de trois dimensions caractéristiques : 6, Let vr/w. A l'effet de 
peau normal décrit par les formules (86,5) à (86,8) correspond le 
domaine des fréquences les plus basses pour lesquelles 


LB, L € vrlo. (86,9) 


Lorsque la fréquence du champ augmente ou lorsque le libre parcours 
moyen augmente (par suite d’une bäisse de la température du métal), 
l'épaisseur de pénétration diminue. Dans les métaux c’est générale- 
ment la condition ô >> Z qui n’est pas satisfaite la première et la 
relation entre le courant et le champ cesse d’être locale ; on dit que 
dans ces conditions l’effet pelliculaire est anormal. Nous étudierons 
dans ce paragraphe le cas anormal limite lorsque 


0 <I, Ô € vrl/o. (86,10) 


Quant à la relation entre Z et v-/w, elle peut être comme précé- 
demment absolument quelconque !). 

Nous commencerons la résolution du problème à la limite sur 
l'effet pelliculaire par un problème auxiliaire concernant la rela- 
tion qui existe dans un métal illimité entre le courant et un champ 
électrique variable dans le temps et dans l’espace : 


E = Egeitkr-o), 


1) L'égalité 6 — ! est réalisée pour © — c*/ol?, c'est-à-dire pour w — 
— cpr/etlS%N (si l'on utilise l'évaluation o — le*V/p}). Cette valeur est compa- 
tible avec l'inégalité ô = 1 < c/o si L 5 e/Q, où Q = (Vet/m*)1/2 est la 
fréquence de plasma du métal (m* = pF/vr est la masse effective des électrons 
de conduction). Pour les métaux ordinaires Q 1016 à 1016 s-1, 
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On suppose que le vecteur d'onde du champ satisfait aux inégalités 
A/k EL, AE <Kvk/0, (86,11) 


qui correspondent aux conditions (86,10). De même que le champ et 
suivant la même loi variera aussi l'addition ôn à la fonction de ré- 
partition des électrons. 

En vertu de la condition v-k > vk/l = 1/7, dans l'équation ciné- 
tique l’intégrale des collisions St x — ôn/t peut être négligée par 
rapport au terme contenant les dérivées spatiales v ôn/ôr — v-kôn. 
Quant à condition Ar- > 6, elle permet de négliger aussi la dérivée 
par rapport au temps on/ôt — wôn. 

Après cette dernière opération l'équation cinétique pour les 
quasi-particules du liquide de Fermi électronique est de nouveau 
ramenée à l'équation pour le gaz par changement de la définition 


de la fonction de répartition: par le remplacement de ôn par Ôônr 
suivant (74,13). Dans le cas que nous considérons l'équation ciné- 
tique prend après les abstractions indiquées une forme particulière- 
ment simple 


: à ôn Mg 
EL 
En posant 
à ôn RS dns __…. 0 
— ik ôn, 2 Ve 
on en déduit 
Te. ieEv ôn vu 
dn = — Ev % (56,12) 


Cette expression possède un pôle pour kv = 0. Lors du calcul du 
courant 
ire, <> 2dp 
i= —e \ vôn ME CTIT 
ce pôle doit être contourné en effectuant la substitution kv — kv — 
— i0!): 
Se v(Ev) On 2dîp Qe 4° 
jai | ET pans - (Ba) 
En négligeant comme d'ordinaire le flou de température de la 
fonction de répartition d'équilibre, écrivons ôn4/de = —6 (e — £y) 
et transformons l'intégrale sur d‘p en intégrale sur la surface de Fermi 
en utilisant à cet effet la formule (74,20). Suivant une formule con- 
nue en géométrie différentielle, l'élément de surface dS = do,/K, 
où do, est l'élément d’angles solides de la direction de la normale v 


LE Cela correspond au remplacement usuel w — w -- i0 dans la différence 
© — kv. 
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à la surface et Æ, la courbure de Gauss de la surface, c'est-à-dire 
l'inverse du produit de ses rayons de courbure principaux Æ — 
= 1/R,R, au point donné. En remarquant aussi que la direction 
de la normale à la surface de Fermi coïncide en chacun de ses points 


avec la direction de la vitesse v — 0e/ôp, on obtient 
se. — 2ie? v (Ev) doy 
= Qu \ KV) Kkv—0 (86,14) 


En déterminant la direction de v par les angles azimutal et polaire 
œ et 8 par rapport à la direction de k prise pour axe polaire, on aura 
kv = k cos 6, do, = sin 6 do d8. 

L'intégration dans (86,14) sur la variable p — cos 6 se fait sur 
le tronçon —1 < u < 1 de l’axe réel en contournant le pôle u = 0 
d’en bas suivant un demi-cercle. Il est facile de voir que l'intégrale 
sur les tronçons rectilignes (c’est-à-dire la valeur principale de l'inté- 
grale) s’annule dans ce cas, de sorte qu’il ne reste que la contribu- 
tion due au contournement du pôle. Remarquons à cet effet qu'en 
vertu de parité de la fonction & (p) la surface de Fermi € (p) = &r 
est invariante par rapport au remplacement p— —p; puisque le 
changement de signe de p fait changer également le signe du vecteur 
de la normale w, il en résulte que À (—v) — X (v). L'intégrale inter- 
venant dans (86,14) peut donc être mise sous la forme 
1 \ v (Ev) dos { v (Ev) do, 
2 { K (v) (kv—i0) J Æ(v)(kv<+i0) J ? 
où les accolades représentent la différence des intégrales qui s'ob- 
tiennent l’une de l’autre par le changement de la variable d’inté- 
gration v ———v; l'affirmation faite plus haut résulte immédiatement 
de cette expression. 

Au pôle de l’expression sous le signe d'intégration kv = k cos 68 — 
= 0, c'est-à-dire que la normale v est perpendiculaire à la direction 
donnée du vecteur d'onde k. Le résidu en variable cos 8 est donc donné 


par l'intégrale 
v (Ev) 
\ FR 7 79: 
prise sur une courbe représentant le lieu géométrique des points de 
la surface de Fermi en lesquels v L k. 
Il vient alors comme expression définitive du courant en fonction 
du champ: 


| ja = as (K) Ep (86.15) 
où 

ne Auf vers d 6 

Cas (KR) = » Aaÿ= | FU) 4 (86,16) 


est un tenseur réel dans un plan perpendiculaire à k; si la direction 
de k est prise pour axe des x, les indices & et B prennent les valeurs 
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y, 2. Quant au vecteur j, il se situe en totalité dans ce plan, c'est-à- 
dire qu'il est perpendiculaire à k. 

On notera que la contribution au courant n’est apportée que par 
des électrons de vk — 0, c’est-à-dire se déplaçant perpendiculaire- 
ment au vecteur d'onde. C’est une conséquence naturelle de l’appro- 
ximation dans laquelle le libre parcours moyen est considéré comme 
arbitrairement grand : lors de son mouvement libre sous un angle 
par rapport à la direction de k l’électron traverse un champ oscillant 
dans l’espace et ces oscillations éteignent l’action totale du champ 
sur l’électron. Mais à l’approximation d'ordre supérieur, tenant 
compte de la finitude du produit k!, une contribution au courant 
serait déjà apportée par des électrons se déplaçant dans un petit 
intervalle d’angles —1/kl par rapport au plan perpendiculaire à la 
direction de k. 

Passons maintenant directement au problème de la pénétration 
du champ dans le cas d’un effet de peau anormal. Ici on a affaire à 
un problème sur un demi-espace, qu’il faut résoudre en tenant compte 
des conditions aux limites sur la surface du métal. Les conditions 
aux limites pour la fonction de répartition dépendent des propriétés 
physiques de la surface par rapport aux électrons incidents. Mais ce 
qui importe ici c’est que le courant n'est produit principalement 
que par des électrons qui volent presque parallèlement à la surface 
«lu métal (on les appelle électrons glissants). Pour de tels électrons 
la loi de réflexion est dans une forte mesure indépendante du degré 
de perfection de la surface du métal et s'approche de la loi de réfle- 
xion régulière, c'est-à-dire que les électrons sont réfléchis avec change- 
ment de signe de la composante de la vitesse v, normale à la surface, 
mais sans changement de signe des composantes tangentielles (pour 
ne pas interrompre l’exposé, nous reportons une analyse plus dé- 
taillée de cette question à la fin de ce paragraphe). 

La condition à la limite pour la fonction de répartition corres- 
pondant à la réflexion régulière a pour expression 


ôn (Uxr Uys Ve) = ôn (—Ve, Uys LV.) pour x = 0. (86,17) 


Avec cette condition le problème sur le demi-espace est équivalent 
au problème sur un espace illimité dans lequel le champ est réparti 
symétriquement de part et d'autre du plan x —0:E(t, x) — 
= E (t, —zx). Dans ces conditions, aux électrons réfléchis sur les 
frontières dans le problème sur le demi-espace (x > 0) correspondent 
dans le problème sur l’espace illimité des électrons ayant traversé 
librement le plan x — 0 du côté des x négatifs. 

Dans le problème sur l'effet de peau anormal limite on peut con- 
sidérer que le champ E (dépendant seulement de la coordonnée x) 
est partout dirigé parallèlement au plan x — 0. Suivant (86.13) 
le vecteur courant j se situe lui aussi dans ce plan, ce qui signifié 


29—-01298 
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que la condition de nullité de la composante normale du courant sur 
la surface du métal est automatiquement satisfaite ?). 

Sans supposer que j = 6Ë, on a pour le vecteur bidimensionnel E 
l'équation 


Et 1710 ; (86.15) 


au lieu de l’équation (86,4). Puis, nous supposerons que le facteur 
temporel exp (—iut) est omis dans toutes les fonctions, de sorte que 
E, j, ... seront fonctions de la seule variable x. 

La fonction E (x) prolongée symétriquement dans le domaine 
z << 0 est continue pour z — 0. Mais la dérivée E’(x) qui est une 
fonction impaire de x subit une discontinuité pour z = 0 et change 
de signe à l'instant où la variable x passe par zéro. Suivant l’équa- 
tion (86,1) cette dérivée est liée au champ magnétique par la relation 


E’— — {Bn], 


où n est comme précédemment le vecteur unitaire orienté suivant 
l’axe des z. Dans le problème sur le demi-espace nous aurions donc 
pour x = 0 la condition E’ = io [B,nl/c, où B, est le champ sur la 
frontière du métal. Dans le problème sur l’espace illimité on a la 
condition 


E"(+0)—E"(—0)=2-[Bonl. 
Multiplions les deux membres de l'équation (86,18) par e-itx 


et intégrons sur x dans les limites de —oo à o 2). Au premier membre 
de l'équation nous écrivons 


œ 


( E"e-ikx dr = (E'e-ik*)" dr + ï (E'e-i#*)" dr+ik \ E'e-ilx az. 
Le 2 î Us 


Etant donné qu'à l'infini le champ E (x) s’annule, les deux premières 
intégrales donnent précisément la différence E’ (—0) — E’ (+0). 
Quant au dernier terme, on peut y effectuer tout simplement l’inté- 
gration par parties, vu que la fonction E (x) elle-même est continue. 
Finalement on est conduit à l'égalité 


22 (Bon) + RE (0) = j (0, 


ce? 


1) Aux approximations d'ordres supérieurs, lorsqu'on tient compte de la 
valeur finie du rapport 6/!, on voit apparaître à côté des composantes 0,8 du 
tenseur de conductivité aussi des composantes 04, 0x. Pour assurer la condi- 
tion à la limite j, — 0, on doit alors introduire aussi le champ E, normal à la 
surface (comme cela a déjà été dit dans la note au bas de la page 437. 

2) Les calculs ultérieurs coïncident formellement avec la résolution du 
problème sur la pénétration du champ magnétique dans un supraconducteur 
{voir IX, 8 52). 
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où E (k) et j (4) sont les images de Fourier des fonctions E (x) et 
j 


Suivant (86,15) ces images de Fourier sont liées entre elles par la 
relation ja (4) — Go (4) Ep (k). En utilisant cette relation, on: 
trouve pour l’image de Fourier l'expression 


Ea &) = Las (&) [Bonlg, (86,19) 
où Eas (k) est un tenseur bidimensionnel donné par son inverse 
1! 4 nu , 
GE) = — 5 [Een du (IE) |. (86,20) 


L'argument des fonctions ©, 8 est écrit sous forme de | X | pour rappe- 
ler que c’est la valeur absolue du vecteur k qui figure ici. 

La fonction E (x) elle-même s'obtient à partir de (86,19) par la 
multiplication par exp (ikx) et l'intégration sur dk/21. Les fonctions 
Cas (#) étant paires, on a 


Lo 0 


1 
E, (2)=+ \ Las (k) cos kz dk-[Bon]s. (86,21) 
0 
En particulier, le champ sur la frontière du métal a pour valeur 
1 , 
Eco = Cas (Bols, Los =-$ | Las (4) dk. (86,22) 


0 

Pour calculer réellement l’impédance superficielle, prenons les 
axes y et z suivant les axes principaux du tenseur symétrique 0,8 (K). 
Le tenseur £,# est ramené aux axes principaux de mème que le 
tenseur 648; ses valeurs principales sont 


(a) ____ 2iw ( dk pt) — we’A(G) 
+ ac k3— ip) y ? __ ncihs 
0 


où 4(%) sont les valeurs principales du tenseur 4,4. L'intégration 
donne le résultat suivant !) 


G@) 4 _; 1 D 2%Ph wi 1/3 
CAVE x ee (86,23) 
1) Le chemin d'intégration (le demi-axe réel de droite) peut être tourné 
d'un angle de —x/6 dans le plan des ; complexes sans traverser les pôles de 
l'expression sous le signe d’intégration. En intégrant le long du rayon k — 
= u exp (—ix/6), on a 


oo co 
cu Ed ixy6 ( u du 
MEET 56 


0 
et, après la substitution u3<+ b— b/Eë, 


ia/6 


1 = 
: T8) (2/3) ;me A (V3+i 
= jeu ge TÉPPORL cine AUD, 
U 
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Les grandeurs A(% ne dépendent que des caractéristiques — de la 
forme et des dimensions — de la surface de Fermi. Signalons que 
l'’impédance (86,23) ne dépend pas du tout de la longueur du libre 
parcours moyen des électrons. Pour évaluer leur ordre de grandeur, 
on peut considérer que les rayons de courbure de la surface de Fermi 
pr; alors 4 = pf et 
e Row \1/3 
St (5) : (86,24) 

Rappelons que la partie réelle de l’impédance détermine la dissi- 
pation de l'énergie du champ dans le métal. A l’approximation con- 
sidérée (qui ne tient pas compte des collisions des électrons) cette 
dissipation est de la même nature que celle de l’amortissement de 
Landau ?). 

La loi d'amortissement du champ électrique dans la profondeur 
du métal dans le cas d’un effet de peau anormal n'est pas exponen- 
tielle, de sorte que la notion d'épaisseur de pénétration n’a pas 
dans ce cas le même sens littéral que dans (86,5). Etant donné que 
l'expression à intégrer (86,21) contient le facteur oscillant cos kx, 
l'intégrale se détermine (à x donné) principalement par le domaine 
de valeurs de # — 1/x. La fonction E (x) subit une diminution con- 
sidérable lorsque ces valeurs À 5 b1#2), C'est pourquoi d'après 
son ordre de grandeur l'épaisseur de pénétration Ô — b-!'3 ou 


(5) | as de (86,25) 


we’A ep} 


Lorsque la fréquence augmente, cette épaisseur continue à diminuer 
mais plus lentement que dans le cas de l’effet pelliculaire normal. Les 
grandeurs déterminées par les expressions (86,6) et (86.25) (nous les 
désignerons ôncrm €t Ôan) S’égalisent quant à l’ordre de grandeur 
pour Ô — L. Puisque l’une d'elles décroît comme &w-!/? et l’autre 
comme &w7!/#, il est clair que pour une même valeur de © 6%, — 

Enfin, faisons quelques remarques à propos du caractère de la 
réflexion des électrons sur la frontière du métal. Si la surface est 
parfaite (sans défauts) et coïncide avec l’un des plans cristallins, la 
disposition des atomes s’y caractérise par une périodicité correspon- 
dant à la symétrie de translation du réseau cristallin. Dans un tel 
cas, la réflexion de l’électron se produit avec la conservation non 
seulement de l'énergie mais également des composantes tangentielles 


1) Les phénomènes constituant l'essentiel de l'effet pelliculaire anormal 
ont été indiqués pour la première fois par H. London (1940). La théorie quali- 
tative de cet effet a été développée par À. B. Pippard (1947) et la théorie quan- 
titative exposée ici appartient à G. E. Reuter et E. H. Sondheimer (1948). 

?) Pour x > 6 l'intégrale (86,21) se détermine par les valeurs de & € b!/3. 
Dans ce cas à (k) = k et le champ E (x) décroît comme z”:. 
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Py» P- de son quasi-impulsion. Quant à la composante normale, p:, 
de la quasi-impulsion de l’électron réfléchi, elle se détermine par 
la valeur de p, de l’électron incident à l’aide de l’équation 


Ë Ps; Pys P:) — (Px Py» P:); (86,26) : 


et il doit y avoir vw; = de/ôp; > 0: l'électron réfléchi se déplace 
à partir de la frontière (la vitesse de l’électron incident étant v,. — 
— 0e/0p, << 0). L'équation (86,26) peut comporter plusieurs racines 
de ce genre et, généralement parlant, vu: = —v.. 

Mais pour des électrons incidents glissants il existe toujours, 
parmi ces racines, une racine qui correspond à une petite variation 
de la quasi-impulsion et telle que v, = —v, (c’est-à-dire que la 
réflexion est littéralement spéculaire). En effet, pour un électron qui 
se déplace presque parallèlement à la frontière, la dérivée v, = 
— Ôelôp, est petite; cela signifie que sur la surface isoénergétique 
dans l’espace des p le point qui correspond à l’électron est un point P 
se trouvant au voisinage du point d’éxtrémum de l'énergie € en tant 
que fonction de p.. c’est-à-dire un point en lequel de/ôp, = 0. 
Mais au voisinage d'un tel point, de l’autre côté de l’extrémum, 
il existe toujours un point P”’ en lequel la valeur de la dérivée 0e/0p. 
ne diffère de la valeur au point P que par le signe. 

On démontre que la réflexion d'un électron glissant se produit 
avec une probabilité presque totale précisément avec une telle 
variation de la quasi-impulsion. Au surplus, cette affirmation reste 
en vigueur aussi dans le cas de la réflexion sur une surface non parfai- 
te, présentant des rugosités de dimensions atomiques, lorsque la 
loi de conservation des composantes tangentielles de la quasi-impul- 
sion est déjà en toute rigueur inexistante. Une explication imagée 
est que la fonction d'onde de l’électron glissant varie lentement le 
long de l’axe des x et de ce fait « ne perçoit pas » les rugosités atomi- 
ques de la surface !). 

Il est intéressant de noter que la valeur de l’impédance superficiel- 
le dans le cas d’un effet de peau anormal limite est en fail peu 
sensible au caractère de la réflexion des électrons. C’est ainsi que 
dans la réflexion diffuse (lorsque toutes les directions de l'électron 
réfléchi sont équiprobables, quel que soit l'angle d'incidence) la 
valeur de l’impédance ne diffère de (86,23) que par le facteur 9/8. 
La condition à la limite pour une réflexion diffuse sur une surface 


plane s'écrit ôr (v> > 0, v,, v,) = 0 pour x = 0. Mais dans ce cas 
la méthode de Fourier devient inapplicable et le problème doit être 
résolu par la méthode de Wiener-Hopf 2). 


1) Pour Ja démonstration des affirmations faites on peut consulter par 
exemple l’article de Andrée A. F. dans VII, 1971, v. 105, p. 113 (en russe). 

A Reuter G. E., Sondheimer E. I. — Proc. Roy. Soc., 1948, v. A195, 
p. 336. 
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$ 87. Effet de peau dans le domaine infrarouge 


Ainsi, nous avons considéré deux cas limites de l'effet pellicu- 
laire : l’effet normal, lorsque la plus petite des trois dimensions caracté- 
ristiques (6, /, v-/o) est le libre parcours moyen !, et l’effet anormal 
lorsque la dimension minimale est l'épaisseur de pénétration. Con- 
sidérons maintenant le troisième cas où la longueur minimale est 


vplo € ô, vrlO € L. (87,1) 


Nous sommes conduits à ce cas de façon toute naturelle à partir de 
l'effet pelliculaire anormal par une augmentation ultérieure de la 
fréquence ; bien que l’épaisseur de pénétration diminue, le produit wô 
augmente comme w°5. Dans les métaux ordinaires les conditions (87,1) 
sont réalisées dans le domaine infrarouge. 

Les conditions (87,1) limitent le spectre de fréquence en bas. 
Mais la validité des résultats exposés plus loin, basés sur la théorie 
du liquide de Fermi, est limitée également en haut par la condition 
fio< er. La non-observation de cette condition conduirait à l’exci- 
tation des quasi-particules à partir de la profondeur de la distribu- 
tion de Fermi qui n’ont pas de sens dans le cadre de la théorie du 
liquide de Fermi. 

Pour déterminer la relation entre le courant et le champ électri- 
que il faut de nouveau avoir recours à l’équation cinétique. Mais 
maintenant, étant donné la condition © > vr/6, le terme contenant 
la dérivée par rapport au temps est grand devant le terme contenant 
les dérivées spatiales, et en vertu de la condition w > vr/l il est 
également grand devant l’intégrale des collisions. Après avoir négligé 
ces termes l’équation cinétique prend la forme 


à ôn ôn, 
ET —eEv =0. 
En écrivant dôn/ôt — —ioôn, on en déduit 
. ôr, __ eEv 
Ôn = — de Ÿ, v— © (87,2) 


L'absence dans l'équation cinétique du terme contenant les 
dérivées par rapport aux coordonnées signifie l'absence de la disper- 
sion spatiale. En ce sens l'effet pelliculaire redevient « normal ». 
Pourtant la présence d’un terme contenant une dérivée par rapport 
au temps conduit à une dispersion de fréquence de la conductivité. 
La situation est ici la même que celle qui se présente lors du calcul 
de la permittivité diélectrique d’un plasma sans collisions. La 
différence ne tient qu’à l’anisotropie du métal et aux effets dans le 
liquide de Fermi. Ces derniers se manifestent par ce que la densité 
de courant s'exprime par une intégrale qui dépend non seulement de 
la fonction de répartition ôr mais également de la fonction d’inter- 
action de quasi-particules (d’électrons de conduction) f (p, p’). On 
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notera que la présence dans l'équation cinétique du terme 06n/ôt 
rend impossible l'élimination de l'interaction des quasi-particules 


par introduction de la fonction de répartition effective ôn. 

Suivant (74,21) et (74,22) la densité de courant s'exprime par 
l'intermédiaire de la correction à la fonction de répartition des 
électrons par la formule 


2 Fe dS y 248 p 
j= —e | v Lv @r) + | Fr Pr) VF) Guns | x : 


où vest le vecteur unitaire dans la direction de la vitesse vr, coïnci- 
dant avec le vecteur de la normale à la surface de Fermi. En y intro- 
duisant la fonction # donnée par (87,2),on trouve la relation entre 
le courant et le champ sous la forme je = Gags (w) Æ3, où le tenseur 
de conductivité 


et \(eft 
Op —= —-— No8 À 
87,3) 
ds 2dS (Or, 
ar (ff) 3 : CN F 2 
Nos — \ Ve [vrve+ | Fr PV Gun | ex : 
La symétrie du tenseur Nog {9 se détermine par la symétrie du cristal 


{et ne dépend pas de la direction du champ comme c'était le cas 
dans (86,15)). Dans un cristal de symétrie cubique (que nous suppo- 
sons dans ce qui suit par raison de simplification) ce tenseur et, avec 


lui. le tenseur 6,8, se ramène à un scalaire NÉS — NtfNÿ, 8 et alors 
e? = 
o(w)= . Ne. (87,4) 


La description des propriétés du métal à l’aide de cette conducti- 
vité peut être remplacée de façon habituelle par la description à l’ai- 
de de la permittivité diélectrique 


e(o)=1+i 00) 4 _ SE pet, (87,5) 


La désignation NN est introduite par analogie avec l'expression 
limite connue (voir VIII, $ 59) de la permittivité aux très hautes 
fréquences : & = 1 — 4ne°N/mo*, où N est le nombre total d’électrons 
par unité de volume de la substance. Ainsi la grandeur (eff joue 
dans l’optique infrarouge des métaux le rôle du nombre efficace 
d'électrons ; elle dépend de la fonction d'interaction des électrons de 
<onduction. 

Ïl y a intérêt à introduire à côté du nombre ÆV(eff) aussi la fré- 
quence de plasma efficace 


âne ;, 1/2 = 
= (ae), (87.6) 
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La conductivité s'écrit alors sous la forme 
o = iQ°/4no. (87,7) 


La grandeur Q ne se détermine que par les paramètres du spectre 
électronique du métal; c'est pourquoi elle coïncide dans une évalua- 
tion grossière avec le paramètre eF/h qui est l’énergie de Fermi limite. 
Puisque la théorie exposée est limitée par la condition ko < ep, on 
a Q > o. 

La pénétration du champ dans le métal est décrite par l’équa- 
tion (86,4) qui devient après l'introduction de © à partir de (87,7): 


| ee E=0. 
E 


Sa solution, qui s’annule quand z—+ est la suivante: 
E = E,e-x/6, = clQ (87,8} 


pour des métaux types c/Q = 10-75 cm). Ainsi. le champ s’affaiblit 
suivant une loi exponentielle, l'épaisseur de pénétration étant 
indépendante de la fréquence. La relation entre les champs électrique 
ct magnétique est donnée maintenant (comme il est facile de s’en 
assurer à l’aide de la première des équations (86,3)) par la rela- 
tion (86,8) avec l'impédance 
G= — ô= —<-. (87,9) 
Une impédance purement imaginaire signifie une réflexion totale. 
sans dissipation, de l’onde électromagnétique sur la surface du métal 
Ce résultat est naturel puisque dans l’approximation adoptée on ne 
tient pas compte des collisions des électrons qui constituent la source 
de dissipation. 
Notons que compte tenu de (87,7) les principales conditions d’ap- 
plicabilité de la théorie considérée peuvent s’écrire sous la forme 


A5 o> Qvuple. (87,10) 


L'inégalité de gauche est d’ordinaire compatible avec l'inégalité 
ko > 0 (6 étant la température de Debye). Dans ce cas le parami- 
tre de Fermi vr et la fonction f dans la formule (87,3) doivent être 
pris non sur la surface de Fermi elle-même mais pour | & — er | à 0. 
Comme il a été montré dans IX, $ 65, l'interaction électron-phonon 
conduit à ce que v- dans ce domaine diffère de vk dans le domaine 
de |e — ek | & © (qui est essentiel, par exemple, pour les propriétés 
statiques du métal aux basses températures) ; il en est de même pour 
la fonction f d’interaction de quasi-particules. 
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$ 88. Ondes hélicoïdales dans le métal 


Le fait qu'un champ électromagnétique variable extérieur ne 
pénètre à l’intérieur du métal signifie en d’autres termes que la 
propagation des ondes électromagnétiques entretenues dans le métal 
est impossible sur des fréquences allant jusqu'à la fréquence de 
plasma o©— Q. 

Mais la situation change radicalement sous l’action d’un champ 
magnétique constant B. Le champ magnétique change le caractère 
du mouvement des électrons et a par là même une grande influence 
sur les propriétés électromagnétiques du métal. Ce qui importe, 
c'est que le mouvement devient fini dans un plan perpendiculaire 
au champ. Dans des champs intenses, lorsque le rayon de Larmor de 
l'orbite r, — cpFleB devient petit par rapport au libre parcours 


moyen, 
rr € l (55,1) 


(ou, ce qui revient au même, ot> 1. où wo, = vr/rs = eBim*cest 
la fréquence de Larmor, t — //v,, le temps de libre parcours mo ven), 
la conductivité électrique diminue brusquement dans des directions 
perpendiculaires au champ et tend vers zéro quand B— o. On peut 
dire que dans ces directions le métal se comporte comme un diélectri- 
que, ce qui a pour résultat une diminution de la dissipation de 
l'énergie des ondes dont le champ électrique est polarisé dans un 
plan perpendiculaire à B. Autrement dit, de telles ondes peuvent 
se propager comme un processus non amorti (à la première appro- 
ximation). Les fréquences admissibles des ondes sont dans ce cas 
limitées par la condition 

DE Og; (SS,2) 


c'est seulement à cette condition que les trajectoires des électrons 
arrivent à s'incurver notablement pendant la période du champ, ce 
qui conduit au changement des propriétés électromagnétiques du 
métal par rapport à ces fréquences. 

La finitude du mouvement de l’électron (dans un plan perpendi- 
culaire à B) suppose aussi la finitude de sa trajectoire dans l’espace 
des impulsions, de la section de la surface de Fermi. Aussi ce qui 
précède se rapporte-t-il aux métaux à surfaces de Fermi fermées pour 
toute direction de B et aux métaux à surfaces de Fermi ouvertes 
seulement pour celles des directions de B pour lesquelles les sections 
sont fermées. Dans le cas des sections ouvertes le mouvement ile 
électrons dans le champ magnétique reste infini, la conductivité ne 
diminue pas et la propagation des ondes électromagnétiques dans des 
directions correspondantes s'avère impossible. 

Les ondes électromagnétiques non amorties dans le métal peuvent 
être considérées comme des branches de Bose du spectre énergétique 
du liquide de Fermi électronique. Le caractère macroscopique de- 
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<es ondes se manifeste par leurs grandes longueurs d'ondes (par rap- 
port à la constante de réseau). C’est pour cette raison qu’à ces exci- 
tations ne correspond qu’un volume de phase relativement très petit 
æt la contribution de ces ondes aux grandeurs thermodynamiques 
du métal est négligeable. 

Ecrivons de nouveau les équations de Maxwell 


rot B=< j, rot E — er 7 (88,3) 


où B désigne un champ magnétique variable de faible intensité 
(à la différence de B désignant un champ magnétique constant). 


Eliminons B entre ces équations 


rot rot E= grad div E— AE — + À. 
Pour une onde monochromatique plane on en tire 
4 A 2Q 
(—Koky+ Ph) Ey = + ja. (88,1) 


Exprimons le champ E en fonction du courant suivant E4 = Pepit, 
Où Pas = Cap est le tenseur de résistivité. On obtient alors un 
système d’équations linéaires homogènes 


[bas — k EP Gus | is = 0. (88,5) 


C'est son déterminant qui donne l’équation déterminant la loi de 
dispersion des ondes. 

Aux $$ 84 et 85 on a trouvé lä forme du tenseur de conductivité 
du métal (dans le domaine de sa résistance rémanente) placé dans un 
champ magnétique intense dans le cas stationnaire. Etablissons com- 
ment ces résultats peuvent être modifiés pour un cas non stationnaire. 

La périodicité temporelle et spatiale du champ électrique (et 
donc de la partie variable de la fonction de répartition des électrons) 
conduit à l'apparition au premier membre de l'équation cinétique 
des termes 


à ôn 5 ôn 


EN = — ioôn + ikvônr 


{cf. (74,25)). Représentons les fonctions ôn et ôn par analogie avec 
84,7) sous la forme 


ôn a ôn 
ôn=-"eEh, ôn -—-eEg. 


Suivant (74,21) les fonctions h et g sont liées l’une à l’autre par la 
relation intégrale linéaire 


g=h+ f(p, pr) h° LR ee = Lh. 
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Ainsi, l'équation cinétique prend la forme 

ô See : 

| (g)+ioL'ig—:i(kv) g]=v. (88,6) 


Elle diffère de l’ancienne équation (84,10) par le fait que le ter- 
me 1 (g) est remplacé par l'expression entre crochets. Cette expression 
dépend maintenant non seulement du caractère de la diffusion des 
électrons par des atomes d’impureté mais aussi de la fonction de 
leur interaction l’un avec l’autre. 

En vertu de la condition r4< L le terme J (g) dans l'équation 
(88,6) est petit par rapport au terme ôg/ô7, de même qu'il était petit 
dans l’ancienne équation (84,10). En vertu de la condition 0€ © 


le terme iwL-ig — iwg est lui aussi petit. Imposons encore une con- 
dition au vecteur d'onde: kvk< y ou 


kr & 4, (88,7) 


c'est-à-dire que la longueur d’onde doit être grande par rapport 
au rayon de Larmor. Alors le dernier terme entre crochets de (88,6) 
sera lui aussi petit. Dans ces conditions, la méthode de résolution 
de l'équation cinétique par approximations successives, développée 
au $ 84. reste en vigueur et donc restent valables les résultats qui 
y ont été obtenus pour les premiers termes du développement du 
tenseur de conductivité en puissances de 1/B. Mais, étant donnée 
la présence de © et k dans l’équation (88,6), il y aura, généralement 
parlant, une dispersion de fréquence et une dispersion spatiale de 
conductivité. 

La présence de plusieurs paramètres de longueur et de temps et 
la diversité des propriétés géométriques des surfaces de Fermi con- 
duisent à une multitude de phénomènes liés à la propagation des 
ondes électromagnétiques dans les métaux. Nous allons restreindre 
notre analyse (dans les paragraphes actuel et suivant) seulement 
à quelques cas caractéristiques. 

Considérons un métal non compensé à surface de Fermi fermée. 
Suivant (85,4) et (85,5) la composante la plus grande du tenseur 
de résistance a pour expression 


B . : 
Pay — —Pyx INe=Nh) ? (88,8) 


elle se rapporte à la partie non dissipative (antihermitienne) du ten- 
seur. Cette composante ne dépendait en général pas de la forme de 
l'intégrale des collisions et donc est aussi indépendante de la forme 
de l'expression entre crochets de l'équation (88,6). La formule (88.8) 
reste donc valable aussi dans le champ de l'onde. 

La description du milieu à l’aide du tenseur de résistivité peg 
(ou de conductivité o,#) est équivalente à la description par le 
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tenseur diélectrique 


; 4TiG aps = Map 
Et gp ? Fu 


Dans le cas considéré le tenseur e;ÿ n’a que les composantes 


et, got — = 0b..-. 
Exy UE rice(Ne—Nh) ‘ 


Cette expression coïncide avec l’expression considérée au $ 56 

à l’occasion des ondes hélicoïdales dans le plasma (n'en différant 

que par V, — N, au lieu de la densité électronique Ÿ,.). Aussi les 

résultats obtenus au $ 56 sont-ils transposés directement aux ondes 

considérées dans le métal que l’on appelle aussi ondes hélicoïdales ?). 
La loi de dispersion de ces ondes est 


cB |cosO| 
ane |Nc—N}l ? 


où 8 est l'angle formé entre k et B. Le champ électrique de l'onde 
est polarisé elliptiquement dans un plan perpendiculaire au champ 
magnétique B. En prenant (comme au $ 56) la direction de B pour 
axe des zet le plan xz passant par les directions dek et B, on aura 
pour le champ électrique 


E,y=+ilcs6l|E,, (88,10) 


où le signe supérieur se rapporte au cas de V, > V, et le signe 
inférieur au cas de W,.< N;. 


(55.9) 


= 


$ 89. Ondes magnétoplasmiques dans le métal 


Considérons maintenant les ondes dans un métal compensé (NW, — 
— N,) à surface de Fermi fermée. En plus des conditions obligatoires 
(88,1) et (88,2) nous supposerons également réalisées les inégalités 


Oo vFll, > kur. (89.1) 


En vertu de la première d’elles, l'intégrale des collisions 7 (g) figu- 
rant dans l'équation cinétique (88,6) est petite par rapport au terme 


ioL-g et, en vertu de la seconde condition, c'est aussi le terme 
i(kv) g qui est petit. En négligeant ces termes. on obtient l’équation 
de 


RE — ioL\g= v, (89,2) 


qui diffère de l'équation (84,10) par le terme ioL-\g au lieu de / (g). 
Aussi les résultats obtenus au $ 85 pour le tenseur de résistivité 
dans le cas stationnaire restent-ils valables à cette différence près que 


1) La possibilité de propagation de ces ondes dans le métal a été indiquée 
par O. V. Konstantinov et V. I. Perel (1960). 
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le petit paramètre du développement en puissances de 1/B sera 
maintenant —iw/w, et non pas rg/l. La dispersion spatiale de 
conductivité est nulle mais il existe la dispersion de fréquence. 

Suivant (85,7) dans le cas stationnaire les termes principaux du 
développement des composantes du tenseur de résistivité pour un 
métal compensé sont les suivants: 


Pez — CONSt; Prxs Pyur Pey D B°3 Paz Pyz © B. (89,3) 


Pour dégager le paramètre r#/l dans ce tenseur il faut pourtant 
établir comment entrent dans ses composantes non seulement B 
mais aussi /. À cet effet, écrivons par exemple l'évaluation 

Pzx — Po( 75 eN 75 ? 


où po, — prlNe°l. D'une manière analogue 


l B B rB 
Our Pos enùN Pa THEN 1: 


En effectuant maintenant le remplacement du paramètre du dévelop- 


pement, indiqué plus haut, onu trouve le tenseur p,; (@) sous la 
forme 


| Op Op | 
ie x io Cry ss 
B oB wB , 
= ——— | —— ———— €) / 
Par= Zn io Cv ie Cu y: , (S9,%) 
— io 
—xz — Qyz og RE 


uù tous les a, — 1 sont des coefficients réels sans dimension; les 
grandeurs V et m* (dans w4 — eB/m*c) doivent être considérées 
ici comme des paramètres choisis d’une certaine façon et ayant des 
ordres de grandeur convenables. Tous les termes figurant dans (89,4) 
se rapportent à la partie antihermitienne, c'est-à-dire non dissipative, 
du tenseur. 1l est donc clair d'avance que la prise en compte seule- 
ment de ces termes conduit à des ondes non amorties. 

Dans le cas général des directions quelconques de B et k, la loi 
de dispersion des ondes s’exprime par des formules assez compliquées. 
Bornons-nous à examiner un cas particulier qui met en évidence les 
propriétés principales de ces ondes. 

Nous supposerons que le réseau cristallin du métal possède un 
axe de symétrie d'ordre supérieur au deuxième et que le champ B 
(axe des 2) est dirigé le long de cet axe. Les grandeurs @,,, ay, a;y = 
= 4,4, forment un tenseur symétrique bidimensionnel dans le plan xy, 
qui se réduit dans la symétrie donnée à un scalaire : 4, = 4yy = &, 
axy = 0. Les grandeurs a,,, a,. forment un vecteur bidimensionuel 
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dans le mème plan et s’annulent pour la symétrie donnée. Ainsi, il 
ne reste que les composantes 


B OB B — io = 
2e Pur eN io 1 PA TEN op ‘* (89,5) 


Prenons de nouveau le plan zz passant par les directions de k 
et B. Si on néglige la quantité p,, (qui est petite devant p.), l’équa- 
tion de dispersion se sépare en deux équations 


4xiw 4niw 2 

= ROyy =0, _ — kipzx = 0; 

il est sous-entendu que l’angle 8 formé entre k et B n’est pas trop 
proche de x/2, de sorte que À? n’est pas trop petit (cos 8% w/o 3). On 
en déduit des lois de dispersion de deux types d'ondes: 


où = kuAV a, 


= 89.6 
©® = kuA | cos 8 | Va. 1820 


où !) 
B : 
À = GaNm}E (89,7) 


Ces ondes électromagnétiques dans le métal sont dites magnéto- 
plasmiques. Les ondes du premier et du second types sont analogues 
respectivement à l'onde magnétosonore rapide et à l’onde d’Alfvèn 
dans le plasma *). Quant aux vibrations correspondant à l’onde 
magnétosonore lente, on sait d'avance. qu’elles ne peuvent pas 
avoir la vitesse w/k satisfaisant à la seconde condition (89,1) et donc 
ne peuvent pas apparaître ici. 


u 


$ 90. Oscillations quantiques de la conductivité 
du métal dans un champ magnétique 


La théorie des phénomènes galvanomagnétiques exposée aux 
$$ 84 et 85 avait un caractète semi-classique en ce sens que la nature 
quantique se manifestait seulement sous la forme de la fonction 
de répartition des électrons et on n'avait pas tenu compte du fait 
que les niveaux énergétiques dans le champ magnétique (pour des 
trajectoires électroniques fermées) sont discrets. Or cette nature 
discrète conduit à un phénomène qualitativement nouveau: aux 


1) Pour les lois de dispersion GE 6) et AE 7) la condition kv <o signifie 
qu'il doit y avoir u, > vk. Dans des champs pratiquement réalisables cette 
condition ne peut en fait être satisfaite dues ans des demi-métaux (bismuth) à 
faible densité de porteurs de courant. 

7) La possibilité d'existence de ces ondes a été indiquée per S. J. Buchs- 
baum et J. PGolt (1961). Le théorie exposée ici appartient à £. A. Kaner et 
V. G. Skobov (1963). 
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oscillations de conductivité en tant que fonction du champ magné- 
tique (phénomène connu sous le nom d'effet Choubnikov-de Haas). 
Cet effet est analogue aux oscillations du moment magnétique (effet 
de Haas-van Alfvèn), mais sa théorie est plus compliquée parce 
qu'il a un caractère cinétique et non pas thermodynamique. Nous 
examinerons cette théorie dans le cadre du modèle des électrons non 
interagissants, en laissant de côté la question (pas encore étudiée 
à ce qu'il paraît) concernant l’influence des effets se déroulant dans. 
le liquide de Fermi. 

De même qu’au $ 84, le champ magnétique sera supposé intense 
au sens de la condition (84,1) que nous écrirons sous la forme 


où t est le temps de libre parcours moyen des électrons et 
B 
Op = (90,2) 


est la fréquence de Larmor ; m* est la masse cyclotronique de l’élec- 
tron !). En même temps le champ ne doit pas certes être si intense 
que la condition de description quasi classique 


ko B< Er (90,3) 


soit compromise. La relation entre kw 4 et 7 peut être quelconque. 

Nous limiterons notre étude à celle des oscillations quantiques 
de la conductivité transversale (par rapport au champ magnétique, 
c'est-à-dire à l’axe z) en supposant pour simplifier l’écriture des 
formules que le cristal possède un axe de symétrie d'ordre supé- 
rieur au second, le long duquel est dirigé le champ magnétique. 
Dans un tel cristal, la partie symétrique (dissipative) du tenseur de 
conductivité ne comporte que les composantes Osx = Oyy et O2. 
Une simplicité relative du problème pour des composantes trans- 
versales est liée à ce que pour elles l’influence des collisions peut 
être considérée (comme nous l’avons vu au $ 84) comme une petite 
perturbation par rapport à l'influence du champ magnétique; pour 
la conductivité longitudinale 0,, il n’en est pas ainsi ?). 

De même qu’au $ 84, nous considérons un métal dans le domaine 
de sa résistance rémanente, de sorte qu’il s’agit des collisions des 
électrons avec des atomes d'impureté. Ces collisions étant élastiques, 
les électrons de différentes énergies participent à la création du 
courant électrique indépendamment l’un de l’autre. 


1) Rappelons (voir IX, (57,6)) la définition m* — (9S/6e)/2n, où S(e, p,) 
est l'aire de la section de la surface isoénergétique pe le plan p: = const; la 
surface isoénergétique est définie ici dans l’espace des p (et non pas dans l'es- 
pace des p/ñ comme dans IX). 

2) Pour ce qui est de la partie aevnsrique du tenseur de conducti- 
Je les oscillations n'y apparaissent qu’à l’approximation du second ordre en- 
Ont. 
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Soit g(e) le nombre d'états quantiques de l'électron, rapporté 
à l'intervalle d'énergie unité. Alors, la densité spatiale de nombre 
d'électrons dont les énergies sont comprises dans l'intervalle de est 
n (e) g (e) de, où nr (e) sont des nombres d'occupation des états. 
Désignons par j, (e) la densité de courant transversal créé par ces 
électrons. Lorsqu'il y a un champ électrique et un gradient de densité 
-des électrons, la densité de courant sera donnée par la somme 


Îy (e) = eD (e) ee. g (e) + Oyy (e) E,. (90,4) 


Le premier terme traduit le transfert de la charge par diffusion; 
D (e) est le coefficient de diffusion (dans l’espace réel!) des électrons 
d'énergie &. 

Le courant (10,4) doit s’annuler pour la répartition 


ôns 
dE ? 


no (E— eg) & no (e) — ep 


correspondant à l'équilibre statistique d’un gaz électronique dans 
un champ électrique constant de faible intensité de potentiel œ (r) 
(rs étant la distribution de Fermi). On en déduit la relation qui 
lie o,, (E) à D (e): 

on 

dœ ” 


Oyy (E) = — eg (e) D (E) 


Quant à la conductivité électrique, totale tenant compte de la con- 
tribution apportée par les électrons de toutes les énergies, elle a pour 
expression 

Sy = —e | g(e) D(e) De de= ee), D(e) "Es. (90,5) 


< 


Dans cette dernière écriture la somme est étendue à tous les états 
quantiques de l’électron ; s désigne conventionnellement l’ensemble 
des nombres quantiques des états. Cette formule ramèue le problè- 
me de la détermination de la conductivité au calcul du coefficient 
de diffusion des électrons en l'absence de champ électrique. 

Le coefficient de diffusion s’exprime à son tour par les caracté- 
ristiques des actes microscopiques de diffusion par une formule 
de la forme (24,4): 


D = S (Ay)/26t, 


où la sommation est étendue aux collisions subies par l’électron 
pendant le temps ô{, alors que Ay est la variation de la valeur 
moyenne de la coordonnée y de l’électron par suite de la collision 
(rappelons que le mouvement de l'électron dans un plan perpendicu- 
laire au champ est fini ; dans l’image des orbites quasi-classiques Ay 
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est le déplacement du centre de l'orbite). Désignons par 
NimpWss ô (e, —— Es’) 


la probabilité de transition de l'électron de l’état s vers l’état s’ 
par suite de la diffusion; la fonction 6 exprime l’élasticité de la 
diffusion et le facteur N,,, (densité d’atomes d’impureté) traduit 
l’indépendance de la diffusion par des atomes disposés de façon dé- 
sordonnée. Le coefficient de diffusion sera alors donné par la formule 


1 _ 
D (8) = Nimp > (Ye — Ys)° Wisrd (es; — es), 


s 


où y, est la valeur moyenne de la coordonnée dans l’état s. En portant 


cette expression dans (90,5), on obtient pour la conductivité l’expres- 
sion suivante: 


2 , Ô 
Oyu = — + N imp >» (Us —Ys1)° es) W.0 (Es — Es!) (90,6) 


ss” 


(S. Titeica, 1935; B. I. Davydov, I. Y. Pomeranchuk, 1939) ?). 

Pour une utilisation réelle de cette formule il faut déchiffrer le 
sens de la désignation s. La quantification des niveaux énergétiques 
de l’électron de conduction dans le champ magnétique apparaît pour 
des trajectoires quasi classiques fermées dans l’espace des p (c’est-à- 
dire pour des sections fermées des surfaces isoénergétiques), ce qui 
sera sous-entendu plus loin. Les états quantiques sont déterminés 
dans ces conditions par quatre nombres: 


S — (n, P,, P, . P2: o), (90,7) 


où 7 est un nombre entier positif (de grande valeur); le nombre 
6 = + 1 détermine la valeur de la projection du spin de l’électron 
et P, et P, sont des composantes de la quasi-impulsion généralisée 

= p —eA/c. ]l est sous-entendu que le potentiel vecteur du 
champ magnétique est choisi dans la jauge de 4, — — By, À, — 
= À, = 0; les coordonnées x et z étant cycliques, les composantes 
P, et P, de l'impulsion généralisée se conservent (voir IX,$ 58). 
Quant aux niveaux d'énergie, ils ne dépendent que de trois de ces 
nombres: n, p,, 6. 1ls sont donnés par l'expression 


Eno (Pz) = e (n, p,) + oBBE, (p), (90,8) 
où la fonction € (», p.) est solution de l'équation 
hB 1 
Se, p)=2n (r+). (90,9) 


1) Lors de la diffusion par des atomes d’'impureté le principe de Pauli est 
sans influence sur la forme des formules, cf. l’intégrale des collisions (78,14) 
dans laquelle les produits nn’ liés au principe de Pauli se réduisent entre eux. 


30—01298 
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Dans le deuxième terme au second membre de (90,8), B = eki/2mc 
est le magnéton de Bohr et le facteur E,(p.) caractérise la variation 
du moment magnétique de l’électron par suite de l’interaction spin- 
orbite dans le réseau cristallin. 

Le tenseur de conductivité examiné aux K 84 et 85 est en fait 
le résultat du calcul de la moyenne des fonctions exactes 0,4(8) 
sur de petites oscillations quantiques. Notamment, suivant (55,3) 
la conductivité transversale ainsi moyennée Oyy © © B7*. Montrons 
d’abord comment ce résultat est obtenu à partir de la formule (90,6) 
et mettons en évidence le lien qui existe entre les grandeurs F., 
figurant dans cette formule et la fonction & (p’, p) dans l intégrale 
quasi AU des collisions des électrons avec des atomes d' impu- 
reté (78,14). 

Au $ "84 il a déjà été dit que la condition de mouvement quasi- 
classique de l’électron assure en même temps l’indépendance du 
processus de diffusion à l'égard du champ magnétique. La probabilité 
de diffusion en l’absence de champ avec variation de la quasi-impul- 
sion de p à p’ a été représentée dans l’intégrale des collisions 
(18,14) sous la forme 


w(p', phô(e—e) ss EE . (90,10) 


Pour écrire cette expression sous une forme applicable aussi à la 


diffusion dans un champ magnétique, il suffit de la transformer à des 
variables qui gardent leur sens pour le mouvement dans le champ: 


, 5 y ° dP; dp- de 
W(Pi, ps €’; Pas Pz €) Ô(e—e') MO (90,11) 


(la dérivée v, — de/dp,est elle aussi supposée exprimée en nouvelles 
variables). Lors du mouvement sur une trajectoire quasi classique 
la coordonnée y est liée à la quasi-impulsion généralisée par la 
relation P, —p, + eByle; aussi la valeur moyenne (sur la tra- 
jectoire) est-elle égale à 


y=—lPe pale, PN= +. (90,12) 


La conductivité moyennée sur les oscillations 6,, s'obtient 
à partir de la formule (90,6) en y remplaçant la sommation sur la 
variable discrète s par l'intégration sur la variable continue e. En 
introduisant, pour abréger, la 


y dP;x dP, 
at, ps p)= gx) Er (00,13) 


on obtient 
- Nimp [a La ô(e—s')dede" 2P:dPE (90,14) 


Oyu = — E° (2x4) 
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(le facteur 2 tient compte de deux directions du spin de l’électron ; 
la probabilité de diffusion est supposée indépendante du spin, de 
sorte que sa projection ne varie pas). L'intégration sur e’ fait dis- 
paraître la fonction 6. Lors de l'intégration sur # on peut considérer 
que le facteur lentement variable a est constant (en prenant sa valeur 
pour € — u) et intégrer seulement la dérivée ônç/0e. Finalement 
on obtient 


= 2N 2dp: dp: 1 °C * & 
= Time | ae = pr | b(p.)-2dp.. (90,15) 


Tenons maintenant compte du caractère discret des niveaux éner- 
gétiques. Cela signifie qu’au lieu de l’intégralion dans (90,14) sur 
une variable continue £& (à P, et p, données) il faut écrire la somma- 
tion sur #7 en remplaçant 


\ sea d— hop es 


nu 


— de (n, P:) 
, ôn ’ 
comme le montrent clairement l'équation (90,9) et la définition de 
la masse cyclotronique m*. 
En utilisant les désignations introduites plus haut, écrivons 


Ro 


eNimp On (En) . 


Oyy — TB \ >» a (Enos P2, P:) dE 
nn°o 
+ dp: dp: , 
x Ô (Eno — En’) ko z ko HET (90,16) 

(notons que l’intégration étant effectuée sur les deux variables p, 
et p:, la fonction a peut être considérée comme étant symétrique 
par rapport à ces variables). 

La partie oscillante de cette expression, 6,,, est séparée à l’aide 
de la formule de sommation de Poisson (cf. IX, $ 63) 


FO+D F(r)= | FG)dr+92Re D | F(etixaz (90,17) 
n=i v IL 0 


et provient de la somme sur / qui figure ici; quant à la conductivité 


moyennée Ds elle provient du premier terme intégral. 
Nous admettrons que l’amplitude des oscillations est petite 


par rapport à la conductivité moyennée o,, (par là même nous 
imposons une condition déterminée à la valeur du champ magnéti- 
que, cf. plus loin (90,26)). Alors il suffira dans (90,16) de ne tenir 
compte de la partie oscillante chaque fois que dans une des sommes 


30% 
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(sur n et sur n°). En tenant compte de la symétrie de a par rapport 
à p, et p, et en introduisant la désignation b par analogie avec la 
définition dans (90,15), on a 


Oyy = Hz Re D D Ji (90,18) 
1=10=2+1 


où J # est la partie oscillante de l'intégrale 


à ôno (Eno) 0€ js 
Jio= —\ dn | b(ens. p.) eGne) ne erxitn gp. 

U 
En introduisant comme variable d'intégration la fonction & (n, p.) 
tirée de (90,8) au lieu de n, intégrons sur & par parties (le facteur 
lentement variable b pouvant être considéré comme constant). Le 
terme intégré ne conduit pas à une dépendance oscillante envers le 
champ (il ne représente qu’une petite correction à 6,,); en l’omet- 
tant, on obtient 


Le ë C b(e, p:) on 
Jio = 27il —— © — dp, de. (90,19) 
L Î é “He +1 de ‘* 


Ici w = pu — ofEB et on a introduit la fonction 


+ Pr Î 

n(e, p)= SE (90,20) 
(c£. (90,9)) ; dans l'argument de la fonction b(e,5, p,) le terme BEB 
est négligé devant e de grande valeur. 

L'intégration sur p, dans (90,19) s'effectue exactement de la mê- 
me façon que dans l’intégrale IX, (63,8) lors de l'étude de l’effet de 
Haas-van Alfvén. L'intégrale se détermine par des domaines au voisi- 
nage des points p, = p, « (e) dans lesquels nr (8, p,) (c'est-à-dire 
l'aire de la section S) présente des extrémums en tant que fonction 
de p.. Finalement on obtient 


e ( 2ni Vlexp {2xilnes + in/4} bex (e) dn 
ne [ DE TT : in 0e 092) 
x 0 [expos] |'ormars Ii 


Nex (e) =n (e, Pz ex (e)), bex (e) = b (e, Pzex (e)), 


et les signes + ou — dans l’exponentielle se rapportent respective- 
ment aux cas Où p, ex est un point de maximum ou de minimum de la 
fonction n (e, p,); la sommation est étendue à tous les points extré- 
maux. 
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L'intégrale (90,21) est à son tour tout à fait analogue à l’intégra- 
le IX, (63,9) et n’en diffère que par des facteurs lentement variables b 
et dnes/de = cm*;/ehB dans l'expression sous le signe d'intégration; 
ces facteurs (de même que le facteur | d°n/ôp£ |='/:) peuvent être 
remplacés par leurs valeurs pour & = u, c’est-à-dire sur la surface de 
Fermi. Après cela l'intégration sur € et la sommation sur o conduisent 
au résultat définitif suivant: 


œ 
SRE AO) cSex x 
= D D (og cos {IE E +}. 


ex {=1 
a)  29/%u/ (eh)l/2 bex Ée -1/2 à ( = 
Ou — c'/2BS/ 2 opÈ lex sh cos nike m , (90,22) 


hu = 2n2iT/hoz, Op — eB'mêxc, 


Où Ses, Eexr Méx: Dex SONt pris pour & — y sur la surface de Fermi !). 
Si pour une direction donnée de B il n'existe qu’une seule section 
extrémale de la surface de Fermi, il y a proportionnalité entre les 
parties oscillantes de la conductivité o,, et de la susceptibilité magné- 
tique longitudinale. En comparant (90,22) à la formule IX, (63,13), 

on trouve 
= (Cr AmEbex 0, 


Ce 1 es 
LL Sêx ôB 


(90,23) 


Les calculs exposés supposent la petitesse de l’amplitude des 
oscillations de la conductivité par rapport à sa valeur moyennée. 
Au surplus, c’est en fait la condition d’applicabilité de toute la 
théorie exposée aux $$ 84 et 85; il est clair que les valeurs moyennées 
n’ont un sens réel que si elles constituent la partie principale du 
tenseur de conductivité. 

Pour ñ@ ,— T, l'amplitude des oscillations se détermine par les 
premiers termes de la somme (90,22) dans lesquels L— 1, À: — 1. 
Suivant la définition dans (90,15) la grandeur b,, est évaluée com- 
me b..— 6B°/pr. Quant à la dérivée 0°S/ôp£ elle est — 1. On en 
déduit l'évaluation suivante pour l’amplitude des oscillations 


oo (hogler)/?, ho,=T. (90,24) 


Ce rapport est petit rien qu’en vertu de la condition obligatoire (90,3). 
Si T <hoz, l'évaluation n’est plus la même. Dans ce cas, l’am- 
plitude des oscillations se détermine par la somme d'un grand nom- 


1) Les oscillations de la conductivité ont été examinées par A. 7. Akhiezer 
(1939) et par 8. I. Davydov et 1. Y. Pomeranchuk (1939) pour la loi quadratique 
de dispersion des électrons et par A. M. Kossiévitch et V. V. Andréev (1960) 
pour une loi de dispersion quelconque. 
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bre de termes dans (90,22) dans lesquels À, — 1, c'est-à-dire que 
l1- howg/T ÿ 1. Le nombre de tels termes est de l'ordre de grandeur 
du même . Par rapport à l'évaluation précédente on voit apparaître 
ici un facteur supplémentaire L-1/?! = (hw,/T)"/?, de sorte que 


5 [hos)1/2/ hop)? ; 
(ee) (7) (90,25) 
L’exigence de petitesse de ce rapport conduit à la condition 

kon & (erT)"®?. (90,26) 


Problème 


Déterminer la conductivité transversale d'un gaz électronique obéissant 
à la loi de dispersion quadratique (e — p?/2m). Les électrons sont diffusés par 
des atomes d’impureté suivant une loi isotrope avec section efficace indépen- 
dante de l'énergie. 

Solution. Le problème se ramène au calcul de la grandeur b (p.) figu- 
rant dans (90,15) et (90,23). Pour une loi de dispersion quadratique p = mv 
et comme la valeur moyenne de la vitesse le long d’une trajectoire fermée v = 0, 
on a aussi p = 0; on a donc suivant (90,12) x = cP,'e. Conformément à ce qui 
a été dit dans le texte, en caulculant la valeur moyenne de (x — x’)°, on peut 
considérer que le processus de diffusion est indépendant du champ magnétique. 
Aussi la différence entre P et p est-elle sans importance; en prenant le point 
d'emplacement de l'atome diffusant pour point r — 0, on aura P = p- 

Dans le cas que nous considérons, la probabilité de diffusion est de la forme 
vo, do’/4n, où do’ est l’angle solide des directions de l'impulsion p’ après la 
diffusion et o,, la section efficace totale constante de diffusion. Cette expres- 
sion peut être mise sous une forme équivalente 


Oo , 0 5 , 
ere dp: dq"ô (8—e”) de”, 
où q’ est l'angle azimutal de la direction de p’ dans le plan ry; elle remplace ici 
l'expression (90,11). D'une manière analogue, un élément de volume de l'es- 
pace des p peut s'écrire sous la forme dp —+ mdp.dp de. Dans ce cas 


Px = (2me — p?)!/? cos q. 

On trouve maintenant 
: __ c°o ; « __ Goc* ; . 

a(e, Pi. P:)= “Snes \ (Px— Pa — op " "gezn (4ME— PE — pi?) 


et ensuite 
V'2me 


em. ta dp: _c®V2me 10 
BC, P)=ENimp \ « Br — 16nh (7 me—pt) è 
—ŸV °me 


où ? = 1/0,Vimp est le libre parcours moyen. : : 
La conductivité moyennée est calculée suivant (90,15) et est égale à 


Oyy = pFN/B'l, 
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où N = p}/3n°h° est la densité de nombre des électrons. L'aire de la section de 
la sphère de Fermi présente un maximum pour p, = Ü et Sex = 1p%. Il vient 
donc 

bex = 5°N/161. 
Pour la partie oscillante de la conductivité on trouve suivant (90,23) : 


CU _ 5 ELA 
Oyu = B'Oyn GNer  0B- 


La partie oscillante de l’aimantation Î, est donnée pour le modèle examiné par 
la formule V, (60,6). 


CHAPITRE X 


TECHNIQUE DES DIAGRAMMES 
POUR DES SYSTÈMES HORS D’ÉQUILIBRE 


$ 91. Susceptibilité de Matsubara 


L'étude du comportement de divers systèmes dans un champ 
variable extérieur de faible intensité se réduit généralement au calcul 
des susceptibilités généralisées correspondantes. Dans le présent 
paragraphe nous obtiendrons des formules qui lient la susceptibilité 
généralisée à une certaine grandeur auxiliaire qu'on peut calculer 
à l’aide de la technique des diagrammes de Matsubara ; on ouvre ain- 
si la voie vers l’utilisation de cette technique pour l'étude des pro- 
priétés cinétiques des systèmes (4. À. À brikossov, I. E. Dzialochinski, 
L. P. Gorkov, 1962). 

Rappelons la définition de la susceptibilité généralisée « (w) 
(voir V, $ 123). Supposons que l’action extérieure sur le système est 
décrite par l'introduction dans son hamiltonien d’un opérateur de 
perturbation de la forme 


Ÿ (9) = —2f (b), (91,1) 


où x est l'opérateur de Schrüdinger (indépendant du temps) d'une 
certaine grandeur physique caractérisant le système, et la force 
perturbatrice généralisée f (t)est une fonction donnée du temps; on 
suppose qu'en l'absence de l’action extérieure la valeur moyenne de 
la grandeur x est nulle. Alors, à l’approximation du premier ordre en f 
il existe une relation linéaire entre la composante de Fourier de la 
valeur moyenne x (t) et la force f(t) ; la susceptibilité généralisée est 
le coefficient dans cette relation: 


To = à (W)fe- (91,2) 
Suivant la formule de Kubo (voir V, $ 126) la fonction « (w) peut être 
représentée sous forme opératorielle suivante: 
a (u) = à | eiet (2e (4) Zo (0) — Ze (0) Zo () dt, (91,3) 
U 
où To (t) est l'opérateur de Heisenberg déterminé d’après l’hamil- 
tonien non perturbé du système (ce que rappelle l'indice 0) et la 
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moyenne est calculée sur l’état stationnaire non perturbé donné du 
système ou d’après la distribution de Gibbs avec l’ hamiltonien non 
perturbé !). 

Considérons maintenant d’une manière purement formelle un 
système qui obéit aux équations du mouvement de « Matsubara » 
qui diffèrent des équations réelles par le remplacement {—> —it; 
la nouvelle variable + prend des valeurs dans un intervalle fini 


—1T<LT< A/T. (91,4) 
Supposons qu’on applique à ce système une perturbation 
Ÿ (x) = — zf (nr). (91,5) 


La valeur moyenne x, elle aussi, sera alors une fonction de la varia- 
ble +. Développons la fonction f (x) en série de Fourier dans l'inter- 
valle (91,4): 


fe Xe fe, Les onsT (91,6) 


et d’une manière analogue la fonction z (t)2). Nous appellerons 
susceptibilité de Matsubara le coefficient de proportionnalité entre 
les composantes des deux développements: 


A — Au (£s) Îe. (91,7) 


Le problème consiste maintenant d’un côté à trouver pour &@w (5) 
une formule analogue à (91,3) et, d’un autre côté, à établir la rela- 
tion entre &w (£&s) et la fonction & (w) qui nous intéresse. Commen- 
çons par la première partie du problème. 


Soit H l’hamiltonien non perturbé du système. L'opérateur de 
Matsubara « exact » de la grandeur x se calcule par la formule $) 


ZM(x)=0"1(r, 0) zM (x) 6 (x, 0), (91,8) 


où cest la matrice S de Matsubara : 
T 


(x, 0) =T, exp {- \ ÿa (x’) d'} , (91,9) 


U 


1) Dans tout ce chapitre nous posons # = 1. 

2) Pour la grandeur z possédant une limite classique on doit utiliser la 
technique A au cas de la statistique de Bose; aussi le développe- 
ment (91,6) s’effectue-t-il suivant les « fréquences paires » £,. 

3) Toutes les notions et formules utilisées ci-dessous sont ‘données dans IX, 
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et l'indice 0 désigne les opérateurs dans la « représentation de l’in- 
teraction » de Matsubara !): 


1M (t) = exp (To) z exp( —tA,) (91,10) 


et d’une manière analogue, pour var (t). Au premier ordre de la théorie 
des perturbations l'expression (91,9) se réduit à 


T 
o(r, 0)& 1— | Var (x') dr. (91,11) 
U 
Calculons la valeur moyennée sur la distribution de Gibbs 


z(r) =Sp {e-AITrM (t)}. (91,12) 
Suivant la formule 1X, (38.6) on a 
WT 
e-AIT— e-hs/TG (+. 0) æexp(—H,/T) {1 — | ya (T°) dr’) : 
0 
et suivant (91,8) et (91,11), 


T 
2 (9) 28 (0) — À Gear (0) Pat Cr) — Va (r°) 2 (r)} de 
0 
En portant ces expressions dans (91,42), on obtient avec la même 
précision 


D 


2 (0 = Sp {e- her [Â (Par Ce’) 28 (7) — 2a() Var (9) dr — 
[0 


1/T 4 ,. 
— | VA (x') zo(r)dr |}. 


Dans la première intégrale la variable t’ << +, et dans la deuxième, 
divisons le domaine d'intégration en deux intervalles: de 0 à t'et 
de + à 1/7. Toutes réductions effectuées et V, (t) étant remplacé par 
son expression (91,5), on voit que le résultat peut s’écrire sous la 
forme 

IT 3 A 7: 

2 (= | F0) Ted (0 2 (re) dr (94,13) 
U 


(rappelons que l'opérateur T, chronologique suivant la variable + 
dispose les facteurs, sans changer le signe du produit, dans l’ordre 


1) La formule (91,8) est également valable dans le cas où l'opérateur initial 


ÿ (t) dépend explicitement de la variable + (bien que cela n'ait pas été sous- 
entendu lors de l'établissement dans IX, ). 
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de croissance de t, de droite à gauche); le calcul de la moyenne dans 


(91,13) se fait d'après la distribution de Gibbs avec l’hamiltonien }H,. 
Le résultat du calcul de la moyenne ne dépend que de la différen- 
ce t — tv’. Enfin, en représentant f (x) sous la forme de développe- 
ment de Fourier (91,6), on obtient finalement la formule cherchée 
pour la susceptibilité de Matsubara : 
1/T 
ar (Es) = \ efbst (T, ZM (x) ZM (0)) dr. (91,14) 


U 


On voit que &ar (&) s'exprime en fonction de la composante de 
Fourier de la fonction de Green de Matsubara construite sur les 


opérateursx (cf. définition IX, (37,2)). On notera la différence par 
rapport à la formule (91,3) pour & (w) qui contient un commutateur 
retardé (sur le temps t) et non pas le produit chronologique. 
Pour résoudre la deuxième partie du problème posé — détermina- 
tion de la relation entre les fonctions & (wo) et œ (£s) — il faut 
partir des formules (91,3) et (91,14) pour exprimer ces fonctions au 


moyen des éléments de matrice de l’opérateur x. Nous n’allons pas 
effectuer ici les calculs correspondants parce qu'ils coïncident 
pratiquement avec des calculs déjà faits à des occasions analogues 
(ef. V, $ 126; IX. $$ 36, 37). Nous donnons directement le résultat 

a(o)= >, 67 EnfT (eme (4 e-émnT), (91,15) 


© — mn + i0 
m,n 


a E)= > Fr Em (4 — em), (91,16) 
mn 


Ici, Tmn sont les éléments de matrice de l’opérateur de Schrüdin- 


ger x par rapport à des états stationnaires du système ; On = Em — 
— Eh. La comparaison des deux expressions montre que 


œur (ès) = ait), > 0. (91.17) 


La susceptibilité généralisée & (w) étant réelle sur le demi-axe ima- 
ginaire supérieur des &, la fonction ay (6.) est réelle pour &, > 0. 
D'un autre côté, de l’expression (91,16) il résulte que œas (— &s) = 
= af (£.). Ainsi, œx (C.) est une fonction réelle paire de &, et 
s'exprime au moyen de & (w) par la formule 


(2274 (&s) = «a ( | 6: 1). (91,18) 


La relation (91,18) établit le lien cherché. Pour pouvoir déter- 
miner @& (w) il faut construire une fonction, analytique dans le demi- 
plan supérieur de la variable « dont les valeurs aux points discrets 
© = it, sur le demi-axe imaginaire supérieur coïncident avec 
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œu (Es); ce sera précisément la susceptibilité généralisée cherchée. 

La méthode que nous venons de décrire sera appliquée dans le 
chapitre suivant aux propriétés cinétiques des supraconducteurs. 

Montrons avant de clore ce paragraphe que la connaissance de 
a (&) permet de déterminer la loi de relaxation de la grandeur x 
vers sa valeur d'équilibre x = 0. A cet effet, nous admettrons que 
la valeur initiale hors d'équilibre de x est produite par une force 
généralisée f (t) agissant pour t 0 et ensuite enlevée. La valeur de 


z (t), à un certain instant, {se détermine par les valeurs de f pendant 
tout le temps précédent par la formule de la forme 
t 


z@=(at-r)f«)ar, 
— 
la fonction @ ({) étant liée à la susceptibilité généralisée par la 
transformation de Fourier inverse 
© 
a (t) = \ a (w)e-ivt = 
—0 


(cf. V, $ 123). Si f = 0 pour t > 0, alors 
0 
2H =(at-r)r4)ar. 


—> 


Le comportement de x (t) pour de grands { se détermine par le com- 
portement asymptotique de æ&(t) quand t—+> oo. Ce dernier se 
détermine à son tour par le point singulier le plus proche de l’axe 
réel de la fonction « (w) dans le demi-plan inférieur. Notamment, 
à la relaxation de x suivant une loi exponentielle simple x e-t/* 
avec le temps de relaxation + correspond l’existence d’un pôle simple 
pour w = — i/x de la fonction & (o). 


$ 92. Fonctions de Green d’un système 
hors d’équilibre 


Les problèmes de cinétique physique sont toujours liés à l'étude 
des états hors d'équilibre. Néanmoins, l’application de la méthode 
décrite dans le paragraphe précédent permet dans certains cas de 
réduire les problèmes de la détermination des grandeurs cinétiques 
au calcul des fonctions de Green pour des systèmes en équilibre 
thermodynamique ; cela rend possible d'utiliser une technique des 
diagrammes (telle que la technique de Matsubara) qui par sa nature 
même est applicable justement à des états d'équilibre. 1l est naturel 
qu’une telle possibilité est en tout cas limitée par des questions 
physiques qui ne se rapportent qu’à des états dont le déséquilibre 
est bien faible. 
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Nous passons à la construction de la techique des diagrammes 
applicable en principe au calcul des fonctions de Green des systè- 
mes se trouvant à des états hors d'équilibre quelconques. Les équa- 
tions obtenues à l’aide de cette technique pour les fonctions de Green 
ont un sens analogue à celui des équations cinétiques. Appliquée 
aux systèmes en équilibre, cette même technique permet d'obtenir 
les fonctions de Green et des susceptibilités généralisées (à des tem- 
pératures non nulles) directement en fonction des fréquences réelles 
continues, sans procéder au prolongement analytique (à ce propos, 
elle peut s'avérer dans des cas compliqués plus commode que la 
technique de Matsubara) !). 

La fonction de Green d’un système hors d'équilibre est définie 
de la même façon que dans le cas d’équilibre: 


iGoo, Xy Xe) = (n | To, (X1) Ÿ5,(X2) In) = 


Ne. 
F(n| Vo, (Xe) Vo (Xi) ln), tits. 


La seule différence tient à ce que la valeur moyenne (désignée par 
le symbole {nr |. . . In})) est calculée maintenant sur un état quantique 
quelconque du système et non obligatoirement sur l’état stationnaire 
comme dans le cas de l’état d'équilibre 2). Le signe supérieur (ici et 
partout plus loin) se rapporte à la statistique de Fermi et le signe 
inférieur à la statistique de Bose ; dans ce dernier cas (pour un systè- 
me de particules sans spin) les indices de spin o,, 6. doivent être 
certes omis. Dans le cas de la statistique de Bose il est sous-entendu 
que la condensation est nulle, c’est-à-dire qu'il s’agit soit de systè- 
mes dont le nombre de particules n’est pas conservé (phonons, pho- 
tons), soit d’un système dont la température est supérieure à celle 
du point de commencement de la condensation. Dans un système 
hétérogène hors d'équilibre, la fonction (92,1) dépend déjà des deux 
paires de variables X, = (f,, rm) et X2 — (t:, r.) séparément et 
non seulement de leur différence X, — X, comme dans le cas de 
l'équilibre. 


(92,1) 


1) Cette technique appartient à L. V. Keldych (1964). A certains égards elle 
est pi de la technique développée par R. Mills (1962) pour des états en 
équilibre. 

2) Dans IX, $ 36, la définition de la fonction G d’un système en équilibre 
à T 0 comportait aussi le calcul de moyenne sur la distribution de Gibbs. 
Rappelons une fois de plus à ce propos que suivant les principes fondamentaux 
de la statistique le résultat du calcul de la moyenne statistique ne dépend pas 
de ce qu’il se fait sur la fonction d'onde exacte de l'état stationnaire d’un sys- 
tème fermé ou à l’aide de la distribution de Gibbs pour un système placé sous le 
« thermostat ». La seule différence est que dans le premier cas le résultat sera 
exprimé par l'énergie et le nombre de particules dans le système et dans le se- 
cond cas, par la température et le potentiel chimique. 
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La technique des diagrammes permet d'exprimer la fonction 
de Green d’un système de particules interagissantes au moyen de la 
fonction d’un gaz parfait. Mais dans ce cas il devient automatique- 
ment nécessaire d'introduire d’autres fonctions en plus de G. Pour 
ne pas interrompre l'exposé ultérieur, nous donnerons tout de suite 
la définition de ces fonctions et indiquerons certaines de leurs 
propriétés. 

Pour des raisons qui seront expliquées au paragraphe suivant, il 
y a intérêt à désigner la fonction (92,1) par G-- ; ainsi, écrivons cette 
définition sous la forme !) 


CE), > 


iGrz= (TŸŸS ={ 
F (VW), U<t. 


La définition de la fonction suivante 


de w:u 
it IT Va = de Crete ht (92.3) 
CPS), ti <ts 


diffère de (92,2) par ce qu’aulieude T elle contient le symbole T 
désignant une disposition ordonnée des facteurs opératoriels dans 
l’ordre chronologique inverse: de droite à gauche dans l’ordre de 
la décroissance des temps. 

]1l existe encore deux fonctions qui sont définies comme des va 
leurs moyennes des produits non chronologiques des opérateurs Y': 


Ch= (VS, i6= + (VEŸ). (92,4) 


La différence de signes dans ces définitions pour les systèmes de 
Fermi est liée à la règle générale, c’est-à-dire à la nécessité de 
changer le signe lors de la permutation des opérateurs Y. 
Notons que pour ft, — {,; = t la seconde des fonctions (92,4) 
coïncide avec la matrice de densité à une particule; dans l'écriture 
complète 
FiGt(bm;tr)= Soft rire) (92,5) 


(cf. IX, (7,17), (31.4)); il est ici sans importance de quel côté ft, 
tend vers la limite {, parce que la fonction G-* est continue pour 
t, = t,. Quant à la valeur de la fonction iG+- pour {, = t,, elle est 
liée à la valeur de iG-+ par la formule 


1) Pour simplifier un peu les désignations, convenons de sous-entendre 
plus loin que les indices de spin sont inclus dans les symboles conventionnels 
des variables X: X — (t, r. ©). Lorsqu'il n'y a pas de confusion à craindre, 
nous simplifierons davantage les désignations, en indiquant les valeurs des 
arguments X par des indices correspondants: Y, = W (X:), Gis = G (X3: X2), 
etc. Enfin, convenons d’indiquer une moyenne par le symbole (...) au Heu de 


{nl ...1ln). 
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{Gt (tsmit,r) —G+{(ts mit, re)} = Ô (r, —r>) (92,6) 


qui résulte de la règle de commutation des opérateurs Ÿ de Fermi 
ou de Bose. 

Les quatre fonctions G ainsi définies ne sont pas indépendantes. 
Elles sont liées l’une à l’autre par une relation linéaire qui découle 
directement de leurs définitions: 


G-- + Gt = GT + Gt. (92,7) 
Les fonctions G-- et G++ sont liées aussi par la relation de « conju- 
gaison antihermitienne » par rapport à la permutation de leurs 


arguments : 
Gr = —Gi:*, (22.8) 


Quant aux fonctions G-+ et G+-, elles sont « antihermitiennes » de 
par elles-mêmes: 


Gi= CG", Gr = 6 Fee 


#1 ? C1 OS 
Un rôle important sera joué dans ce qui suit par le lien de ces 
fonctions avec les fonctions de Green retardées ou avancées. Les 
dernières sont définies de la même façon que cela a été fait dans 
le cas de l'équilibre (cf. IX, $ 36): 


iGR = (nr + W5W,) » > Los (92,10) 
| 0 , ht, 
0 , t, > LE 
ca | a. 
— (W, 5 + p:w,), toto. 


Ces deux fonctions sont liées l’une à l’autre par « conjugaison 
hermitienne » : 


GA = GR+. (92,11) 
Une comparaison directe des définitions (92,2) à (92,4) et de 
(92,10) donne 

GR =G-- — Gt = Gt — GG, 

GA =G-- — Gt =G+ —G#. 

Dans le cas stationnaire, spatialement homogène, lorsque toutes 

les fonctions dépendent uniquement des différences t = t, —t, 

et r —=r, —r., elles peuvent être soumises au développement de 

Fouriersuivant ces variables. De (92,8) et (92,11) il résulte pour les 
composantes de Fourier les égalités 

G-= (©, p) = —[G+t+(w, p}l*, GA (o, p) = [GR(o, p)l*, (92,13) 


et de (92,9) il découle que les composantes de Fourier de G+- (w, p) 
et GT (w, p) sont imaginaires. 


(92,12) 


480 TECHNIQUE DES DIAGRAMMES [CH. X 


Pour un système de particules non interagissantes, la fonction G— 
satisfait à l'équation 


GiGie = Ô (Xi — X2) (92,14) 
où éxa désigne l'opérateur différentiel 
Gi —e(—ivtn=i £+E tu (92,15) 
(e(p)=p*/2m), et 
(Xi — Xe) = 06,0, Ô (ti — ta) Ô (ri — T2); (92,16) 
l’indice (0) affectant la fonction G indique que cette fonction se 


rapporte à un gaz parfait et l’indice 4 de l'opérateur G;' signifie 
que la dérivation s'effectue par rapport aux variables t,, r,. Rappe- 
lons que la fonction 6 au second membre de l’équation (92,14) est 
liée au saut que la fonction G-- subit pour t, = ft, ?). Les fonctions 
GR et GA subissent le même saut et donc GR et GA satisfont 
à la même équation. Quant à la fonction G+*+, elle subit pour t, = #, 
un saut de signe contraire ; de ce fait 


GRGO++ = — 8 (X;, — X2). (92,17) 


Enfin, les fonctions G+- et G-* sont continues pour t, = t,; aussi 
pour un gaz parfait satisfont-elles aux équations *) 
GaiGD+- =0, GGQ-+ = 0. (92,18) 

Calculons toutes les fonctions G pour l’état homogène stationnaire 
d'un gaz parfait caractérisé par une certaine répartition (non néces- 
sairement d'équilibre) des particules suivant les impulsions n,. 
Pour simplifier les formules, nous considérerons que cette réparti- 
tion ne dépend pas du spin. Alors la dépendance des fonctions G 
envers le spin (dans la statistique de Fermi) se sépare sous la forme 
du facteur ô5,9,; ce facteur sera omis de même que les indices de 
spin. 

Les opérateurs Ÿ d’un gaz parfait seront écrits sous la forme de 
développements ordinaires: 
A 1 a L 
Y(t, r) e . apexp{ilpr—e(plt+utl} (92,19) 
ET P 

1) Voir IX, $ 9. La déduction de ten qui y est donnée n'est pas liée 
à la prise de moyenne sous-entendue sur l'état fondamental du système et reste 
valable pour la prise de moyenne sur tout état quantique. 


?) Si la dérivation se fait non par rapport aux premières mais par rapport 
aux deuxièmes variables dans les fonctions G, on doit changer le signe devant 


i9/8t, c’est-à-dire changer l'opérateur 6x: en Gi" : 


GG D = 8 (X1 — X2), (92,14a) 
etc. 
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et d’une manière analogue pour W (cf. IX, (9,3)). En introduisant 
ces expressions dans les définitions des fonctions G, on ne devra 
pas oublier que seuls les éléments de matrice diagonaux des produits 
des opérateurs d’annihilation et de création de particules ayant les 
mêmes p sont différents de zéro et avec cela 


(aÿap) = lp,  (apaÿ) = 1 Fn. 
Ainsi, on trouve par exemple 
3° dSp 


où t =t; — ts, r = 1, —r,. En récrivant ces expressions identi- 
quement sous la forme 


GO, r)= + _. Î np eXp {épr — ie (p) {+ iut} 


GO (1, r)= + 2ni \ np Exp (ipr — iwt) à (0 —E + pu) Se : 


on voit que 


GO-+ (w, p) = + 2ninp Ô (® —e + u). (92,20) 
D'une manière analogue on trouve 


GO+-— (w, p) = —2ni (1 F nÿ) Ô (® —Ee + y). (92,21) 


Pour calculer GR il est le plus commode de partir directement 
de l'équation 


[x — e(—iv) + ul GOR (4, r) = à (6) à (r), 


en la résolvant par la méthode de Fourier et en tenant compte de ce 
que la fonction GR(w, p) ne doit pas présenter des singularités dans 
le demi-plan supérieur des ©. On en tire tout de suite 


GOR(&, p) = [© — e (p) + u + i0]-! (92,22) 


(quant à la fonction G(0) 4 (w, p), on l'obtient à partir de cette 
expression suivant (92,13) par une simple conjugaison complexe). 
Enfin, en utilisant (92,12), on trouve maintenant 


GO-- (©, p) = [o —e (p) + u + i0]-! + 2xin, Ô (© — 8 + u)= 


1 : 
= P Faq +in (+ 2r9 —1)ô(® —e+u). (92,23) 

On notera le fait que l'expression (92,22) ne dépend pas du tout 
des propriétés de l’état (c'est-à-dire de la répartition »,) sur lequel 
est calculée la moyenne. Cette propriété de la fonction G(0A (et 
de G(0)4) n'est pas liée en fait à l’homogénéité et à la stationnarité 
de l'état du système supposées d'avance pour l'établissement de 
(92,22); la fonction G()R (X,, X.) se trouve automatiquement 
dépendante seulement de la différence X, — X.. 


31—01298 
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Dans le cas de l'application à un système en équilibre on doit 
entendre par #, dans les expressions (92,21) à (92,23) la fonction 
de distribution de Fermi ou de Bose. Les fonctions G seront alors 
exprimées par l'intermédiaire de T et up; par là même sera assuré 
le passage de la moyenne sur un état quantique donné à la moyenne 
sur la distribution de Gibbs. 


Problème 


Déterminer les fonctions de Green pour un état homogène stationnaire d'un 
gaz de phonons dans un liquide. 

Solution. D’une manière analogue aux définitions (92,4) on a pour un 
champ de phonons: 


iDtr = (pps),  iDif = (pipi). 1) 
où ra LL p'* est l'opérateur de la partie variable de la densité du inilieu. Cet. 
opérateur étant auto-adjoint, les fonctions (1) sont liées par la relation 

+— — + +) 
12 = Ds (2} 
(et, certes, possèdent toujours la propriété (92,9)). 
Pour un gaz de phonons non interagissants (voir IX, (24,10)) 


Pie EU ee nÉ AR 
pp À (5 ) (éeitr un) Grer itkeuht)) 3} 


(po étant la densité non perturbée et u la vitesse du son). En reportant (3) dans 

({) et en passant de la sommation à l'intégration, on obtient 
as Po TN D k dk 
spore (6, nee À À égé éitr-un0 + (éd ete} LUS, 


ou, en remplaçant au second terme la variable d'intégration k — —k et en 
exprimant les valeurs moyennes par les nombres d'occupation des états pho- 
noniques x, 

. Po | à ske dk 
iD()-+ (4. n= | Se {Ngeiuht ER (AN _L) eiuht} eike Bo 


L'expression sous le signe d'intégration (sans le facteur e*") constitue déjà une 
composante du développement de Fourier suivant les coordonnées. En dévelop- 
pant aussi par rapport au temps, on obtient 


iDO)-+ (w, k)= reE {NL 6 (@—uk)+(1-HN _1) Ô (wi uk)}. (4) 


Pour la fonction D()+- on a suivant (2) 
DC (w, k) = DO-+ (—w, —k). (5) 


Encore deux fonctions de Green sont définies comme 


iDr = (TPE),  iDt} = (Tpipi). (6) 
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Dans ces expressions 
Dis = Ds, DE= DE. (7) 


Pour des phonons non interagissants un calcul analogue donne (cf. problème 
dans IX, $ 31) 


__ Pok 1 1 
DE (a, k) 2: 1000 (a, DE À 
—2ni[N,6 (&—uk)+ N _ 18 (w-{- u)1} . (8) 


En accord avec (7), D()-- (w, k) = DO)-- (—ow, —k). 
I1 résulte de (8) que dans la représentation en couordonnées la fonction 
DU)-- (4, r) vérifie l'équation 


(ua) DO— (+, r) = po6 (4)A6 (r). (9) 


qui remplace l'équation (92.14) pour les fonctions de Green des particules ordi- 
naires. 


$ 93. Technique des diagrammes 
pour des systèmes hors d’équilibre 


Toute technique des diagrammes est basée sur la séparation de 
l'opérateur d'interaction à partir de l’hamiltonien du système: 


H = Hs + V, où H, est l’hamiltonien du système de particules 
non interagissantes. La technique des diagrammes est la théorie des 
perturbations en Ÿ. 

Sa construction pour un système hors d'équilibre se fait de la 
même façon que dans le cas de l’équilibre à 7 — 0 '). La fonction 
de Green G = G-- s'exprime au moyen des opérateurs W dans la 
représentation d'interaction (c’est-à-dire pour un gaz parfait) par 
la formule 


1653 = (SIT [or ŸéoSl, (93.1) 
où 
$= $ (00, —00)= Texp (—i \ Vo(L) at), (93,2) 


el Vo (t) est l'opérateur V dans la représentation d'interaction. La 
moyenne dans (93,1) est prise sur un certain état du système de 
particules non interagissantes. Pour la suite il sera plus commode 
de supposer que cet état est stationnaire et homogène mais non 
fondamental (nous verrons plus loin que cet état initial peut être 
exclu et la théorie peut être formulée de telle sorte que les équations 
ne dépendront pas du tout de cet état). C’est là que réside la diffé- 


1) L'exposé qui suit se fonde essentiellement sur IX, $$ 12, 13. 
si 


484 TECHNIQUE DES DIAGRAMMES (CH. X 


rence avec le cas de T7 = 0 où la moyenne est prise sur l'état fonda- 
mental. Cette différence est très importante : la prise de moyenne de 


l'opérateur $-1 ne peut plus être séparée du calcul de la moyenne 
des autres facteurs (comme cela a été fait dans IX, $ 12 lors du pas- 
sage de (12,12) à (12,14)); le fait est qu’un état non fondamental 


passe sous l’action de l’opérateur S-! non pas en lui-même mais en 
une certaine superposition d’autres états excités (qui peuvent être 
considérés de façon imagée comme le résultat de tous les processus 
possibles de diffusion mutuelle des quasi-particules ?)). 


L'expression (93,1) doit être développée en puissances de Ÿ. 
A cet effet il est commode de transformer d’abord $-! en utilisant 
l'unitarité de l'opérateur S: 


œ 


S-1—$+—T exp (i \ F (t) dt) (93,3) 


(on a également utilisé l’hermiticité de l'opérateur Ÿ) ; le symbole T 
de mise en ordre antichronologique a déjà été introduit au paragraphe 
précédent. 


En développant S et S-len séries et en les introduisant dans 
(93,1), on obtient une somme de différents termes. Dans chacun de 
ces termes il faut calculer la moyenne à l'aide du théorème de Wick 
et associer un diagramme déterminé à chaque mode de convolution 
deux à deux des opérateurs W 2). É 

Remarquons tout d’abord qu’on ne doit tenir compte que des 
diagrammes connectés, ne contenant pas de boucles de vide débran- 
chées (de même que dans la technique des diagrammes à T = 0 
que nous appellerons technique « ordinaire »). Quant aux boucles 
de vide, elles se réduisent entre elles. 11 est facile de s’en assurer en 
considérant quelques premiers diagrammes qui permettent de dédui- 
re le principe général d’une telle réduction. 

Si toutes les convolutions conduisant à un diagramme lié s’effec- 


tuent à l’intérieur du facteur TŸ,Ÿ+$ dans (93,1), on obtient des 


1) Remarquons que pour une même raison la technique des diagrammes 
exposée dans IX, $$ 12, 13 est généralement parlant inapplicable même pour 
T = 0 dans le cas de la présence de champs variables extérieurs (c'est-à-dire 


lorsque l'opérateur Ÿ dépend explicitement du temps déjà dans la représenta- 
tion de Schrüdinger) : les champs variables excitent l’état fondamental du sys- 
tème. Soulignons en même temps que la théorie développée ici est applicable 
même en présence de ÉRtE variable. 

2) Rappelons qu'à la limite macroscopique la validité du théorème de 
Wick n'est pas liée à un état homogène stationnaire sur lequel est calculée la 
moyenne, voir fin du IX, $ 13. . 
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termes représentés par des diagrammes ordinaires décrits dans IX, 
$ 13 (bien entendu, avec une autre forme concrète des fonctions 
correspondant aux lignes continues). Rappelons qu’il s’agit ici des 
diagrammes dans la représentation en coordonnées; pour des états 
hors d'équilibre (lorsque la fonction G dépend des variables X, et X, 
séparément) le passage à la représentation en impulsions n’est pas 
commode. D’autres termes proviennent des convolutions qui font 


intervenir aussi les opérateurs Ÿ de $-1 = $+, Dans chaque ordre 
de la théorie des perturbations ils s’obtiennent à partir des termes 


ordinaires en remplaçant tout facteur ÿ, pris de é, par le facteur ÿ 


pris de S+. Ces termes sont représentés par des diagrammes de même 
forme graphique mais avec une règle quelque peu modifiée de leur 
lecture. Ces modifications résultent de trois circonstances: 1) les 


opérateurs d'interaction entrent dans $+ sous forme de ++ iV (au lieu 
de — iŸ dans é) ; 2) tous les opérateurs Y dans $+ se placent toujours 
à gauche des opérateurs figurant dans le produit TYŸ+S ; 3) à l’inté- 
rieur du facteur $+ les opérateurs sont ordonnés par le signe de 


produit T (au lieu de T). 

Regardons comment ces modifications se manifestent lors de la 
construction de la technique des diagrammes dans le cas le plus sim- 
ple : pour un système de particules (par exemple, de fermions) placé 
dans un champ extérieur U (t, r) = U (X). 

Les termes du premier ordre dans le développement de l’expres- 
sion (93,1) sont les suivants: 


( TP, Ÿ3 (à \ PUY. ŒX;) ; _ Ti Î VU Ÿ, dix... TEEN | 


Pour la situation que nous considérons ici c'est le second terme dans 
cette somme qui est caractéristique ; lors du calcul de la moyenne 
sur l’état fondamental on ne devrait considérer que le premier terme. 
Dans le premier terme, tous les quatre opérateurs W sont placés sous 
le signe de produit T ; leurs convolutions deux à deux, 


| | 
TP, WE (—iViU;W:), (93,4) 
l | 
donnent les facteurs Get G57". Quant au second terme, les 


opérateurs Y à convoler ne sont pas ordonnés l’un avec l’autre par 


2 


le signe T ou T: 


T CAS T CAE ); (93,5) 
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leurs convolutions donnent les facteurs G(9+- et G{0)-- ; en outre on 
voit ici +iU, au lieu de —iU.. 

Introduisons des éléments graphiques qui diffèrent des éléments 
figurant dans la technique des diagrammes ordinaire par des indices 
supplémentaires + ou — aux extrémités des lignes. Les lignes en 
traits interrompus avec les indices + ou — à l’une des extrémités 
(sommet du diagramme) signifient le facteur + iU (X) ou — iU (X): 


————+ = +iU(X) —————— —il(X) (93.6) 
+ = 


(cf. IX, $19) Aux lignes en traits pleins avec les indices + aux deux 
extrémités on fait correspondre les différentes fonctions G: 


1 2- +  2- 
<— =:i6} <—— = ic" 
(93.7) 
1+ 2+ I  2+ 
— = 6 — = 6 


Les chiffres aux extrémités des lignes numérotent les arguments des 
fonctions, les variables X,, X:. 

Alors deux termes (93,4) et (93,5) seront représentés par les dia- 
grammes 


PAS Len (23,8) 


Aux deux extrémités extérieures des lignes en traits pleins on attribue 
des indices — suivant qu’il s’agit des corrections aux fonctions G--. 
Ilest sous-entendu que sur les variables correspondant au sommet du 
diagramme est effectuée l'intégration !). Sous forme analytique 


Gi \ (GT IG (—iUs)+iGNTtIGETTIU,)diX,. (93,9) 


13 


| 1) Plus exactement, l'intégration sur dt dr et la sommation sur une paire 
d'indices de spin liens ie Dans ce qui suit nous supposerons que la somma- 
tion est comprise dans l'intégration sur d*X. 
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A l’ordre suivant, deuxième, de la théorie des perturbations, la 
correction à la fonction G-- est donnée par quatre diagrammes: 


1 1 l I I [ l l 
l 1 1 l l 1 [l 1 
Vu Un. FN nn (93,10) 


{les indices numériques sont omis). L'indice + en chaque sommet 
du diagramme se rapporte aux extrémités de toutes les trois lignes 
qui y concourent. 

D’une manière analogue, les termes correctifs dans d’autres 
fonctions G seront représentés par des diagrammes avec d’autres 
indices affectant les deux extrémités extérieures des lignes en traits 
pleins. C’est ainsi que pour la fonction G-+ au premier ordre on 
a deux diagrammes: 


1 I! 
l | 
NS DA (93,11) 
- + - + 


Ainsi. dans la technique de Keldych, les diagrammes sont obte- 
nus à partir des diagrammes de la technique ordinaire en attribuant 
à leurs sommets et aux extrémités libres des indices supplémentai- 
res + ou — par tous les procédés possibles. Cette règle reste en 
vigueur aussi dans la technique des diagrammes pour d’autres types 
d'interaction. 

Pour un système à interaction double entre les particules, à la 
ligne en traits interrompus intérieure est associé, dans la technique 
des diagrammes ordinaire, le potentiel d’interaction de deux parti- 
cules. Maintenant les extrémités d’une telle ligne sont encore affec- 
tées d’une paire d'indices identiques + ou — : 


1+ 2+ 
—————— = iU(X,- XX) = is(n-t)U(n-r,) 
(93,12) 


Ainsi, la correction du premier ordre à la fonction G-- pour un système 
à interaction double sera représentée par la somme de quatre 
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diagrammes 
= =: ( ( 
Le — ed —2—  —— —le— 
— — — — _— + + = —  —  — _ + — 
(93,13) 


(au lieu de deux diagrammes IX, (13,13) dans la technique ordinai- 
re). À une ligne en traits pleins, fermée sur elle-même. est associé 
comme précédemment le facteur V, (u, T) (la densité d’un gaz par- 
fait) pour tout signe du sommet. 

Comme il a déjà été dit, la technique des diagrammes de Keldych 
est aussi applicable aux systèmes en équilibre pour T =£ 0. Suppo- 
sons que le champ extérieur est absent et passons de la représentation 
en coordonnées à la représentation en impulsions, en développant 
toutes les fonctions G en intégrales de Fourier. Alors, on attribue de 
façon habituelle une certaine « quadri-impulsion » à chaque ligne 
sur les diagrammes et on leur fait correspondre, suivant les mêmes 
règles, les fonctions U (Q), G() (P) dans la représentation en impul- 
sions. 

A T =0, la fonction de distribution de Fermi a pour valeur 


ñ = | ; P< PF; 
PU (0, p>pr.. 


Aussi, suivant (92,20) et (92,21), a-t-on pour un système de Fermi 
pour T = 


G+ (P) = 0 pour p> pr, GC*- (P) = 0 pour P< Pr 


et tous les diagrammes pour la fonction G-- contenant des sommets 
« plus » s’annulent identiquement. Ainsi, la technique des diagram- 
mes de Keldych appliquée aux systèmes en équilibre se transforme 
à T = O0 (à la différence de la tecnique de Matsubara) directement en 
technique des diagrammes ordinaire. 


$ 94. Fonctions énergétiques propres 


Comme toute technique des diagrammes « sensée », la technique 
de Keldych permet d’effectuer la sommation des diagrammes par 
« blocs ». Les blocs les plus importants sont des fonctions dites 
énergétiques propres. 

Rappelons (voir IX, $ 19) que cette notion apparaît lors de 
l'étude des diagrammes pour la fonction de Green qu’on ne peut 
pas séparer en deux parties reliées seulement par une ligne en traits 
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pleins. En séparant les facteurs iG® correspondant à deux lignes. 
d'extrémité d’un tel diagramme, représentons-le (en coordonnées. 
comme une fonction de deux arguments X, et X.) sous la forme 


| 56 (15,0 12 dx dix. 


La fonction —iY., représentant toute la partie intérieure du diagram- 
me est appelée fonction énergétique propre. Quant à la fonction 
énergétique propre exacte (qui est désignée précisément par le sym- 
bole — iZ), elle se détermine par la somme de tous les diagrammes. 
possibles du type indiqué. Etant donné que dans la technique que. 
nous exposons on doit attribuer à chaque sommet encore le si- 
gne + ou —, ilexiste quatre fonctions énergétiques propres exactes, 
en accord avec les signes de leurs sommets « de sortie » et « d'entrée » ;. 
nous les désignerons par ©", Z#+, Z-+, S+-, 

Les fonctions G exactes s'expriment moyennant les fonctions Z 
exactes par des identités qu'on peut représenter graphiquement : 
pour la fonction G-- on a 


PR En Fe Ce 


(94,1) 
et d’une manière analogue pour d’autres fonctions (les lignes en gros. 
traits: les fonctions G exactes, les cercles: les fonctions Z ; cf. IX, 
(14.4)). Sous forme analytique 


Gn= CH + | (GN-SHG + CN 2GS5 + 
+ GP TE 3G32 + GP S:3G32) diX, diX, (94,2). 
et encore trois équations pour les autres fonctions G. 


Pour une écriture compacte de telles équations il est commode- 
d'introduire les matrices 


GFAGTT DS 
à ,, 
= ) | sf. . . (94,3) 


Alors, toutes les quatre équations de la forme (94,2) seront écrites- 
conjointement comme une équation matricielle unique 


Gis= C9 \ COS, Ge XX: (94,4) 


les facteurs sous le signe de l'intégrale sont multipliés suivant la 
règle de multiplication des matrices. 
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On écrit de mème ensemble les équations (92,14) à (92,18) véri- 
fiées par les fonctions G d'un gaz parfait: 


a 


GuiGie = 0,0 (Xi—X2), (94,5) 


1 0 
œ=($ M 


Revenons à l’équation (94,4) et appliquons à ses deux membres 


l'opérateur G. Compte tenu de (94,5) on obtient finalement un 
système de quatre équations intégro-différentielles écrites sous 
forme d’une équation matricielle unique : 


où !) 


G: Gus = 0 Ô(X1 — X2) + \ 022490 3e SX 3. (94,6) 


Signalons que cette équation peut être représentée sous une autre 
forme, équivalente, si l’on remarque que dans le diagramme (94,1) 
on peut représenter avec le même succès les lignes en gros traits 
à gauche (et non pas à droite comme dans (94,1)). Autrement dit, dans 
(94,2) on peut écrire les facteurs dans chaque terme de l’expression 
sous le signe d'intégration dans l’ordre G,,2,:G%. En appliquant 
aux égalités ainsi représentées l'opérateur G;:* (voir note 2 au bas 
de la page 480). on obtient 


a 


CC (Xi —X,)+ \ Gin 2320: di X 3. (94,7) 


Les fonctions énergétiques propres elles-mêmes peuvent être 
représentées par une série de diagrammes squelettes aux éléments 
graphiques desquels — aux lignes en gros traits pleins — correspon- 
dent des fonctions G exactes. C’est ainsi que pour un système de 
particules à interaction double on a 


è ! D 
iE = + ZON + i + / _ \— _ 
e—> | E— ee —©#—7 
_ _ MS Le] = Se 2% + 
(34.8) 
- KL + HORS L + 
re — > + 
ist nt ST (2,9) 


te + 


3) Le symbole ®, emprunté aux notations standards des matrices de Pauli 
n'a certes rien à voir ici avec le spin. 
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et de façon analogue pour Z++ et Y+-; les termes suivants de la 
série contiennent des diagrammes à un plus grand nombre de lignes 
en traits interrompus !). Ainsi, les équations (94,4) ou (94.7) repré- 
sentent un système complet, bien que très compliqué, d'équations 
pour les fonctions G exactes. 

Les équations (94,6) ne contiennent pas du tout des fonctions 
G@ dépendant du choix de l’état « zéro » du système de particules non 
interagissantes. Ainsi, toute dépendance envers ce choix disparaît ‘). 
Mais la présence d'opérations différentielles dans les équations 
conduit à la non-univocité de leurs solutions. Cette non-univocité 
se manifeste par la présence de fonctions G( dans les équations 
intégrales (94,4). 

Le système d'équations (94,6) a pourtant l’inconvénient de ne pas 
tenir compte, sous forme explicite, de la dépendance linéaire des 
fonctions G exprimée par l'égalité (92,7). Pour éliminer cet inconvé- 
nient. il faut effectuer une transformation linéaire de la matrice G 
de telle sorte qu'en utilisant (92,7) on puisse annuler l’un de ses élé- 
ments. Une telle transformation s'obtient à l’aide de la formule 


G' = R-IGR, (94,10) 


pi LAN AE 
y2\-11/; pau il 


ll est facile de s'assurer que la matrice transformée 


[0 GA 
G (on 2): (94,11) 


F=GK#R + G-- = G+t-G"+. (94,12) 
En transformant de cette façon les matrices GO) et Ÿ, nous laisserons 
invariante l'équation (94,4). 
La matrice © transformée a pour expression 


ou 


« 


ou 


Q XR 
Z'= R'IER — es 5 ; (94,13) 
où on a noté 
Q—S--HSt+ SRE HLS-+, DA EE X+., (94,14) 


1) Cf. IX, (14.9), (14,10): tous les diagrammes des premier et deuxième 
ordres qui y sont énumérés entrent dans les diagrammes squelettes (94,8). 

:) Une remarque importante est à faire ici. En l’absence de champ exté- 
rieur. la somme de la série de la théorie des perturbations pour G avec des fonc- 
tions G, dépendant uniquement de la différence X, — X. présente elle ausai 
cette propriete Pourtant, après l'élimination de G, on peut considérer des $0 
lutions de l'équation (94,6) dépendant de X, et X, séparément. 
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On peut s’en assurer par un calcul direct en tenant compte de 
l'égalité 
SES LS LS). (94,15) 


qui est une conséquence de l'égalité (92,7) (elle est facile à obtenir 
en annulant l’expression 


Gr (G-- + G++—G-+— G+), 


construite à l’aide des équations (94,6)). 
En développant maintenant l'équation matricielle transformée 
(94,4), on obtient trois équations. Une d’elles est 


4, = ya + | GS GÉ ax ax. (94,16) 


Une telle équation pour GR ne donne rien de nouveau parce qu'elle 
est tout simplement une conjuguée hermitienne de l'équation (!}4.16). 
Soulignons que cette équation, bien qu’elle fasse intervenir la fonc- 
tion G(0)A se rapportant au gaz parfait, ne dépend pas de l’état 
« zéro » parce que la fonction G(04 est indépendante de cet état 
(comme il a été dit au $ 92). 

Enfin, la troisième équation obtenue à partir de (94,4) pour 
la fonction F fait intervenir des termes contenant la fonction f(° 
dépendant de l’état « zéro ». Toutefois ces termes disparaissent 


a 


lorsqu'ils sont soumis à l’action de l'opérateur différentiel G* 
puisque G'F@ = 0. Finalement'on obtient l’équation 


CF = \ {Q5G 2 + SF ae) IX 3. (94,17) 

Les équations (94,16), (94,17) constituent un système complet 
qui décrit en principe le comportement d’un système hors d’équili- 
bre. La deuxième d'elles est une équation intégro-différentielle repré- 
sentant une généralisation de l’équation cinétique de Boltzmann; 
rappelons à ce propos que selon (92,5) et (92,6) les fonctions G-+ 
et G+- et donc F sont directement liées à la fonction de répartition 
des particules dans le système. La solution de l’équation (94,17) com- 
porte un certain arbitraire correspondant à l’arbitraire qui subsiste 
dans la solution de l’équation cinétique. Quant à l'équation (94,16). 
elle est purement intégrale et donc n’introduit aucun arbitraire 
supplémentaire dans la solution du système d’équations. 

Signalons toutefois une particularité de principe que présentent 
les équations (94,16) et (94,17) et qui les diffère dans le cas géné- 
ral de l'équation cinétique ordinaire: ces équations contiennent 
deux variables t, et t, au lieu d’une seule. Dans le paragraphe qui 
suit il sera montré comment cette différence est éliminée dans le 
cas quasi classique. 
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$ 95. Equation cinétique dans la technique 
des diagrammes 


Montrons sur un exemple simple comment on passe des équations 
du type (94,16). (94,17) à l'équation cinétique quasi classique. Nous 
considérerons un gaz de Fermi presque parfait à des températures 
T = &e-, en supposant remplies les conditions de description quasi 
classique : les intervalles de temps + et les distances L sur lesquels 
toutes les grandeurs subissent des variations considérables satis- 
font aux inégalités 


Ter >1, Lpr>1 (95,1) 


(cf. $ 40). Bien que nous n’obtenions certes rien de nouveau dans ce 
cas. la déduction contient des moments instructifs utiles aussi 
dans des cas plus complexes. 

L’équation cinétique quantique doit déterminer la matrice de 
densité à une particule o (£, r., r.) !). Pour passer au cas quasi clas- 
sique il est commode d'utiliser sa représentation mixte en coordon- 
nées et en impulsions, en effectuant le développement de Fourier 
de la différence £ — r, — r, et laissant la dépendance envers les 
coordonnées r = (r, + r.)/2. Alors il vient 


ë 
n=r+é, PT; 
de sorte que l’image de Fourier correspondante a pour expression 


Hnenp-femethr-hjes 059 


La transformation inverse est 


1 2 ds 
p(t, rs, r)=—+— | eiP(ni-rn (+, Eee ! p) Sr. (95,3) 


L'intégration de la fonction n (ft, r, p) sur les coordonnées donne 
la fonction de répartition des particules suivant les impulsions, com- 
me le montre l’expression de cette intégrale par l’intermédiaire de la 
matrice de densité initiale: 


du (r (t,r, p) dx = S'\ e-iPri-rs) p(t, ri, r2)drdrs. (95,4) 


Quant à l'intégration sur les impulsions, elle donne la répartition 
suivant les coordonnées, c’est-à-dire la densité spatiale du nombre 
de particules, comme le montre de nouveau l'expression par l'inter- 


1) De même qu’au $ 40, nous supposons que la répartition des électrons 
est indépendante du spin et omettons le facteur de spin 65,9, dans p. 
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médiaire de la matrice de densité: 
N(t.r) = \ nt,r, p@p= J'pftr,r). (95,5) 


Quant à la fonction nr (t, r, p), elle ne peut pas être considérée dans 
le cas quantique général comme une fonction de répartition suivant 
les coordonnées et les impulsions à la fois, sans même tenir compte 
du fait que cela serait en contradiction avec les principes fondamen- 
taux de la mécanique quantique (la fonction n (t, r. p) définie sui- 
vant (95,2) n’est pas même positive dans le cas général). 

La fonction » (t. r, p) a pourtant un sens littéral d'une fonction 
de répartition à l’approximation quasi classique. Pour nous en 
assurer, considérons l'opérateur d’une grandeur physique quelconque 
se rapportant à une particule distincte et dépendant de r et p: 


f=ft(r. p) = f(r, — iV)!). D'après la définition de la matrice de 
densité la valeur moyenne de f est donnée par l'intégrale 


F= À ro rle-ee dir, 


où f, agit sur la variable r,. Portons dans cette expression p sous la 
forme (95,3) et tenons compte de ce que sous les conditions (95,1) » 
est une fonction de r, plus lentement variable que le facteur 
exp (ipr). Il est donc suffisant de ne dériver que ce dernier. ce qui se 
réduit à la substitution — iV,— p. Alors l'expression de f prend la 
forme 


ich 37 -EP_ 95.6 
= re part r, per EE, (95,6) 


ce qui correspond précisément (du fait que f est arbitraire) à la 
définition de la fonction de répartition classique. 

Dans ce qui suit nous écrirons les équations pour la fonction de 
Green G+ (X;,, X:) qui est liée (suivant (92,5)) le plus étroitement 
à la matrice de densité. Introduisons pour elle une représentation 
mixte « à quatre dimensions » 


G-+(X, P)= \ eiPaG-+ (X+ LE, X—+ E)@E, (95,7) 
où P=(®, p), X=(t,r), E=(b, £) eti=(ti+1,)2, Ezti—t. 
Alors 

nr, pe —i(G+(X, PS; (95,8) 
l'intégration sur dw/2x est équivalente à ce qu'on pose {, = £.. 


s 


Passons, après ces définitions préliminaires, à l'établissement 
de l'équation cinétique. 


1) Pour fixer les idées, on peut considérer que tous les opérateurs V sont 
placés à droite de r. A l’approximation quasi classique cela est sans importance. 
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Prenons les composantes (— +) des équations (94,6) et (94,7) 
et formons leur différence membre à membre: 


(GR: — 61) Gi — 


= — À GnGii+ SG + GS + 15852) dx. (5,9) 


L'opérateur agissant sur la fonction G;; au premier membre de 

l'équation s’écrit : 

es à 0] q 1 
18 _(G-1 PRE à PE EN PORN EEE 

Ga Ga t ( ôl Qu dt ) 


Dm 


(Ai —A:) = 
= —i (5-2 vive). 


Passons maintenant dans les deux membres de l’équation (95,9) 
aux composantes de Fourier (95,7) et posons t, = t, (ou, ce qui 
revient au même, intégrons sur dw/2n). Compte tenu de (95,8), on 
trouve que le premier membre de l’équation (95,9) prend finalement 
la forme 


on p On 
ot Tm ôr 
qui est précisément celle du premier membre de l'équation cinétique 
pour la fonction de répartition n# (t, r, p). Pour ce qui est du second 
membre de l'équation (95,9), il doit donc donner, après la trans- 
formation de Fourier, l'intégrale des collisions St n. 

Le passage aux composantes de Fourier dans ce membre doit se 
faire compte tenu des conditions de traitement quasi-classique. 
BnIsere figurant dans (95,9) représente une somme des termes de 

a forme 


\ S(X,, X)G(X3, Xe) diXs. 


Exprimons les facteurs X et G sous forme de fonctions des différences 
t des demi-sommes des « quadricoordonnées » : 


\ S (XX, HE. )G(Xs—X2, LE) diX.. 


Lors du passage aux composantes de Fourier suivant les premiers 
arguments le domaine important est celui des valeurs des différen- 
ces de coordonnées | r, — r,;|,|r3— r,| —1/p et des différences 
de temps | t — {3 |, | ta — te | — 1/e. Suivant les conditions (95,1) 
les facteurs Z et G, en tant que fonctions de leurs deuxièmes argu- 
ments, varient peu sur ces intervalles. On peut donc remplacer ces 
arguments de façon approchée par les valeurs X = ( X, + X:)/2:. 


\ ES (Xi1— Xa X)G(X3— Xe, X)diX., 
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après quoi on peut passer à la représentation de Fourier pour une 
valeur donnée de X. Finalement le second membre de l'équation 
(95,9) prendra la forme 


Stn= — \ {37 (G—+G++t) +(ET+2+#+) HR = 
= [(-5-cr+2-6- À, (95,10) 


où toutes les fonctions figurant dans l'expression sous le signe d'inté- 
gration ont les mêmes arguments (X, P)= (t,r; ©,p); dans la 
deuxième égalité on a utilisé les relations (92,7) et (94,15). 

Appliquons la formule (95,10) au modèle d'un gaz de Fermi 
presque parfait qui a déjà été examiné dans IX, $$ 6, 21. De même 
que là-bas. nous convenons de considérer que le potentiel U (r, — r.) 
d'interaction entre les particules satisfait à la condition d'applica- 
bilité de la théorie des perturbations; pour passer à l’interaction 
vraie (qui ne satisfait pas à cette condition) il suffit d'exprimer la 
réponse par l’intermédiaire de l’amplitude de diffusion. 

Ayant en vue de trouver l'intégrale des collisions à la première 
approximation non nulle de la théorie des perturbations en interac- 
tion des particules, on peut considérer que les fonctions G exactes 
figurant dans (95,10) sont liées à la fonction de répartition n par les 
mêmes formules (92,20) et (92,21) que dans un gaz parfait; cela 
signifie qu’on néglige les petites corrections, dues à l'interaction, 
à l'énergie e — p°/2m de la particule de gaz !). Les expressions 
(92,20) et (92,21) se rapportent en toute rigueur à un état homogène 
stationnaire du gaz, mais dans le cas quasi classique, vu que la 
fonction » varie lentement avec les coordonnées et le temps, on peut 
utiliser les mêmes expressions en y entendant par #, la fonction 
n (t,r, p) dans laquelle t et r jouent le rôle des paramètres. L'inté- 
gration sur & élimine les fonctions 6 et donne 


Stn=iZt+t(e—u, p; t, r) (1—n(é, r, p}l+ 
+iEt (e—u, p; té, rjn(t,r, p). (95,11) 


L'examen de la forme de cette expression montre que son premier 
terme décrit « l’arrivée » des particules qui n’est possible que si 
41— n=-0; quant au second terme, il décrit le « départ » des par- 
ticules proportionnel à n#. Il reste à calculer les fonctions énergéti- 
ques propres Z + et Z+-. 


1) C’est précisément en négligeant ces corrections qu'il devient possible de 
ne pas considérer les autres composantes de l'équation (95,4), c'est-à-dire d'esti- 
mer qu'elles sont satisfaites identiquement à l’approximation voulue. 
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La première contribution non nulle à ces fonctions est apportée 
par les diagrammes du deuxième ordre (cf. (94,9)); ainsi, 


> + + 
| 1 1 | 
rt | Lu + dors 
| (95,19 
! l 
ie E— + ee œ + 
a) b) 


où P, — P + P, — P’. Après le remplacement de U par U, (voir 
plus loin) les contributions apportées à © par ces deux diagrammes 
sont liées l’une à l’autre par l'égalité ©, — — 23, (le signe moins 
est dû à la boucle fermée dans le diagramme a et le coefficient 2 à la 
sommation sur les spins dans cette boucle ; cf. calculs analogues dans 
IX, $ 21). En développant le diagramme b sous la forme analytique, 
on obtient 
$ 4 D’ 
1S-+(P)= | G+(P°)G+ (PA) C+ (PAU (pp) RE. 


Dans un gaz dégénéré la longueur d’onde des particules (— 1/p) est 
automatiquement grande par rapport au rayon des forces d'’interac- 
tion parce que le gaz est raréfié (voir IX, $ 6); cela permet de rem- 
placer U (p, — p’) par sa valeur pour p, — p’ = 0: 


U,= \ U(r) &z. 


En remplaçant les fonctions G-+ et G+- par leurs expressions (92,20) 
et (92,21) et en faisant disparaître deux fonctions 6 par intégration 
sur des composantes « temporelles » des quadrivecteurs P, et P’, on 
s'assure que réellement le premier terme de (95,11) coïncide avec 
le terme « d'arrivée » dans l'intégrale des collisions (74,5) (avec 
w — 2nU*?). On calcule de même la fonction Z+- et on constate 
que le second terme de (95,11) coïncide avec le terme « de départ » 
dans la même intégrale des collisions. 
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CHAPITRE XI 


SUPRACONDUCTEURS 


$ 96. Propriétés des supraconducteurs 
à haute fréquence. Formule générale 


Dans IX. $ 51, on a obtenu des formules liant le courant dans un 
supraconducteur au potentiel vecteur du champ électromagnétique 
qui y règne. Ici, ces formules seront généralisées au cas d'un champ 
variable dans le temps. De ‘mème que dans IX nous étudierons 
cette question dans le cadre du modèle de B.C.S. en considérant 
les électrons dans le métal comme un gaz isotrope à faible attraction 
entre les particules ?). 

Comme toujours dans les métaux (et à plus forte raison, dans les 
supraconducteurs), on peut négliger le courant de déplacement, 
c'est-à-dire écrire 

4x . ; 
rotH=—— j. (96,1) 


Il en résulte qu'à cette approximation 

div j = 0. (96,2 
Pour la description du champ-noùs prendrons une jauge dans laquelle 
le potentiel scalaire @ — 0. La relation linéaire entre les composantes 
du développement de Fourier (suivant le temps et les coordonnées) 
de la densité de courant et du potentiel vecteur du champ s'écrit sous 
la forme 


ja (©, k)= —Q(w, k) (84— #2) 4, (0, k), (96,3) 


qui satisfait identiquement à l’équation (96,2), c'est-à-dire à la con- 
dition kj (wo, k) — 0. La partie longitudinale (suivant k) du vecteur 
A disparaît dans la relation (96, 3) et donc dans les équations. de 
sorte qu'on peut la poser égale à zéro. c’est-à-dire considérer que 
kA (w,k) — 0. Avec un tel choix de A le lien entre le courant et le 
champ se réduit à 

j (w, k) = — Q (w, k) A (o, k). (96,4) 


Notre but est de calculer la fonction @ (w, k). Cette grandeur 
entre dans la catégorie de susceptibilités généralisées, si bien que 


1) Les résultats des paragraphes actuel et suivant appartiennent à J. Bar- 
deen et D. C. Mattis (1958) et à À. À. Abrikossov, L. P. Gorkov et I. M. Khalat- 


nikou (1958). 
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pour résoudre le problème il faut appliquer la méthode décrite au $ 91. 

Suivant cette méthode, introduisons de façon formelle dans 
l’hamiltonien du supraconducteur un « potentiel vecteur » dépendant 
de la variable de Matsubara + (et des coordonnées) ): 


Alt, r)=A(6,, kjeïtkr-sn, = 2nsT. (96,5) 
Calculons, à l’aide des équations de Gorkov, la correction à la fonction 
de Green de Matsubara. linéaire en A: 


Gt Tes re) = SO (ti — To more) + SOU, 5 Te re); 

96,6) 
du fait de l’« homogénéité en t»et de l'homogénéité spatiale d'un su- 
praconducteur non perturbé, #(° dépend uniquement de la différence 


de leurs arguments. La densité de courant j (t, r) s'exprime par la 
fonction de Green comme suit: 


! de Lt Le LM 
j(T, = m [CV V)3 (+, Tr, T. Dlezr, me A (7, r), 


(96,7) 
où V est la densité du nombre de particules ?). Avec le champ (96,5) 
cette relation sera en fait de la forme 


jt, r) = — Qu(s. k) A (tr, r). (96,8) 
Le coefficient Q,, qui y figure est la susceptibilité de Matsubara, et 
suivant (91.18) on a 


Q (i | Se le k) = Qw (ass k). (96,9) 
Pour déterminer la fonction cherchée Q (w, k) il faut effectuer un 
prolongement analytique depuis des points w — à |] sur tout le 
demi-plan supérieur. 

La marche à suivre pour calculer Q ;; est tout à fait analogue à cel- 
le utilisée dans IX. $ 51. Rappelons que dans la jauge des potentiels 
avec div A = 0 la correction à l'écart énergétique À dans le spectre 
est nulle et les équations de Gorkov linéarisées pour les fonctions de 
Green $ et.7 sont de la forme 5) 

[ + + | ge (r, F: T', r)+ AN (tr T', r') ES 


ie : ; 
mA (Tr, DV (Tr, r—r'), (96,40) 


(Gi F2 =, , > , 
[+ +u] FORT, FASO (tr Tv, r)= 
= A(r, r)VFO(T—T, r—r). 


1) Dans le présent paragraphe nous posons 4 = 1. 

2 Cf. IX, (51.17). En comparant aux formules obtenues dans IX, $ 51, 
il ne faut pas oublier que e désigne maintenant une quantité positive: la charge 
élémentaire. 


3) L'opérateur de Laplace est noté V° à la différence de l'écart énergétique 
désigné par A! 
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Avec le champ de la forme (96,5) on peut séparer immédiatement 
la dépendance de 8% et de 7! envers les sommes t + t’etr + r’ 
en posant 


SO gr, r—r)exp [k(r+r)— Et (tr) ] (06,11) 
et d’une manière analogue pour #(% avec la fonction f au lieu de g. 


C'est ainsi qu'après ce remplacement la première des équations 
(96,10) prend la forme 


(hu) (vu seras 
= — A, kexp[+k(r—r) + (r-r)]v50. 


Développons maintenant toutes les grandeurs en séries de 
Fourier suivant t — 1’ et en intégrales de Fourier suivant r — r’: 


. er : ee di 
et n=T D Ve, pexplipr—ite SE, (96,12 
s’=—00 
etc. Finalement on obtient pour les composantes de Fourier un 
système de deux équations algébriques: 


Li(e+<) SE (p+4)"+nle@, p+4/(, p)= 
=-<pAG, W90(e-E, p—+), 
_—.— | se : _ | er 
[—i(+s) 5 (+3) +u]r@, p—47@&, p= 
—-—pA (&, k) Fo (2, p——). 


Les fonctions de Green « non perturbées » #(0 et 7 (0) d’un système 
de Fermi sont développées en séries de Fourier avec des « fréquences 
impaires »: (2s’ + 1) x 7. Il résulte donc de (96,13) que les « fré- 
quences » &.- prennent les valeurs 


Ge = (2s + 1 —s)nT. 
Les fonctions (0 et 7 sont données par les expressions 
(voir IX, (42,7), (42,8)) 


go, p=— Et, FO(, Der , (96,14) 


Dre 


n=—uevr(p—pr), E=A+ nt (96,15) 
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(la constante À est supposée réelle). En utilisant ces formules, on 
peut ramener la solution du système (96,13) à la forme 


gr, p=<LpAG, PF (PS0 (P)+FO(P,) FO (P_)}, 
(96,16) 


= 


ou : 
Pi=(m+s,p+—). (96,17) 


En faisant usage des expressions (96,7), (96,11) et (96,12), on 
obtient pour la densité de courant 


: 2eT ( Lu 3 Ne? 
j(£s k) = Tom à \ ps (Gr, p) ar — 4e A (Es, k) 
s'=-0 

avec la fonction g donnée par (96,16). En tenant compte de la trans- 
versalité des vecteurs j et À par rapport à k, calculons sous le signe 
de l'intégrale la moyenne sur les directions du vecteur p., dans un plan 
perpendiculaire à k. Les fonctions #(° et #(% figurant dans (96,16) 
ne dépendent pas de la direction de p. ; quant au calcul de la moyen- 
ne du facteur p, (p1 A), il le transformeen Ap* sin* 0/2, où 8 est l’an- 
gle formé entre p et k. Finalement on trouve pour la susceptibilité 
de Matsubara l'expression définitive suivante: 


Ne 
mc 


Qur (Es, k) = 


eT Pl A 
ho | + p°sin?0 X 
s':== 7 


— — 3 
xXIS® (P,) SO (PD)+FO(P) FO (PIE. (06,18) 
Proposons-nous maintenant d’effectuer le prolongement analyti- 
que de cette fonction depuis la série discrète de points 6, — 2sn7 
sur tout le demi-plan de droite de la variable complexe & (c'est-à- 
dire sur le demi-plan supérieur de la variable w — it). Le problème 
consiste à assurer le prolongement analytique de l’expression sous 
le signe de l'intégrale sur dÿp; considérons par exemple le premier 
terme de cette expression: 


Jut)mr À 5.(e+b)s.(e—é)- 


s'=-% 


=T SN 8,((2s+1)nT)S_((2s +1)nT—E£,) (96,19) 


s’=-0 


(pour abréger, nous omettons l'indice (0) et remplaçons les arguments 
P+ = p + k/2 par les indices +). Cette expression peut être repré- 
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sentée par une intégrale 
1 2 » e 2 D 
Jar Gi) = Ÿ 826) 9-G—ED te ds. (96,20) 
prise sur trois contours fermés C,, C:, C4 (fig. 32) qui embrassent, 


somme toute, tout l’ensemble infini des pôles du facteur tg (z/2T) 
qu'il possède aux points z = (25° + 1) x7 (points sur la figure); 


| 
| 
(e] | Gs 


Fig. 32 


les résidus de l'expression à intégrer dans chacun de ces pôles don- 
nent des termes correspondants de la somme (96,19) (à l'infini 
SZ (z) © 1/2, si bien que l'intégrale converge). Le choix des contours 


C, C: C; C, 


Fig. 33 


tient compte du fait que la fonction # (z) est analytique dans chacun 
des deux demi-plans: 


g( { GE(iz), Rez=0, 
HUE GA(iz), Rez<0, 
où GR et G4 sont des fonctions analytiques (fonctions de Green 


retardée et avancée, voir IX, $ 37); quant à l'axe des z imaginaire, 
il représente généralement parlant une coupure pour la fonction # (z). 


$ 96] PROPRIÊTES. FORMULE GÉNÉRALE 503 


Développons maintenant les contours de telle sorte qu'ils passent 
verticalement sue les deux lèvres des coupures Re z = 0 et Re z = 
= &, (fig. 35; les parties bouclant des contours à l'infini ne sont 
pas figurées). Sur la paire de lignes C;, Ce nous remplaçons la varia- 


ble d'intégration en posant z — iw’. et sur la paire Ca. C3 nous 
posons ne Alors. pour &, >0, on a 
Jude | F £ (0°) — GE (&)IGÉ (w'— it.) + 

ty HE Rs (GE (w)—6 1 (0) GE (+) de". (96,21 


Lors de Fe de cette expression la valeur de £, était encore 
fixée: LC, — 2ns7. Mais pour de telles vais 
iw +, iw" 

er =tg 57 ils Sr ; 
Après un tel remplacement l’analyticité de l'expression (96.21) pour 
toute valeur de &, > 0 est évidente du fait de l’analyticité des 
fonctions G4 et GR dans des demi-plans correspondants. En posant 
maintenant it, = w. on obtient pour l'expression déjà analytique- 
ment prolongée !): 


J(o)= JT, (—io) == Se — | th D {GA (w')—GÀ (w')]G2 (w'—w)+ 
de c° (w)— GE (w')]GE (0’-Lw)} du’. (96,22) 


On effectue de la même manière le prolongement du deuxième 
terme dans l'expression sous le signe d'intégration de (96,18), ce qui 
conduit à un résultat qui ne diffère de (96,22) que par le remplace- 
ment des fonctions GR, GA par F+R, F+A 2), Toutes ces fonctions 
sont données par les expressions suivantes (voir IX, $ 41): 


R 2 “ Si 
Po DES Far: (96,23) 


1) Le procédé proposé de prolongement analytique appartient à G. M. Eli- 
achberg (1962). 

3) Pour la définition de la fonction de Green F* (correspondant à la fonc- 
tion de température #), voir IX, $ 41. Les définitions des fonctions F*TR et 
F+4 diffèrent de la définition de la fonction F* par le commutateur au lieu du 
produit 7, de façon analogue à la liaison entre GR, GÂ et G. 
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Pour ce qui est des fonctions GA, F+4, elles ne diffèrent de GR, 
F+8 que par le signe devant i0. C'est pourquoi 


GR_GA=92ImGr = — [026 (w —e) + v26 (w +e)], 
A 
FPer"= + [6 (w—e) — 6 (w +e)], 
et l’intégration dans (96,22) se ramène à l'élimination des fonctions 6. 


Après une série de transformations algébriques simples mais assez 
fastidieuses, on obtient l'expression définitive suivante !): 


Ne? 2 is e4 
Q(o, k = | p?sin? 6 th + x 


ARR rte nr 


n+n-+ 4° 1 1 d'p 
+ [1 7 ee er + = |) (2x) ? 
(96,24) 
où 
! k \2 à . » È 
me (p+s) —u = A+. (96,25) 


Les deux termes entre accolades de (96,24) ont une origine et un 
sens nettement différents. Le premier d’eux est impair en p; de ce 
fait pour T = 0 (lorsque le facteur th (e,/27T) — 1) l'intégrale de ce 
terme s’annule. Cette partie de Q est liée à la dynamique sans colli- 
sions des excitations élémentaires. Sa partie imaginaire, existante 
pour tous les © et k, est liée à l'amortissement de Landau sans 
collisions. 

Quant à l’intégrale du deuxième terme, elle reste non nulle 
aussi pour 7 — 0. Cette partie de Q est liée à la création ou à la 
destruction de paires de Cooper. Les pôles de l’expression sous le 
signe d'intégration se situent dans cette partie pour €, + e_ — 
— + o. Pour leur existence (et donc pour l’apparition de la dissipa- 
tion, de la partie imaginaire de @) la fréquence doit être supérieure 
à 2A qui est l'énergie de liaison d’une paire de Cooper. 


1) Dans IX, $ 51, il a été dit que pour calculer la somme et les intégrales 
de la forme (96,18) il fallait procéder prudemment étant donnée une décrois- 
sance lente de l’expression à intégrer. L'ordre des opérations utilisé ici permet 
de tourner cette difficulté. Cela est confirmé par le fait que l'expression défini- 
tive (96,24) satisfait à la condition nécessaire: Q = 0 pour A = 0 et w = 0 
(un métal normal dans un champ constant), voir note au bas de la page 506. 


& 97] PROPRIÊTÉS EN HAUTE FRÉQUENCE. CAS LIMITES 505 


$ 97. Propriétés des supraconducteurs 
en haute fréquence. Cas limites 


Passons à la discussion de la formule générale (96,24). Le nombre 
de cas limites est ici très grand parce qu'il y a quatre paramètres 
indépendants ñw, kkvk. À, T qui peuvent être liés entre eux par de 
différentes relations. Nous n'allons examiner que quelques-uns de 
ces cas. 

Pour %£w >> A la présence d'un écart énergétique dans le spectre 
d'un supraconducteur n'a pas d'importance. En posant à la première 
approximation À — O0, nous serions conduits à une formule pour la 
permittivité transversale d’un gaz de Fermi électronique normal; 
nous ne reproduisons pas ici les calculs correspondants !). 


Cas de London 


Considérons le cas limite de London où 
Rkvr & A: (97,1) 


où A, est la valeur de A(T) à T = 0. Nous supposerons que À & T, 
ce qui exclut le domaine de très basses températures. La fréquence se- 
ra supposée faible en ce sens que w < kvr. 

Quand £— 0, 


gts Qu 


Aussi le second terme entre accolades de (96,24) est-il petit et peut 
donc être négligé. Dans le premier terme le premier crochet est 
remplacé par 2 ; le deuxième crochet étant impair en tant que fonc- 
tion de p, on peut écrire après cela: 


_ Net CA E_ pè sin? 0 dp 
QU, = -sz \ [tn un T Je —e ho (2a4) * 
En remarquant que th(e/27)— 1 — 2n,(e), où 


no(e)=le/T +11" (97,2) 


est la fonction de répartition des excitations élémentaires dans un 
gaz de Fermi supraconducteur (la distribution de Fermi avec un po- 


1) Le lien entre Q (w, k) et la permittivité transversale peut être mis en 
évidence en procédant comme suit. Ën exprimant la densité de courant par le 
vecteur polarisation suivant —iwP = j et en introduisant au lieu de A l’inten- 
sité de champ électrique E = iwA/e, on récopie la relation (96,4) sous la forme 
P — —cw”“QE. Il en résulte visiblement que 


—cQlo® = (er — 1)/4x. 
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tentiel chimique nul), nous écrivons 


e+ E_ se 
th 57 —th 3T = —2 [ (4) — 0 (e_)] & —2hkv 7 ? 
où 
va 2 Lu 
P me 
Alors, il vient 
Ne , et one kvp°sin®0 _dip_ 7 
Q(@, k)= mc + | ve kv—o—i0 (2r%) * ETS) 


Pour w—0 cette expression coïncide, comme il se doit, avec la 
valeur de London V.e*/me, où NN, (T) est la densité des électrons 
supraconducteurs !). Cela permet de mettre (97,3) sous la forme 
équivalente suivante: 


__ Ne we ns p°sin*68 d'p 
Qu, = + | 5e ES Er. (07,4) 
Le second terme de cette expression décrit la contribution apportée 
à la permittivité par les excitations élémentaires dans un gaz de 
Fermi *). 
Pour w <& kr on peut négliger w au dénominateur de l'expression 
sous le signe d'intégration de (97.4): 


1. 
Ne? we sin? 6d cos 0 dr: pi 
Q(, k) = \ | 2e 


dp. (97,5) 


mc Ru 4an°ch"k cos 6 — à) "dr mm 


L'intégrale sur cos 8 est calculée d'après le résidu au pôle cos 8 — 
= i0 et est égale à in. Quant à l'intégrale sur p récrite sous la forme 


ôns p°e 
(< oh 


elle diverge logarithmiquement pour | n| << A. En la coupant 
pour des valeurs | n | — &A/kv; (pour lesquelles Æv — ©), on ob- 


1) Il est facile de s'en assurer à l’aide des formules indiquées dans IX, 
$ 40 à propos du calcul de p, = mN,. Signalons que Q (0, k) s’annule (en même 
temps que Y,), quand T — T,, comme cela a déjà été dit dans la note au bas 
de la page 5U4 

#) On peut s'en assurer si l’on compare (97,4) avec la formule (2) pour la 
permittivité transversale d'un plasma électronique sans collisions dans le 

roblème 2 du $ 31. Dans cette comparaison il convient de tenir compte du 
fait que le cas de London correspond à la limite quasi classique, de sorte que 
la formule pour un gaz dégénéré ne diffère de la formule pour le plasma de 
Maxwell que par la forme de la fonction de répartition et la loi de dispersion 
e (p)- 
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tient avec une précision logarithmique 


A 
ôn,s , 9 dn 
de lea PrA - n ; 
o4/kv F 
Ainsi, 
se : e?p;Aw In (kvr.w) 


Q(w, k)= (97,6) 


RS REC PONSENEERENT DIT DRE 
me 2ach3Tk (MT 5 4)(e73/T 11) 


La partie imaginaire de Q détermine la dissipation ; son signe négatif 
correspond au signe positif de la partie imaginaire de la permittivité. 

L'expression (97,6) devient inapplicable pour 7 —+ 7, lorsque #, 
et À tendent vers zéro. La contribution principale à l'intégrale sur p 
dans (97,5) est ici apportée par le domaine n = T 5 A; dans ce 
domaine on peut poser À = Ü. Après cela on obtient 


. 31% Ne w 
CORSA, 


où W — p}/3n°h est la densité d'électrons. Cette expression corres- 
pond tout simplement à l'effet pelliculaire anormal dans un métal 
normal (avec la loi de dispersion e — p*/2m) ‘). 


? 


Cas de Pippard 


Dans un champ magnétique statique le cas de Pippard limite 
correspond à l'inégalité 


klkre > Te. (97,7) 


En considérant un champ électromagnétique variable, nous y ajou- 
tons encore la condition 


kvr > ©. (97,8) 


Les calculs se simplifient notablement dans ce cas si l’on retran- 
che au préalable de l'expression (96,24) pour Q (w, k) sa valeur 
statique Q (0, k) ; cette opération se ramène au rejet du terme constant 
Ne°/mc et à la soustraction de chaque terme (e,, + 8- + w) ! figu- 
rant dans l'expression à intégrer d’un même terme avec © = 0. 
Il se trouve que la différence Q (w, k) — Q (0, k) est proportionnelle 
à 4/k. La même dépendance envers k est valable pour Q (0, k) de 
Pippard : 


QO,k)=, p=“iNé SE Ath à (97,9) 


4xk ? mec? 4hvp 


1) Voir la formule (86,16). En comparant il convient de tenir compte de 
ce que dans le cas considéré Æ est indépendant de @ ainsi que du fait que Q lie 
ÿ à A et non pas à E comme o de (86,16). 
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(voir IX, (51,21)). On peut donc écrire Q (w, k) sous la forme 
Q (w, k) = (B+ 7 (0), (97,10) 


où y (o) est la fonction à calculer qui s’annule pour © — 0. Remar- 
quons qu'en vertu de la même dépendance vis-à-vis de À la formu- 
le IX, (52,6), donnant la profondeur de pénétration 6 reste elle 
aussi valable si l’on y remplace $ par B + y (w). Mais la fonction 
+ (w) étant complexe (voir plus loin), il est naturel dans ces condi- 
tions de se servir non pas de 6 elle-même, mais de la grandeur qui lui 
est liée, à savoir de l’impédance de surface & (wo) — — iwô/c. 

Dans l'intégrale déterminant la différence Q (w, k) — Q (0, k) 
ce sont les petites valeurs de cos 8 qui importent (de même que lors 
du calcul de @ (0, k) dans IX, $ 51), et l'intégrale converge rapide- 
ment lorsque cos 0 augmente; cela permet de poser sin 0 = 1 et 
étendre l'intégration sur cos 0 de — à oc. 

Transformons l'intégrale sur 


dSp — 2np*dp dcos 8 Æ 21 p} m dn dcos 6 
(n = p“/2m — u) à l'intégration sur de nouvelles variables 


2, = E4/A, 2, = e_/A. 
On a 


MH en, mn hkv, cos 6. 


Aussi l'intégration sur dn dcos 0 peut-elle être remplacée par l'inté- 
gration sur dn,dn_/kvk dans les’ limites de — o à o sur chacune 
des variables n, et n_. Tous les termes contenant le produit n,n- 
et donc impairs suivant ces variables disparaîtront dans l'expression 
sous le signe d'intégration. Après cela on peut passer à l'intégration 
sur les variables zx, et x, dans les limites de À à pour chacune 
d'elles en effectuant la substitution 


€, 


AA?zx1ts dry dre 
hkvpn:n- 


dn dcos 8 —+ 4 = horle—1)(@—DPE 


de, de 
Après toutes ces transformations on trouve finalement 


y(o)= —3n À = J, 


me? hop 


. 
nee 


C dz, dr, z.A 
={{ T0 GP Due hp X 
Î 


x (ae +1) 4 + 


TZ — Ze — © — i0 Zi ze + © + i0 A 
1 


2 
CC rene ES — |}. (7,11 
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où w — fiw/A. Bornons-nous à examiner la partie imaginaire de 
cette expression qui détermine l'absorption de l'énergie du champ. 
La partie imaginaire des expressions à intégrer dans (97,11) est 
séparée suivant la règle (29,8), après quoi les fonctions 6 sont élimi- 
nées par l'intégration sur l’une des variables, r, ou x,; ce faisant 
il faut veiller à ce que le point d'annulation de l'argument de la 
fonction ô se situe réellement dans le domaine d'intégration. Après 
quelques transformations simples on obtient pour © > 0: 


J'=lmJ=x fe Sr 
AN Ces 20 (Ca 
X [en EPS in Jar+ 
&-1 


+a | 


d (1) (20) — Apt 


LA em th dr; (97,12) 


le second terme n'existe que pour w >> 2. On peut de même s’assurer 
facilement que J” (— w) — J” (w). L'intégrale (97,12) dépend de 
deux paramètres, A/T et w/A, qui peuvent encore être liés par des 
relations différentes l’un avec l’autre et avec l'unité. Considérons 
quelques-uns des cas limites qui peuvent se présenter ici. 

Soit T — 0. Alors la première intégrale dans (97,12) s’annule. 
Pour ce qui est de la deuxième intégrale, elle est différente de zéro 
pour äw > 2A,, c'est-à-dire qu’il existe un seuil d'absorption de 
l'« énergie de liaison » des paires de Cooper. L'existence de ce seuil, 
qui est une manifestation directe de l'écart énergétique dans le spec- 
tre, est une propriété spécifique d’un supraconducteur. 


Au voisinage du seuil, pour © — 2 & 1, x est proche de 1 dans 


tout le domaine d'intégration. En posant © —2= 6,7 — 1 — cô, 
on trouve 


En réunissant les formules écrites plus haut, on trouve ainsi l’expres- 
sion suivante pour la partie imaginaire de @ au voisinage du seuil 
d’absorption : 
3n°Ne A how = 
PS mr lan il F7) 
Considérons, à une température non nulle, le cas des faibles 
fréquences fiw € À, en supposant que À (T) — T (en excluant ainsi 
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des températures aussi bien au voisinage de zéro qu’au voisinage 
de T.). La deuxième intégrale est maintenant absente dans (97,12). 
Quant à la première intégrale, c'est le domaine de zx — 1 - o& 1 
qui y est essentiel. En développant dans l’expression sous le signe 
d'intégration la différence de deux th en puissances de © et en intro- 
duisant la variable x — 1 — u,on trouve avec une précision logarith- 
mique 


ee AE jp» À du __ ho 2 À A 
J'& OT ch ST Eu 2 ch DT In Fo ‘ 
Û u(u—) 
Finalement on obtient 
eo 3x Met w A  j_» 4 4 as 42 
PSone ue ro mue (6 


$ 98. Conductibilité thermique d’un supraconducteur 


La nature physique de la conductibilité thermique électronique 
d’un supraconducteur est analogue à celle de la conductibilité ther- 
mique ou de la viscosité d’un liquide de Bose superfluide. Dans les 
deux cas il s'agit des coefficients cinétiques de la composante norma- 
le d’un liquide quantique : de l’ensemble des excitations élémentaires 
dans ce liquide. Examinons ici cette question dans le cadre du 
même modèle de B.C.S. (B. T. Gueilikman, 1958). 

.. Nous partirons de l’équation cinétique pour la fonction de répar- 
tition des quasi-particules dans un supraconducteur présentant un 
gradient de température: 


ge M St (98,1) 


où v — de/0p est la vitesse des quasi-particules. L'énergie d’une 
quasi-particule est égale à 


e= [u$ (p— pr) + A? (TN (98,2) 


et dépend de la température par l'intermédiaire de l'écart énergéti- 
que À (T7). C'est pourquoi, en présence de gradient de température, 
l'énergie e devient fonction des coordonnées et la dérivée 0e/ôr 
joue le rôle de la force agissant sur la quasi-particule ; il en résulte 
l'apparition du deuxième terme au premier membre de l'équa- 
tion (98,1). 

Posons, comme à l'ordinaire, nr — n, (€) + ôn (r, p), où 


no(e)=(e"/T +1)" (98,3) 
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est la fonction de répartition d'équilibre. En ne gardant au premier 
membre de l'équation que les termes en »,. on obtient 
ôr, de ôns _[ no _ Mo dE 
VS ap Laor æ or | "VE 
Les termes en dérivée de À dans la différence entre crochets se rédui- 
sent et il reste 


€ ôm 


T de 


v\T e 
vVT = — |, 
CE TT 


L'intégrale des collisions dépend du mécanisme de la diffusion 
des quasi-particules. Nous examinons ci-dessous le cas où le mécanis- 
me principal est la diffusion élastique par des atomes d’impureté; 
la loi de diffusion sera supposée isotrope. Dans ce cas, l’intégrale 
des collisions se réduit à l'expression (cf. (11,3)) 


Stnr = — \ôn. 
où v— Vino: est la fréquence effective des collisions. V,,», 
la densité de nombre des atomes d'impureté. 64, la section de trans- 
port de diffusion de la quasi-particule par un atome d’impureté. 
Cette dernière est une constante de l’ordre des dimensions atomiques. 
Ainsi, l'équation cinétique prend la forme 
vVVT € üns _ ôn y 
Dé Der: 68? 
où = 1/N,,9041 est le libre parcours constant. 
Le flux thermique se calcule comme l’intégrale 


24 
q = | ev Ôn us (98,5) 


(le facteur 2 est dû à deux directions du spin de la quasi-particule). 
Maisle courant électrique normal dans le supraconducteur avec la 
densité 
24% 
jn=j—-;i,=—e» \ pôn Sr —e(X —V,)v, 

est également lié à la fonction de répartition nr = n4 + ôn (dans le 
modèle considéré j — —ei/m et i est donnée par la formule (77,7)). 

Quant au coefficient de conductibilité thermique on sait quil 
est déterminé par le flux de chaleur à la condition que j — 0. Mais 
dans le cas considéré cette condition n'exige d'apporter aucune correc- 
tion dans l'équation (98,4). Le fait est que la densité totale du courant 
dans un supraconducteur vaut la somme j — j, + j, des courants 
normal et supraconducteur. Le courant normal qui apparaît lorsqu'il 
y a un gradient de température est automatiquement compensé par 
le courant supraconducteur j, — —j,. Chose importante, le mou- 
vement des électrons supraconducteurs n'est pas lié dans ce cas au 
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transport de la chaleur. La fonction de répartition d'équilibre des 
quasi-particules sur le « fond » du mouvement superfluide à la vitesse 
Vs — —j./eN, diffère de (98,3) par le remplacement de £& par € +pv, 
(cf. $ 77); ce remplacement doit être fait aussi dans l’équation ciné- 
tique (98.1). Mais la valeur de v, est proportionnelle à j, et donc 
au petit gradient VT ; de ce fait, le remplacement indiqué aurait 
conduit à l'apparition au premier membre de l'équation cinétique 
de termes supplémentaires seulement du deuxième ordre de petitesse 
qui seraient de toute façon omis lors du passage à (98,4). 

En portant dans (98,5) ô2 donnée par (98,4) et en calculant la 
moyenne sur les directions de p, on obtient l’expression suivante 
pour le coefficient de conductibilité thermique: 


l > Oo 2-4np° dp 
ET à \ DER pri 
ou, en remplaçant v dp = de, p° = p#, 
LP} c » 0 a € 
= — er 2 | E dE de. (98,6) 
4 


En définitive, après les substitutions évidentes, 


ZA? À u? du 
= respire \ TE) TES) . (98,7) 


Lorsque T —+ 0, A+ À,, le coefficient de conductibilité thermique 
tend vers zéro suivant la loi 
21p3A? 


= pag € 07. (98,8) 


Lorsque T — T,, A—+ 0, ce coefficient tend (comme le montre l'ex- 
pression (98,6)) vers la valeur 


Atp3T 
#— Gnens 


\ eno (€) de = 
Û 


IP3T 
EE 


qui correspond à un métal normal. 


CHAPITRE XII 


CINÉTIQUE DES TRANSITIONS DE PHASE 


$ 99. Cinétique des transitions de phase du premier ordre. 
Formation de germes 


Rappelons les principales propositions de la théorie thermodyna- 
mique de la formation de germes lors de la transition de phase 
(voir V, $ 162). 

Le passage d’une phase métastable en une phase stable se fait par 
apparition dans un milieu homogène de groupements de nouvelle 
phase sous l'effet des fluctuations, de germes. Pourtant l'effet de 
formation d’une surface de séparation, du point de vue désavantageux 
énergétique, conduit à ce que lorsque les dimensions du germe ne 
sont pas suffisamment grandes, il se trouve instable et disparaît. 
Les germes ne sont stables que si leur dimension a est égale ou supé- 
rieure à une certaine valeur a, bien déterminée (pour un état donné 
de la phase métastable) ; cette dimension est dite critique et les ger- 
mes ayant une telle dimension sont appelés germes critiques !). Les 
germes critiques sont considérés comme des formations macroscopi- 
ques contenant un grand nombre de molécules. Aussi toute la théorie 
n'est-elle valable que pour des états métastables qui ne sont pas trop 
proches de la frontière de l'instabilité absolue de la phase (au fur et 
à mesure qu'on s'approche de cette frontière, les dimensions des 
germes critiques diminuent en tendant vers une grandeur de l’ordre 
des dimensions moléculaires). 

Une approche purement thermodynamique à l'étude des transi- 
tions de phase ne permet de poser que le problème de la détermination 
de la probabilité de formation, par suite des fluctuations, des germes 
de différentes dimensions dans un milieu considéré dans ce cas 
comme étant à l’état d'équilibre. Cette dernière circonstance a une 
importance de principe. Vu que l’état d’une phase métastable ne 
répond pas en réalité à un équilibre statistique total, une telle 
étude ne se rapporte qu'à des temps qui sont petits par rapport au 
temps (l’inverse de la probabilité) de formation des germes critiques, 
suivie par un passage réel à la nouvelle phase, c’est-à-dire par la 
destruction de l’état métastable. Pour cette même raison, le calcul 


1) Dans V, $ 162, on n'entendait par germes que des amas de nouvelle 
phase ayant précisément cette dimension critique. 


33—01298 
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de la probabilité thermodynamique n'est possible que pour la forma- 
tion des germes de dimensions a < a,, les germes de plus grandes 
dimensions se développent dans une nouvelle phase ; autrement dit, 
de si grandes fluctuations n’entrent pas dans l’ensemble des états 
microscopiques qui correspondent à l’état macroscopique (métasta- 
ble) considéré. | 

Au lieu de la probabilité thermodynamique de formation des 
germes, nous parlerons d’une grandeur qui lui est proportionnelle, 
à savoir de la fonction de repartition « d'équilibre » (dans le sens 
indiqué plus haut) des germes de différentes dimensions existantes 
dans le milieu ; nous la désignerons par f, (a) (f,da est le nombre de 
germes, dont les dimensions sont dans l'intervalle da, par unité 
de volume du milieu). Suivant la théorie thermodynamique des fluc- 
tuations 


fa) vexp{— nn}, (99,1) 


où Rain est le travail minimal à effectuer pour créer un germe de 
dimension donnée. Ce travail vaut la somme d’une partie de volume 
et d’une partie de surface et présente (pour un germe sphérique de 
rayon a) la forme 

R S8ra°a 


mn — 3% + Ana?a, 


où « est le coefficient de tension superficielle et le rayon critique a, 
s'exprime par les grandeurs thermodynamiques des deux phases 
(voir V, $ 162, problème 2). La.valeur «a = a, correspond au maxi- 
mum de la fonction Rmin (a); au voisinage de ce maximum 


Rmin == 2 GAÿ — 4no (a — ac}. (99,2) 
Au maximum de ÆRmin Correspond un minimum exponentiellement 
aigu de la fonction de répartition. En négligeant le facteur pré- 
exponentiel dont la variation avec a est beaucoup plus lente, on 
obtient 


fo (a) = fo (@c) exp + (a—a)} . (99,3) 
É , # a 
fo (ae) = const-exp { — . 


1) Le facteur préexponentiel figurant dans f, (a) ne peut pas être expri- 
mé par les seules caractéristiques macroscopiques des phases. Pour une évalua- 
tion qualitative on peut considérer que ce facteur est proportionnel à la densité 
N, de nombre de particules dans la phase fondamentale (phase 1) et dans la 
phase dérivée d, f'/da, où .#” est le nombre de particules dans le germe de la 
nouvelle phase (phase 2). En posant Ni = 1/,.9 = a%/v, (où w, et v, sont les 
pue par molécule dans chacune des phases), on obtient l'évaluation const — 
Va lila 
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En accord avec ce qui précède, la valeur a = a, correspond à une 
frontière au-delà de laquelle commence la formation de quantités 
massives de la nouvelle phase. Plus exactement, il faudrait parler 
non pas d'un point frontière a = a, mais d’un vrai domaine critique 
des valeurs de a situé autour de ce point et ayant une largeur ôa — 
= (Tl&na)'®. Le développement par fluctuations des germes dans ce 
domaine des dimensions peut encore les renvoyer avec une pro- 
babilité appréciable dans le domaine sous-critique ; quant aux ger- 
mes ayant traversé le domaine critique, ils se développeront irré- 
sistiblement dans la nouvelle phase. 

Comme la théorie thermodynamique n'est limitée qu'au stade 
précédant la transition de phase réelle, elle ne peut pas donner 
des réponses aux questions relatives à la marche de ce processus, 
y compris à sa vitesse. Il devient nécessaire d'utiliser ici une étude 
cinétique de l’évolution des germes qui conduit finalement à la for- 
mation de la nouvelle phase !). 

Désignons par f(t, a) la fonction de répartition « cinétique » 
cherchée des germes suivant leurs dimensions. Un « acte élémentai- 
re» qui fait varier les dimensions du germe est l’adjonction ou au 
contraire la perte d'une molécule; cette variation doit être considé- 
rée comme petite parce que dans la théorie exposée des germes 
eux-mêmes sont des formations macroscopiques. Cette circonstance 
permet de décrire la croissance des germes par une équation cinéti- 
que du type de l’équation de Fokker-Planck: 


LÀ, (99,4) 


où s est la densité de flux dans « l’espace des dimensions », ayant 
la forme 


ô 2 
s— — BL + 4j. (99,5) 


La grandeur B joue le rôle du « coefficient de diffusion des germes 
suivant les dimensions ». Pour ce qui est du coefficient À, il est lié 
à B par une relation qui découle de la condition d'annulation de s 
pour une répartition d'équilibre. En prenant cette dernière sous la 
forme (99,1) et en négligeant la lente variation du facteur pré- 
exponentiel, on trouve 


A= — + Rnin (2). (99,6) 


Cherchons maintenant une solution stationnaire de l'équation 
cinétique correspondant au processus continu de transition de phase. 
Dans une telle solution s — const; cette valeur constante du flux 


1) La théorie exposée ci-dessous appartient à Y. B. Zeldovitch (1942). 
33% 
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(dirigé dans le sens d'augmentation des dimensions) donne précisé- 
ment le nombre de germes passant par le domaine critique (en 1 s 
dans 1 cm du milieu), c'est-à-dire détermine la vitesse du processus. 
Récrivons l'expression (99,5) du flux en l’exprimant (compte tenu 
de (99,6)) par le rapport f/f, au lieu de la fonction f elle-même. La 
condition de constance du flux prend alors la forme suivante : 


BTS. (99,7) 
D'où 
NE Æ da 
Tr s\ js + const. 


Les constantes s et const se déterminent par des conditions aux limi- 
tes puur les grandes et petites valeurs de a. La probabilité de fluctua- 
tions croît rapidement lorsque les dimensions diminuent ; aussi les 
germes de petites dimensions prennent-ils naissance avec une grande 
probabilité. On peut considérer que la réserve de tels germes est com- 
plétée si vite que leur nombre reste en équilibre malgré une évacua- 
tion continue par le flux s. Cette situation s'exprime par la condition 
à la limite f/f, — 1 quand a —+ 0. Quant à la condition à la limite des 
grandes valeurs de a, elle peut être établie en remarquant que dans 
le domaine surcritique la fonction f, définie par la formule (99,1) 
(qui est ici en fait inapplicable) croît indéfiniment ; en ce qui concer- 
ne la fonction de répartition réelle f (a), elle reste bien entendu finie. 
Cette situation s'exprime par la condition f/f, — 0 imposée quelque 
part dans le domaine surcritique ; l'endroit choisi n’a pas d’importan- 
ce (voir plus loin), nous convenons de le rapporter à a —  !). 
La solution satisfaisant à ces deux conditions est 


a 


Ps (ir 
= | D (29,8) 


a 


où la constante s se détermine par l'égalité 


1 _ © à 
= | _ (99,9) 


La fonction sous le signe d'intégration présente un maximum aigu 
pour a — a.. En utilisant au voisinage de ce point l'expression (99,3), 
on peut étendre l'intégration sur a — a. dans (99,9) de — à 
indépendamment de l'endroit où est choisie la limite supérieure des 
intégrales dans (99,8), (99,9), c'est-à-dire de l'endroit où est imposée 


, ‘) Des raisonnements analogues ont déjà été utilisés pour la résolution 
d'un autre problème au $ 24. 
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la condition à la limite. Finalement on obtient 
s=2 / Æ Ba) fo(ac). (99,10) 


Cette formule exprime le nombre de germes « viables » (ayant tra- 
versé le domaine critique), qui se foiment dans les conditions station- 
naires en 1 s dans 1 cm° de phase métastable, en fonction du nombre 
d'équilibre de germes critiques déterminé par la théorie thermodyna- 
mique. 

Pour la fonction de répartition f (a) elle-même la formule (99,8) 
dans le domaine souscritique donne tout simplement f (a) Æ fa (a). 
Pour le domaine surcritique la formule (99,8) permet seulement de 
constater que f< f, conformément à la condition à la limite posée. 
La physique du processus montre d’une manière évidente que dans 
ce domaine la fonction de répartition est constante ; après avoir péné- 
tré dans ce domaine le germe croît de façon monotone et ne revient 
pratiquement jamais. Ceci étant, on peut négliger le terme contenant 
la dérivée d//da dans l'expression (99,5) du flux, c'est-à-dire écrire 
s — Af. D'après le sens du flux s, le coefficient À joue dans ce cas le 
rôle de la vitesse dans l’espace des dimensions da/dt. Mais la crois- 
sance du germe surcritique obéit à des équations macroscopiques dont 
l’utilisation permet de déterminer la dérivée da/dt de façon indépen- 
dante 
f da 
— (x |] macro ? 


où l'indice indique le résultat d'un tel calcul ?). 
Ensuite, on trouve suivant (99,6) 


(99,11) 


B(a):= — T ( da : da 


PR N NN CE EEE Ari A0 : 
Rinin(a) Vdt PS 81a (a — ac) ( dt es (99,12) 


En toute rigueur, la fonction B (a) ainsi calculée se rapporte au do- 
maine de a > a, tandis que c'est la valeur de B (a) qui nous inté- 
resse (pour l’introduire dans (99,10)). Mais étant donné qu’au point 
a = a, la fonction B (a) ne présente aucune singularité, on peut l’uti- 
liser aussi en ce point. Notons à ce propos que quand a — a,, la dé- 
rivée (da/dt)macro S'annule (le germe est à l’état d'équilibre bien qu’ins- 


1) On peut se demander si la formule (99,11) est en accord avec la défini- 
tion « microscopique» (21,4) suivant laquelle le rôle de la vitesse S'ôa/ôt (la 
somme sur les actes élémentaires de croissance) est joué non par la grandeur À 


elle-même, mais par la somme À = A + B” (a). Mais la dérivée B’ (a) est petite 
(à l'extérieur du domaine critique) par rapport à la valeur de (99,6) contenant le 
grand facteur R°;n/7 et doit donc être omise. Des grandeurs de tel ordre ont 
déjà été négligées lorsque lors de l'établissement de (99,6) on considérait le fac- 


teur préexponentiel figurant dans (99,1) comme constant. 
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moe quant à la division par a — a, elle conduit à une valeur 
inie. 

La formule (99,12) permet en principe de calculer le coefficient 
B (a,) et par là même la vitesse de formation des germes, sans avoir 
recours à la description microscopique. C’est ainsi que pour le proces- 
sus d'’ébullition il faut examiner à l’aide des équations hydrodyna- 
miques la croissance de la bulle de vapeur dans le liquide ; pour le pro- 
cessus de précipitation d’une substance dissoute dans une solution 
sursaturée, il faut examiner la croissance du grain précipité grâce 
à l’apport par diffusion de la substance contenue dans la solution. 


Problème 


Déterminer le « coefficient de diffusion par dimensions » pour la précipi- 
tation depuis une solution sursaturée (mais encore faible); les germes sont 
supposés sphériques. 

Solution. Ecrivons les formules thermodynamiques. Le rayon critique 
du germe lors de sa précipitation de la solution sursaturée a pour expression 

24° 

H'—Uo 

{voir V, $ 162, problème 2). où dans le cas considéré pu et v’ sont le potentiel 
chimique et le volume moléculaire de la substance du germe et Lu” est le poten- 
tiel chimique de la substance dissoute ; ce dernier est donné par la formule up” = 
= Tinc+++t(P,7T),c étant la concentration. En introduisant la concentration 
Co de la solution saturée au-dessus de la surface plane de la substance dissoute 
suivant 7 In coo + Ÿ = Hé. on a 


ac = 


m'—p=Tiln £ m TC ce), 


Cox Co 


cette dernière égalité se rapporte aux solutions faibles. Ainsi, le rayon critique 
a pour valeur 


se 2av'cyx 
TE an" 
Quant à la formule 
2av’ a 
Coa — Co (++ = Cp + = (c— Co): (2) 


elle détermine la concentration c, de la solution saturée au-dessus de la surfa- 
ce sphérique (de rayon a) de la substance dissoute. 

L'amenée de la substance au germe surcritique croissant se fait par diffu- 
sion de la solution ambiante. Au régime stationnaire, la répartition à symétrie 
sphérique de la concentration c (r) autour d'un germe de rayon a se détermine 
par la solution de l'équation de diffusion 


dc (r) 
ôt 


avec les conditions aux limites c (œ) = c (la valeur donné: de la concentration 
de la solution sursaturée) et c (a) = con: D'où 


=0 


1 d° 
Dâc(rn=b=-re(r= 


C(r)= 6 —(c— 600) + 
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et le flux de diffusion vers le germe 
1 
I=4nrtD = 4nDe (étés) = AD (e— és) (a— ac): 


dans la dernière égalité on a utilisé la formule (2). Si la concentration est défi- 
nie par le nombre de molécules dissoutes par unité de volume, J est le nombre 
de molécules déposées en 1 s sur la surface du germe. Alors 


da 1v° Dr’ 
(+) RS me (a — ac) (c— Coce) 


et suivant (99,12) 
TDv’ (c—coœ) __ Dv'?cgo 


BU) = Grass Ana 


$ 100. Cinétique des transitions de phase 
du premier ordre. Stade de la coalescence 


L'étude de la cinétique de la transition de phase, faite au para- 
graphe précédent, ne se rapporte qu'au stade initial de ce processus : 
le volume total de tous les germes de la nouvelle phase doit être si 
petit que l'apparition des germes et leur croissance n’affectent pas de 
façon notable le « degré de métastabilité » de la phase fondamentale 
et de ce fait la dimension critique des germes déterminée par ce de- 
gré puisse être considérée comme constante. À ce stade il se produit 
la formation par fluctuations de germes de nouvelle phase et la crois- 
sance de chacun d'eux est indépendante du comportement des autres 
germes. Dans ce qui suit, nous parlerons, pour fixer les idées, de la 
précipitation de la substance dissoute de la solution sursaturée ; 
le degré de métastabilité est constitué par le taux de sursaturation de 
Ja solution. 

A un stade avancé, lorsque la sursaturation de la solution devient 
très faible, le caractère du processus change notablement. L’appari- 
tion de nouveaux germes par fluctuations est ici pratiquement exclue 
parce que les dimensions critiques sont grandes. L'augmentation des 
dimensions critiques qui accompagne une diminution progressive du 
taux de sursaturation de la solution conduit à ce que les plus petits 
des grains déjà existants de la nouvelle phase deviennent souscriti- 
ques et se dissolvent de nouveau. Ainsi, le rôle déterminant à ce stade 
est joué par le processus de coalescence, c'est-à-dire la croissance des 
plus gros grains aux frais de la dissolution de petits grains. C’est 
précisément ce stade que nous examinons plus loin dans le présent 
paragraphe. Nous supposons que la concentration initiale de la solu- 
tion est si faible que les grains déposés se trouvent loin l’un de l’au- 
tre, de sorte que leur « interaction» directe peut être négligée !). 


1) La théorie exposée appartient à [. A. Lifchitz et V. V. Slézou (1958). 
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Nous allons considérer une solution solide dans laquelle les grains 
déposés sont immobiles et ne croissent que grâce à la diffusion depuis 
la solution environnante. N'ayant en vue que la démonstration de la 
méthode et des principales propriétés qualitatives du processus, nous 
adopterons certaines autres hypothèses simplificatrices: nous ne 
tiendrons pas compte des contraintes élastiques autour des grains 
déposés et supposerons que ces derniers sont sphériques. 

La concentration d'équilibre de la solution prèsde la surface d'un 
grain de rayon a est donnée par la formule thermodynamique 


Coa = Co (1 + er ] (100,1) 


où co est la concentration de la solution saturée au-dessus de la sur- 
face plane de la substance dissoute ; «, le coefficient de tension super- 
ficielle sur la frontière de séparation des phases ; v’, le volume molécu- 
laire de la substance à dissoudre (voir problème à la fin du paragra- 
phe précédent). La concentration sera déterminée par le volume de la 
substance dissoute dans 1 cm* de solution. Avec une telle définition, 
le flux de diffusion à — D ôc/ôr près de la surface du grain coïncidera 
avec la vitesse de variation de son rayon : 


da __h dc 
dt — or r=n 


(D étant le coefficient de diffusion de la substance dissoute). La con- 
centration étant supposée faible, cette vitesse est si petite que la ré- 
partition de la concentration autour du grain peut être considérée à 
chaque instant comme coïncidant avec la répartition stationnaire 
c (r) correspondant à la valeur donnée de a: 


e(r} = € — (c — Coa) + 


(c étant la concentration moyenne de la solution). On en déduit pour 
le flux de diffusion à (r) = Da (c — coa)/r* et ensuite, compte tenu 
de (100,1), 

: d D (ce — Coa D o 


a , 


où l'on a introduit le paramètre o — 2av'co./T et la grandeur 
A =c—co exprime la sursaturation de la solution. La grandeur 


ag (t) = o/A (+) (100,2) 


est le rayon critique : pour a > a, le grain s'accroît (da/dt > 0) et 
pour a << a, elle se dissout (da/dt << 0). Dans ce qui suit (jusqu’à 
l'énoncé des résultats définitifs), le temps sera mesuré en unités de 
aë (0)/Do, où a, (0) est la valeur critique du rayon correspondant au 
début du stade de coalescence. Ainsi, nous sommes conduits à l’équa- 


$ 100] STADE DE LA COALESCENCE 521 


tion 


+ | (100,3) 


Puis, introduisons la fonction de répartition des grains suivant 
les dimensions, f (t, a), normalisée de telle sorte que l'intégrale 


N (= \ {(#, a) da 
0] 

traduit le nombre de grains par unité de volume. En considérant 
v, — da/dt comme la vitesse de déplacement des grains dans l’espa- 
ce des dimensions, écrivons l’équation de continuité dans cet espace: 

ôf ô | 

"ot ŸT da (Ju) == 0. (100,4) 
Enfin, la conservation de la quantité totale de substance dissoute s'ex- 
prime par l'équation 


A+g=cnst=Q qi) =" {af(t, a)da, (100,5) 


où Q est la sursaturation initiale totale, q, le volume des grains pré- 
cipités (dans { cm* de solution). 

Les équations (100,3) à (100,5) constituent un système complet 
d'équations du problème considéré. Transformons-les en introduisant 
des variables plus commodes à analyser. 

Introduisons une quantité sans dimension 


z (6) = a, (t}/a, (0). (100,6) 


Quand £ —+ co, la sursaturation A (t) tend vers zéro et le rayon cri- 
tique respectivement vers l'infini. Aussi, lorsque t varie de 0 à oc, 
la quantité 

tT—=3lnzxt(t) (100,7) 


que nous avons prise pour nouvelle variable temporelle varie-t-elle 
aussi de façon monotone de 0 à . Introduisons le rapport 
u — a/a, (t) (100,8) 


dans l'équation (100,3) en tant que fonction inconnue. Finalement 
cette équation prend la forme 


de =y(u—1)—us, (100,9) 
où 
d 
== > 0. (100,10) 
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En passant à la discussion des équations, montrons d’abord que 
lorsque + — co, la fonction y (rt) doit tendre vers une limite finie 
bien déterminée. 

Le second membre de l'équation (100,9) présente un maximum 
pour u° = ÿ/3 et y prend la valeur y [*/,(y/3) !/? — 1]. Aussi la cour- 
be de variation de la vitesse du/dr en fonction de u peut-elle avoir, 


du” 


de Y>V Y<V Y=Yo 


üo 
ü; U2 


Fig. 34 


suivant la valeur de y, l’une des trois formes représentées par la fi- 
gure 34. Quand y = y, = 27/4, la courbe est tangente à l'axe d'abs- 
cisses au point u — us — 3/2. 

Chaque point sur l'axe d'’abscisses, figuratif de l'état du grain. se 
déplace vers la droite ou vers la gauche suivant le signe de la dérivée 
du“/dxr. Pour y > y, tous les points situés à gauche de u, se déplacent 
vers la gauche et disparaissent en atteignant l’origine des coordonnées. 
Quant aux points de u > u,, ils se déplacent vers le point u. s’en 
approchant asymptotiquement de droite ou de gauche. Cela signifie 
que tous les grains de u > u,, c'est-à-dire de rayon a >> u,a,, pren- 
draient asymptotiquement (pour T—> co) la dimension a — au, 
tendant vers l'infini en même temps que a, ; ainsi, le volume total 
g des grains déposés tendrait lui aussi vers l’infini, de sorte que l’équa- 
tion (100,5) de conservation de la substance ne peut pas être satis- 
faite. Pour y << Y, tous les points se déplacent vers la gauche et dis- 
paraissent en atteignant, en un temps fini, l’origine des coordonnées ; 
dans ce cas q (t) — 0 et l'équation (100,5) ne peut pas, comme pré- 
cédemment, être satisfaite. 

Ainsi, la fonction y (t) doit tendre vers la limite y, en s'appro- 
chant de cette valeur d'en bas: si elle s’en approchait d'en haut (ou 
dans le cas de l'égalité exacte y — 7), tous les points de u > u,,en 
se déplaçant vers la gauche, « resteraient » obligatoirement au point 
u = uy (en lequel la vitesse du/dr — 0) et l'équation (100,5) ne 
pourrait pas être satisfaite comme dans le cas de y (œ) >> Yo. Ainsi, 
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il doit y avoir 
27 . 
vo = 1e (p)1, (100,11) 


où € —+ O0 quand T —+ co. Dans ces conditions, les points qui s'appro- 
chent de la droite pénètrent de plus en plus lentement par le « point 
d'arrêt » u — u,. La vitesse de ce passage se détermine par la fonc- 
tion € (rt) qui doit être définie à partir de l'équation du mouvement 
(100.9) et de l'équation de conservation de la substance (100,5). 
Au voisinage du point u — u, l’équation (100,9) avec y donnée 
par (100,11) prend la forme 
du 2 3\2  e° 
Re se 7) à 
En introduisant une nouvelle fonction inconnue comme le rapport 
z = (u — %/,)/e de deux quantités de faible valeur, écrivons cette 
équation sous la forme 


dd x." _ d(tie) 
De dr = —23 —ZTts 2 L'e -m (100,12) 


Sa discussion, analogue à celle de l'équation (100,9) faite plus haut, 
conduit à cette conclusion que lorsque T — co, la fonction n (rt) 


doit tendre asymptotiquement vers la limite finie 1, = 2/V 3 (c'est 
la valeur de n pour laquelle la courbe de variation du second mem- 
bre de l'équation (100,12) en fonction de z est tangente à l'axe d’abs- 
cisses en point de « bloquage » z, = V 3/2). De l'égalité asymptoti- 
que n — n, on déduit l'expression limite de la fonction 


e (t) = V 3/2. (100.13) 


Pour t° > 1. le terme correctif figurant dans (100,11) peut être 
négligé. Alors. l'équation 1/y — r° (dx/dt) — 4/27 permet de trou- 
ver la loi limite de variation du rayon critique en fonction du temps 


delt) _ [At \1/3 , 
(= ET (+) : (100,14) 
Comme t = In x. la condition d'applicabilité du résultat (100,14), 
exprimée par le temps vrai £. est 1n° £{ > 1. Il est intéressant de noter 
que bien que la valeur relative des corrections à y, décroisse rapide- 
ment. lorsque + augmente, et l’approximation du premier ordre (la 
loi (100,14)) devienne de plus en plus exacte, c’est précisément ces 
corrections qui déterminent le comportement de la solution au voisi- 
nage du point d'arrêt. 

Passons au calcul de la fonction de répartition des grains suivant 
les dimensions. La fonction de répartition en variables u, + est liée 
à la fonction de répartition en variables a, t par la relation 


p(r,u)du=f(t,;a)da, f = œia.. (100,15) 


524 CINÉTIQUE DES TRANSITIONS DE PHASE (CH. XII 


L'’équation de continuité pour cette fonction est 


2 p d . 
FE ug)=0, vu. (100,16) 


Partout, sauf au voisinage immédiat ( — €) du point u,, la vitesse 
v, est donnée par l'équation (100,9) avec y — 27/4: 


d 1 3 \2 : 
mg —-pme (u—+) (u +3). (100,17) 

La solution de l’équation (100,16) est de la forme 
pr, ue ET, su), (100,18) 


( 


où yest une fonction arbitraire qui est encore à déterminer. Nous 
avons vu qu'en se déplaçant de droite à gauche, tous les pointssitués 
sur l’axe u, figuratifs des grains, passent par le voisinage du point 
d'arrêt et s’y séjournent d’autant plus longtemps qu’ils arrivent plus 
tard dans cette région. Ainsi, ce voisinage joue le rôle du drain pour 
les points u > u, et le rôle de la source pour les points u << u,. 

La fonction de répartition à droite du point u, pour T — est 
déterminée par des points qui y arrivent depuis la région éloignée à 
l'infiniet correspondent à des grains sur la « queue » de leur répartition 
initiale (pour t — 0). Comme le nombre de grains dans cette répar- 
tition décroît, certes, rapidement (en fait, exponentiellement) lors- 
que leurs dimensions augmentent, la fonction de répartition dans le 
domaine de u > u, (en dehors du voisinage du point w,) tend vers 
zéro quand T —+ oo. 

Le terme A (t) intervenant dans l'équation de conservation de la 
substance (100,5) tend vers zéro quand t —+ co. En exprimant l’inté- 
grale de q au moyen des variables +, u (rappelons que a* — u*r#aë (0)— 
— uSetaÿ (0)), on obtient l'équation 

u , a 
#e' \ uSqp(t,u)du=1, x= ET. (100,19) 


0 


on doit y introduire tirée de (100,18) avec v,, donnée par (100,17) !). 
On voit immédiatement que l'expression au premier membre de l’éga- 
lité (100,19) ne peut représenter une grandeur indépendante de + que 
si la fonction % est de la forme 


—1+7t(u) 


x (T—7T(u)) = 4e 


1) Nous ne nous arrêtons pas à la démonstration de ce que la contribution 
relative apportée à l'intégrale par le voisinage du point u, (en lequel l’expres- 
sion (100,17) n'est pas applicable) tend vers zéro quand + —+ co. 
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La fonction + (u) se calcule par une intégration élémentaire qui 
donne le résultat suivant: 
p(Tt,u) = Ae-tP (u), (100,20) 
où 
3e utexp[—1/(1--2u/3)] 
T2 (u+3)75 (8/2— ut * 
P(u)=0, u> 3/2. 


P(u)= u<+, (100,21) 


La constante À se détermine en reportant (100,20) dans l’équation 

(100,19); le calcul numérique de l'intégrale obtenue donne À — 

— 0.9/4. La fonction P (u) est automatiquement normalisée à 1: 
un 3/2 —œ 


\ P (u) du = | eo du = — \ et dx = 1. 


U 0 ( 


Aussi le nombre de grains par unité de volume est-il égal à 


uv 
N= | gx, u)du= 4e = .. (400,22) 
0 


Il est également facile de trouver la valeur moyenne u (sur la répar- 
tition (100,21)). A cet effet, considérons l'intégrale 


P (u)(u—1) du = \ etlu) (u — 1) = \ a [u(t)— 1] dr. 


(0 — © 


cerE 


En y portant u (rt) — 1 tirée de (100,9), on obtient 


0 
4 dus 4 
FF \ et [us (+40) dt= 3(t)et 


"HE Q; 
Ainsi, 
uv un 
u= P(u)udu=\ P(u)du=1, 
0 n 


c’est-à-dire que a = a, (t): les dimensions moyennes coïncident avec 
les dimensions critiques. 

En réunissant les formules obtenues, écrivons encore une fois les 
résultats en revenant aux variables de départ: le rayon a du grain et 
le temps t. Le rayon moyen du grain croît avec le temps suivant une 
loi asymptotique 

a= (2 ge (100,23) 
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Quant à la répartition des grains suivant les dimensions, elle est don- 
née à chaque instant par la fonction (100,21): le nombre de grains 
de rayon compris dans l'intervalle da est égal à P (a/a)da/a. La fonc- 
tion P (u) n’est différente de zéro que dans le domaine de u < 3/2; 
sa courbe représentative est montrée 

2,0 à la figure 35. Notons que la loi asymp- 
totique de répartition se trouve indé- 

pendante de la répartition initiale 


1,5 (à l'instant où commence le stade de 
coalescence). Le nombre total de grains 
a (par unité de volume) décroît avec le 

È temps suivant la loi 
V (t) = 0,5Q/Dot. (100.24) 

0,5 ÿ 

Pour ce qui est de la sursaturation de 
la solution, elle tend vers zéro comme 
9 » 1/3 2 
0 05 10 1,5 u A(t)= (+ o:/Dt) . (100.25) 


Fig. 35 Pour bien faire comprendre au 

lecteur le sens de ces lois, notons 

que dans l'examen auquel nous venons de nous livrer le volume total 
de la solution était considéré comme illimité et donc la réserve totale 
de la substance dissoute était elle aussi illimitée. Dans un volume fi- 
ni, le processus s'achève bien sûr au bout d’un temps fini lorsque tou- 
te la substance dissoute se dépose sous forme d’un corps unique. 


$ 101. Relaxation du paramètre d’ordre au voisinage 
du point de transition de phase du deuxième ordre 


On sait que le changement d’état d’un corps lors de la transition 
de phase du deuxième ordre est décrit par le paramètre d'ordre n 
qui est différent de zéro d’un côté du point de transition (dans une 
phase « non symétrique ») et nul de l’autre côté du point de transi- 
tion (dans une phase « symétrique »). Dans V, chap. XIV, il s’agis- 
sait des propriétés des corps en équilibre thermodynamique au voi- 
sinage des points de transition. Considérons maintenant le processus 
de relaxation du paramètre d'ordre dans un système hors d’équilibre. 

La valeur d'équilibre du paramètre d'ordre (que nous désignerons 
ici par 1) se détermine par la minimisation du potentiel thermodyna- 
mique correspondant. Ayant en vue d'examiner aussi bien le cas spa- 
tialement homogène que le cas spatialement non homogène, nous uti- 
liserons le potentiel Q, fonction de la température 7 et du potentiel 
chimique u (à valeur donnée du volume total du corps), cf. V, $ 146. 

Dans un corps spatialement homogène la valeur de n est détermi- 
née par le minimum de Q (T, u, n) (le potentiel thermodynamique de 
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l'unité de volume) en tant que fonction du paramètre n à T'et u 
donnés: 
2Q 40: 
mn = 0. (101,1) 
Si cette condition n’est pas réalisée, c'est le processus de relaxation 
qui se produit : le paramètre 1 varie avec le temps en tendant vers n. 
Dans un état faiblement déséquilibré, c’est-à-dire lorsque les valeurs 
de la dérivée 0Q/0n sont différentes de zéro mais petites, la vitesse 
de relaxation — la dérivée dn/dt — est elle aussi petite. Dans la théo- 
rie de Landau qui néglige les fluctuations du paramètre d'ordre, il 
faut considérer que la relation entre ces deux dérivées se réduit à une 
simple proportionnalité 
d 48 F 
Lan à 8 (101,2) 
dont le coefficient y est constant (L. D. Landau, I. M. Khalatnikov, 
1954). 
Dans la théorie de Landau, le potentiel thermodynamique au voi- 
sinage du point de transition est de la forme 


Q = Q, (T,u) + (T — Tejan® + bn (101,3) 
avec le coefficient positif b; si c’est le domaine de T << T!, qui cor- 
respond à la phase non symétrique, alors & > 0 (voir V, (146,3)). 


La valeur d'équilibre du paramètre d'ordre dans une phase asymé- 
trique — la solution de l'équation (101,1) — est 


n=[ 0 VF. (404,2) 


L'équation de relaxation (101,2) prend alors la forme 


M —2yl(T—T)an+ 2m], 


dt 
ou encore, en linéarisant suivant la petite différence ôn = n — n, 
dôn _  ôn É 
AA (101,5) 
où 
To = L/4ya (Te—T), T<T.. (101,6) 


Quand f —+ co, la différence ôn doit tendre vers zéro ; c’est pourquoi 
il doit y avoir to > 0 et donc y > 0. 
On examine de même la relaxation dans le domaine de T > T.. 
Ici n = 0 et l'expression linéarisée de la dérivée est 
90 
mm — —2a(T—T,)ôn. 
Par conséquent, au lieu de (101,6) on obtient 


= 12ya(T TT), T>T.. (101,7) 
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La grandeur t, est le temps de relaxation du paramètre d'ordre. On 
voit qu'il tend vers l'infini quand T — T.. Ceci a une grande impor- 
tance de principe pour toute la théorie des transitions de phase. 
Comme il a déjà été dit dans V, $ 143, elle assure l'existence des états 
macroscopiques correspondant à un équilibre incomplet pour des va- 
leurs hors d'équilibre données de n. C'est précisément grâce à cette 
circonstance qu'a un sens la théorie exposée au cours des paragraphes 
actuel et suivant dans laquelle la relaxation du paramètre d'ordre est 
examinée indépendamment de la relaxation des autres caractéristi- 
ques macroscopiques du corps. 

Dans un système spatialement inhomogène il faut considérer le 
potentiel thermodynamique total donné par l’intégrale 


Qi = \ {Qo+a(T—Te)n°+bn+g(Vn)}dV (101,8) 


(voir V, (146,5)). La condition d'équilibre correspondante s'obtient 
en faisant varier l'intégrale sur n et en annulant la variation. En trans- 
formant par parties l'intégrale de la variation du terme de gradient, 
on obtient la condition d'équilibre sous forme de l'équation 


2a (TT) 9 4bn — 2gAn & 1 — 2gA ôn —0 
YTo L 


(pour fixer les idées, nous considérons une phase asymétrique : le do- 
maine de 7 << T,). Par conséquent, un terme supplémentaire appa- 
raît dans l’équation de relaxation 


dôn _ ô : 
= — {FL —2vea ôn} . (101,9) 


On en déduit pour chacune des composantes de Fourier spatiales 
de la fonction ôn (t, r) l'équation 


d'ônx ôn 4 _ 1 
de a me AL (101,10) 


On voit que le temps de relaxation pour les composantes de k = 0 
reste fini pour T —+ T, mais augmente quand # diminue. 

Enfin, si l’on introduit dans Q le terme —nh décrivant l’action du 
champ extérieur sur la transition (voir V, (146,5)), l'équation de rela- 
xation prend la forme 


25 2 _ M | 27e 6n+ va. (101,11) 


En supposant le champ périodique 
h œ eïlkr-at), 
on en déduit la relation 
ônk = X (&, k) k 
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avec la susceptibilité généralisée 


= y 
x (w, k) = Tin & (101,12) 
Notons que cette expression possède un pôle pour w = — its‘, en 
accord avec l'affirmation générale faite à la fin du $ 91. Pour w = 0, 
k = 0, elle se réduit à x (0, 0) — 1/4a (T, — T}), en accord avec V, 
(144.8). 

Suivant le théorème des fluctuations et des dissipations la suscep- 
tibilité généralisée (101,12) détermine le corrélateur spectral des fluc- 
tuations du paramètre d'ordre d'après la formule (à la limite classi- 
que de fw € T) 

(Ont)ax = 2 Im X (w, k) = : (101,13) 
Rappelons que c’est la composante de Fourier spatio-temporelle du 
corrélateur (ôn (0, 0) ôn (t, r)); quant aux valeurs moyennes des 
produits des composantes de Fourier des fluctuations, elles sont liées 
à la fonction (ôn*),x par la relation 


(ônok nur) — (21)*6 (w + &’) 8 (k + k”) (ôn)or- 
L'intégration de (101,13) sur dw/21r donne la composante de Fourier 
spatiale du corrélateur simultané (ôn (0, 0) ôn (0, r)) !): 


2 d T 
(ôn°)x = \ (Enr 5e = Rae D - (101,14) 


$ 102. Invariance d'échelle dynamique 


La théorie exposée au paragraphe précédent ne tient pas compte 
des fluctuations du paramètre d'ordre. Aussi son applicabilité est-elle 
limitée par les mêmes conditions que la théorie thermodynamique des 
transitions de phase de Landau. Ces conditions ne sont pas réalisées au 
voisinage immédiat du point de transition : dans le domaine de « fluc- 
tuations ». 

Dans ce domaine les propriétés cinétiques (de même que les pro- 
priétés purement thermodynamiques, voir V, $ 148) peuvent être 
décrites par une collection « d'indices critiques » qui déterminent les 
lois de variation de diverses grandeurs lors du rapprochement du 
point de transition. Il se trouve qu’en étendant aux phénomènes ciné- 
tiques l’hypothèse de l’invariance d'échelle énoncée pour les pro- 
priétés thermodynamiques dans V, $ 149, il devient possible d'’éta- 
blir certaines relations entre ces indices. Une telle extension est appe- 
lée invariance d'échelle dynamique. 


1) En comparant l’expression (101,14) à la formule V, (146,8), on ne devra 
pas oublier que dans cette formule sont considérées les composantes du dévelop- 
pement non pas en intégrale mais en série de Fourier dans un volume fini V. 
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Le caractère de la singularité que présentent les grandeurs ther- 
modynamiques au point de transition dépend du nombre de composan- 
tes du paramètre d'ordre décrivant la transition et de la structure de 
l’hamiltonien effectif constitué à partir de ces composantes (voir V, 
$ 147). Pour les grandeurs cinétiques la diversité des cas possibles aug- 
mente du fait de la diversité possible des formes des « équations du 
mouvement » décrivant la relaxation. Commençons par examiner le 
cas le plus simple d'un paramètre d'ordre à une seule composante 
(B. I. Halperin, P. C. Hohenberg, 1969) !). 

Une voie possible en principe (bien qu'en fait irréalisable) à sui- 
vre pour déterminer les lois de relaxation consiste à calculer la suscepti- 
bilité généralisée exacte (compte tenu des fluctuations) % (w, k;T) 
pour le paramètre d'ordre 1 sous l'effet d’un champ extérieur. La va- 
riation de n avec le temps lors de la relaxation est déterminée (comme 
il a été expliqué au $ 91) par des points singuliers de % en tant que 
fonction de la variable complexe w. Si la singularité la plus proche 
de l’axe réel est un pôle simple au point © — —it-! (k; T) sur l’axe 
imaginaire, chacune des composantes de Fourier du paramètre d'ordre 
s'évanouit suivant une loi exponentielle avec le temps de relaxation 
T (4;T). Introduisons en plus des indices critiques déterminant le 
comportement des grandeurs thermodynamiques, deux indices y 
et z caractérisant la fonction % (w, k; T): 


TOIT—-T,] Y pour À = O0, (102,1) 
To kT pour T? = T!,, (102,2 


et y>0,z> 0, puisque pour #4 — 0, T = T,,le temps de relaxa- 
tion devient infiniment grand. 

Il paraît bien vraisemblable qu'au voisinage du point de transi- 
tion du deuxième ordre (dans le domaine de fluctuations) le temps de 
relaxation est indépendant de la température si on le mesure en uni- 
tés de to = T (07), et les longueurs 1/x sont mesurées en unités de 
re (T), du rayon de corrélation des fluctuations du paramètre d'ordre. 
En d’autres termes, la fonction *t (k;T) doit être de la forme 


Ti T)= IT — Tel Y f (re), (102,3) 


où la fonction f ne dépend de la température que par l'intermédiaire 
de r, (T) dans le produit kr. et f (0) = const. 

Commer,— co quand T + T'., de par la définition même de l'in- 
dice critique z il doit y avoir f (£) © Ë-* pour E — co. Dans ce cas la 
variation de t en fonction de la température se sépare sous forme de 


1) Il peut s'agir, par exemple, de la relaxation de la valeur absolue du 
vecteur aimantation dans un ferromagnétique (au voisinage de son point de 
Curie) dans lequel de fortes interactions relativistes fixent la direction cristallo- 
graphique de ce vecteur. 
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produit 
IT—TIVIT—-T. 1, 


où vest l'indice critique du rayon de corrélation !) 


redIT—-T. |”. (102,4) 
Mais quand T + T4, (et k 0), x doit rester fini. Il s'ensuit qu'il 
doit y avoir 
y = 2. (102,5) 
Ainsi, l'hypothèse de l’invariance d'échelle permet de relier l’un à 
l’autre les deux indices dans (102,1) et (102,2). 

De même que dans le cas statique, il y a tout lieu de supposer que 
les indices critiques sont les mêmes de part et d’autre du point de 
transition. Le fait est que l’inhomogénéité spatiale (k-£0) rend floue 
la transition de phase en ce sens qu’elle élimine les singularités de 
toutes les grandeurs pour T — T. (en ce sens l’inhomogénéité influe 
sur la transition de phase de la même façon qu’un champ extérieur). 
Autrement dit, le point T = T', perd sa particularité parce qu’il n'y 
a aucune raison pour distinguer entre les valeurs de l'indice z que 
T tende vers 7, d'en haut ou d'en bas. En vertu de la relation (102,5) 
il en est de même pour l'indice y. 

On peut de même lier à z d’autres indices critiques. Considérons 
par exemple la variation de la susceptibilité 4 en fonction de « pour 
k = 0 au point T = T.. 

Conformément à l’invariance d'échelle la fonction % (w, k; T.) 
peut être représentée sous la forme 


xX=1T— Tel "foto kr.), f (0,0) = const, 
où yest l'indice critique pour la susceptibilité à 4 — 0 et w = 0. 
Quand k — Oet T — T,, la susceptibilité doit tendre vers une limite 


finie (pour w = 0). Etant donné que t, © | T — T, | **, on trouve 
que pour cela il doit y avoir 


f (, 0) © E-Vv% pour E — co. 
On en déduit la dépendance cherchée de % envers w: 
x © @TVV% pour k = 0,T = T.. (102,6) 
Ainsi, dans le cas considéré les exigences d’invariance d'échelle 
permettent d'établir un certain lien entre les indices critiques ciné- 
tiques et thermodynamiques, mais elles ne sont pas suffisantes pour 


une détermination complète des indices cinétiques par des indices 
thermodynamiques. 


1) La désignation des indices critiques des grandeurs thermodynamiques 
coïncide ici et plus loin avec leur désignation dns V, $ 148. os. 
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$ 103. Relaxation dans un hélium liquide 
au voisinage du point À 


Considérons maintenant des systèmes avec « dégénérescence » 
dans lesquels le paramètre d'ordre comporte plusieurs (nr) composantes 
ni, mais l’hamiltonien effectif ne dépend (dans un système homogè- 
ne) que de la somme de leurs carrés. En d’autres termes, si l’ensemble 
des grandeurs n; est considéré comme un vecteur à r dimensions, l’ha- 
miltonien effectif ne dépend pas de sa direction. 

Un exemple caractéristique est fourni par un ferromagnétique 
d’échange dont l'énergie ne dépend pas de la direction du vecteur ai- 
mantation. Un autre exemple est donné par un liquide superfluide 
(hélium liquide) dans lequel le rôle du paramètre d'ordre est joué 
par la fonction d'onde de condensat 


E=V niv (103,1) 


(voir IX, $$ 26, 27). Cette grandeur complexe est l’ensemble de deux 
grandeurs indépendantes, mais l'énergie d'un liquide homogène dé- 
pend uniquement du carré du module | £ | ® — n,, de la densité du 
condensat. 

Les propriétés spécifiques des systèmes « dégénérés » sont dues à 
l'existence dans leur spectre de vibrations d’une branche (mode mou) 
liée précisément aux vibrations de la direction du « vecteur paramè- 
tre d'ordre» ; la fréquence de ces vibrations s’annule au point de tran- 
sition de phase. D'une part, la loi de leur dispersion peut être déter- 
minée à partir des équations macroscopiques du mouvement, et d’au- 
tre part, elle doit satisfaire aux exigences de l'invariance d'échelle. 
Cela permet, comme nous le verrons plus loin, d'exprimer totale- 
ment les indices critiques cinétiques par l'intermédiaire des indices 
critiques thermodynamiques. Nous le ferons sur l’exemple de l’hé- 
lium liquide (À. À. Ferrell, N. Menyhard, H. Schmidt, F. Schuwabl, 
P. Szépfalusy, 1967). 

Dans ce cas le « mode mou » est représenté par le second son. Au 
voisinage du point de transition il représente des variations conjuguées 
dela vitesse superfluidev,.et de l’entropie; l'amplitude de vibra- 
tions de la vitesse normale dans le second son est v, — v,p,/p, et au 
voisinage du point de transition de phase (point À) elle est petite de 
même que p.. Rappelons que la vitesse superfluide est liée à la phase 
de la fonction d'onde de condensat (v, = ÂV®O/m), de sorte que les 
vibrations v, signifient les vibrations de la phase ou,en d’autres ter- 
mes, les vibrations de la direction du « vecteur paramètre d'ordre ». 
La loi de dispersion de ces vibrations a pour expression 


o = uk, (103,2) 
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ou 
TS, TaSiPs 103,3 
Us CpPn osé CPP ( , ) 


est la vitesse du second son (S étant l’entropie, C,, la chaleur spé- 
cifique de l'unité de masse du liquide); au voisinage du point À 
on peut remplacer 7 et S par leurs valeurs Ti et S; en ce même point 
et la densité p, de la composante normale du liquide par sa densité 
totale p 1). 

Quand T —+ T;, la densité p, tend vers zéro suivant la loi 


ps co (Ta — 7), (103,4) 
où « est l'indice critique de la chaleur spécifique: 
ChDITi—TIS (103,5) 


(cf. IX, (28,3)). La loi suivant laquelle la vitesse u, tend vers zéro dé- 
pend du signe de l'indice &. Si « > 0, de sorte que C, —+ co, alors 


us © (Ti — TIAH g > 0. 


Si par contre &« << 0, C, tend vers une limite finie (rappelons que 
l'indice critique ne détermine que le comportement de la partie sin- 
gulière de la chaleur spécifique au voisinage du point de transition !); 
alors 


us © (T, — TES, œ < 0. (103,6) 


Dans ce qui suit nous supposons que à << 0 (ce qui est vrai, à ce qu’il 
paraît, pour l’hélium liquide : « Æ — 0,02). 

L'amortissement du second son est décrit par la partie imaginaire 
de la fréquence. Loin du point À, au-dessous de lui, elle est petite, 
mais elle augmente au fur et à mesure qu'on se rapproche du point 
À et dans son voisinage immédiat, pour kr, — 1, l'amortissement de- 
vient de l’ordre de l’unité (c'est-à-dire que Imw = | © | ). Quant à 
la région au-dessus du point À, à une distance suffisante de lui, on 
obtient une onde thermique ordinaire amortie (solution de l'équa- 


1) Rappelons (voir VI, $ 141) que les vitesses du premier et du second son 
dans l’hélium liquide sont calculées comme les racines de l'équation de disper- 


sion 
ww[(+) +0 |. 2e +) 0. 
0p /S° PnCo J'° PrCp dp /s 


En dehors du voisinage immédiat du point À le coefficient de dilatation thermi- 
que est petit et par conséquent la différence C, — C, est petite, si bien qu’on 
peut poser C, Æ C,. Quand T — T;, C, diffère notablement de C,. Toutefois 
P, tend dans ce cas vers zéro et étant donnée cette petitesse on obtient (103,3). 
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tion de la chaleur) avec la loi de dispersion 


. o 
o=—i PCz 2, (103,7) 
où x est le coefficient de conductibilité thermique. 

Appliquons maintenant l'hypothèse de l’invariance d'échelle sui- 
vant laquelle la loi de dispersion au voisinage du point À doit être de 
la forme 

o = Æf (kr.). 


Cette dépendance peut s'écrire aussi sous une autre forme 1) 


ok (Te) (103,8) 


(avec une autre fonction f), où vest l’indice critique du rayon de cor- 
rélation. 

La validité des lois de dispersion (103,2) et (103,7) n’est limitée 
par aucune condition d’éloignement du point À, mais pour une tempé- 
rature donnée elle est limitée par la condition kr, 1: la longueur 
d'onde doit être grande par rapport au rayon de corrélation ; dans le 
cas contraire les équations macroscopiques sur lesquelles sont basées 
ces lois cessent d’être applicables. 

Considérons d’abord le domaine des températures au-dessous du 
point de transition. L'exigence que pour kr, 1 la loi de dispersion 
soit linéaire par rapport à À détermine l’expression limite de la fonc- 
tion f (£) dans (103.8): 


fŒ) © (—E)""9 pour E —+ — oo. 


On en déduit la variation de la loi de dispersion en fonction de la 
température 


© © k (Ti — TE), (103,9) 
Ce résultat rapproché de (103,6) donne 
2— a 
v(c—1)= F—- 


Les indices critiques v et «& sont liés l’un à l’autre par la relation 
3v = 2 — a (voir V, (149,2)); on en déduit 2) 


z = 3/2. (103,10) 


1) Ces relations doivent être valables dans le domaine des fluctuations, ce 
ui exige en tout cas la vérification de l'inégalité | T — T1 | & T;. Toutefois 
il existe des indications que dans l’hélium liquide cette inégalité doit en fait 
être satisfaite avec une grande marge, ce qui signifierait la présence dans la 
théorie d'un certain petit paramètre numérique. 
2) Pour &« => O0 on aurait = — 3/(2 — a). 
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Quand T — T,, la fréquence doit tendre vers une limite finie; 
à cet effet il doit y avoir f (0) — const. Ainsi, la loi de dispersion 
du second son au point À lui-même est 


6 © E. (103,11) 


Dans ce cas la partie imaginaire est du même ordre de grandeur que 
la partie réelle. Lorsque T &Æ T;, la loi de dispersion (103,11) est 
valable pour des courtes longueurs d'onde satisfaisant à la condition 
kr. > 1. 

Enfin, considérons le domaine des températures T > T;. Ici, 
lorsque kr, & 1, la dépendance de w vis-à-vis de k doit être quadrati- 
que. Pour cela il doit y avoir 


f (È) © EE-D pour Ë—+ + 00. 


Alors 
© © A(T — T,)"e-?, 


En comparant avec (103,7) et en exprimant v au moyen de &, on trou- 
ve la variation du coefficient de conductibilité thermique en fonc- 
tion de la température sous la forme 


#0 (T — T,) EN, (103,12) 


Quand T + T;, ce coefficient tend vers l'infini suivant une loi pro- 
che de (T7 — T;)-t$. 

Dans le second son nous avons affaire aux vibrations de la phase 
© de la fonction d'onde du condensat. Aussi la grandeur 1/Im 
a-t-elle également le sens du temps de relaxation de la phase. Quand 
k — 0, elle tend naturellement vers l'infini : dans un liquide homogè- 
ne le changement de phase n’est pas lié à la variation de l'énergie, de 
sorte que la phase ne peut pas relaxer. 

Le temps de relaxation de la valeur absolue | £ | = nr, — de 
la densité du condensat — ne coïncide pas, généralement parlant, 
au temps de relaxation de la phase. Mais d’après le sens de l’invarian- 
ce d'échelle on peut affirmer que pour kr. — 1 les ordres de grandeur 
des deux temps s’égalisent. Suivant (103,9) ce temps a pour expres- 
sion 


TT or (TT) EN (Ti TT)". 


he 
@ (1/re) 


Avec la valeur de z donnée par (103,10) on trouve 


tes (ls TT) tar. (103,13) 
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Le temps de relaxation de la densité du condensat reste aussi fini 
pour k —+ 0, sans tendre vers l'infini comme c’est le cas pour la pha- 
se. Aussi la loi (103,13) déterminant la variation en fonction de la tem- 
pérature pour la relaxation de la densité du condensat reste-t-elle 
valable aussi pour k — O (V. L. Pokrovski, I. M. Khalatnikor, 
1969) !). 


1) Pour & > 0 on obtiendrait t © (7, — T)-1 en plein accord avec la loi 
got à obtenue dans le cadre de la théorie de Landau. Toutefois, cette coïnci- 
ence est dans un certain sens un effet du hasard. 
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